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Аннотация. В квазистационарном приближении Стокса при малых теплом и диффузионном числах Пекле
рассматривается влияние тепло- имассопереноса нафотофоретическое движение крупной высоковязкой сферической
капли в бинарной газовой смеси при малых относительных перепадах температуры в ее окрестности. Конвективные
уравнения тепло-и массопереноса решались методом сращиваемых асимптотических разложений. Получены
аналитические выражения и проведены численные оценки влияния тепло и массообмена на скорость фотофореза
крупных высоковязких капель.
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Abstract. The effect of heat and mass transfer on the photophoretic motion of a large highly viscous spherical droplet in a
binary gas mixture with small relative temperature differences in its vicinity is considered in the quasi-stationary Stokes
approximation at small Pecle numbers. Convective heat and mass transfer equations were resolved by the method of asymptotic
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1. Введение. Движении аэрозольных частиц в поле электромагнитного излучения называется фотофорезом,
например, [1, 15, 16, 17, 18, 19, 21]. Это явление обусловлено действием сил молекулярного происхождения и связано
с передачей аэрозольным частицам нескомпенсированного импульса молекулами газообразной среды [1, 19, 20, 21].

Фотофорез играет значительную роль в природе, например, в левитации и широко используется в производстве,
медицине, сельском хозяйстве и т.д., например, см. в [1, 15, 16, 17].

В научной литературе имеется много работ, посвященных изучению этого явления (см., например, обзор [21]
и ссылки в нем). В настоящей работе исследуется вопрос о влиянии на фотофорез высоковязких капель тепло- и
массообмена.

2. Постановка задачи. В неограниченную и неподвижную бинарную газовую смесь с температурой 𝑇𝑒 , средней
массовой плотностью 𝜌𝑒 , теплопроводностью 𝜆𝑒 , диффузией 𝐷12 и средней вязкостью смеси 𝜇𝑒 , помещается крупная
высоковязкая сферическая капля радиусом𝑅 с коэффициентом испарения𝛼0, внутри которой действуют неоднородно
распределенные по ее объему тепловые источники плотностью 𝑞𝑖 . Рассматривается такой тип капель, когда можно
пренебречь течением жидкости внутри них, т.е. в предположении, что вязкость жидкости велика по сравнению с
вязкостью газовой смеси.
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Компоненты смеси обозначим, соответственно, через 𝐶2 = 𝑛2/𝑛𝑒 , 𝐶1 = 𝑛1/𝑛𝑒 , 𝑛𝑒 = 𝑛2 + 𝑛1, 𝜌𝑒 = 𝜌1 + 𝜌2, 𝜌1 = 𝑛1𝑚1,
𝜌2 = 𝑛2𝑚2, где 𝑛1, 𝑛2 – численные концентрации первого и второго сорта бинарной смеси с массами𝑚1,𝑚2. Для
определенности будем считать первый компонент газовой смеси 𝐶1 по физико-химическому составу совпадающим
с веществом капли и граничная поверхность для него является непрерывной; второй компонент – 𝐶2 будем
называть основным (несущим) и граничная поверхность для него является непроницаемой. Здесь и далее индексы
"e" и "i" будем относить к газу и капле, индексом "s"– обозначены значения физических величин, взятых при
средней температуре поверхности капли 𝑇𝑆 , а индексом "∞ "– обозначены средние значения физических величин,
характеризующие бинарную газовую среду вдали от капли.

В силу малости времен тепловой и диффузионной релаксации процесс тепло-и массообмена в системе капля-
газ протекает квазистационарно. Движение капли происходит при малых числах Рейнольдса и Пекле. Внешние
массовые силы не действуют. Циркуляция вещества внутри капли и силы межфазного поверхностного натяжения
не рассматриваются (капля высоковязкая).

Задача решается в сферической системе координат (𝑦 = 𝑟/𝑅, 𝜃, 𝜑), начало которой совпадает с центром масс капли
и таким образом, задача сводится к анализу обтекания испаряющейся капли бесконечным плоскопараллельным
потоком в положительном направлении оси 𝑂𝑧, скорость которого U∞ подлежит определению (U∞∥𝑂𝑧, U∞ =

= −U𝑝 , U𝑝 – скорость движения капли).
Распределения скоростей, давлений, температур и относительной концентрации первого компонента бинарной

газовой смеси (в силу симметрии задачи) зависят только от радиальной координаты 𝑦 и полярного угла 𝜃 .
Задача рассматривается при малых относительных перепадах температуры в окрестности высоковязкой капли,

коэффициенты молекулярного переноса (вязкость, теплопроводность, диффузия) и плотность бинарной газовой
смеси считаются постоянными. Газ рассматривать как несжимаемую среду, а сама система газодинамических
уравнений распадается при этом на гидродинамическую и конвективные уравнения тепло-массопереноса.

С учетом допущений решается система газодинамических уравнений (1)-(3) для среднемассовой скорости U𝑒 (r),
давления 𝑃𝑒 (r), относительной концентрации 𝐶1 (r) и полей температур 𝑇𝑒 (r) и 𝑇𝑖 (r) вне и внутри капли с краевых
условий (4)-(6) [5, 6, 8, 12]:

𝜇𝑒ΔU𝑒 = ∇𝑃𝑒 , div(𝜌𝑒Ue) = 0, (1)

𝜌𝑒𝑐𝑝 (U𝑒∇)𝑇𝑒 = 𝜆𝑒Δ𝑇𝑒 , (U𝑒∇)𝐶1 = 𝐷12Δ𝐶1, (2)

Δ𝑇𝑖 = −𝑞𝑖
𝜆𝑖
. (3)

На бесконечности при 𝑦 → ∞ и конечность физических величин, характеризующих каплю при 𝑦 → 0, учтены в
краевых условиях (4), (5), а на граничной поверхности, т.е. при 𝑦 = 1 справедливы краевые условия (6)

U𝑒 = 𝑈∞n𝑧 , 𝑇𝑒 = 𝑇∞, 𝐶1 = 𝐶1∞, 𝑃𝑒 = 𝑃∞, 𝑈∞ = |U∞ |, (4)

𝑇𝑖 ≠ ∞, (5)
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, 𝜈 =
√︁
𝑘𝐵𝑇𝑒/(2𝜋𝑚1), 𝑦 = 𝑟/𝑅.

Здесь 𝑈 (𝑒 )
𝑟 , 𝑈 (𝑒 )

𝜃
– компоненты массовой скорости U𝑒 , 𝐿 – удельная теплота испарения жидкости, 𝐷12, 𝜆𝑒− коэффи-

циенты взаимной диффузии и теплопроводности газовой смеси, 𝜆𝑖− коэффициент теплопроводности капли, 𝜎0−
постоянная Стефана – Больцмана, 𝜎1− интегральная степень черноты, 𝜈 – одна четвертая средней арифметической
скорости теплового движения газовых молекул первого сорта [6], 𝑛 (𝐻 )

1𝑠 − насыщенная концентрация молекул пер-
вого компонента бинарной газовой смеси, зависящая от средней температуры поверхности капли 𝑇𝑖 , 𝐾𝑇𝑆 , 𝐾𝐷𝑆−
коэффициенты теплового и диффузионного скольжения [5, 10, 13] и при коэффициентах аккомодации по энергии и
тангенциального импульса равных единицы 𝐾𝑇𝑆 = 1.161, 𝐾𝐷𝑆 = 0.3 [5, 10, 13]. Невозмущенные параметры (𝑇∞, 𝑃∞,
𝐶1∞) наблюдаются в месте нахождения геометрического центра высоковязкой капли при ее отсутствии (величина
𝐶1∞ определяется через численные концентрации 𝑛1 и 𝑛2 газовых молекул).

В граничных условиях на поверхности высоковязкой капли учтено соответственно: непрерывность радиального
летучего потока первого компонента через поверхность капли. Левая часть равна суммарному радиальному
потоку первого компонента вне капли и представляет из себя сумму конвективного и диффузионного потоков.
Правая же часть дает радиальный поток первого компонента, отводимый через слой Кнудсена с поверхности
капли и пропорциональный коэффициенту испарения 𝛼0 жидкости капли. Вывод выражения для этого потока
основан на том, что радиальный поток молекул пара определяется на основе статистических соображений и

равен по величине 𝑛𝑒𝛼0𝜈
(
𝐶
(𝑠 )
1 −𝐶1

) ����
𝑦=1

, где 𝐶 (𝑠 )
1 − насыщенная относительная концентрация первого компонента,

являющейся функцией температуры𝑇𝑖 на поверхности капли, 𝜈 =
√︁
𝑘𝐵𝑇𝑒/2𝜋𝑚1− одна четвертая абсолютной тепловой

скорости молекул пара, 𝑘𝐵− постоянная Больцмана. Поскольку 𝐶 (𝑠 )
1 = 𝐶

(𝑠 )
1 (𝑇𝑖 ), то мы можем 𝐶 (𝑠 )

1 разложить в ряд
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по безразмерному числу Рейнольдса (𝜀 = 𝑅𝑒 = (𝜌𝑒𝑈∞𝑅)/𝜇𝑒 ≪ 1) с удержанием линейных по этому параметров
членов: 𝐶 (𝑠 )

1 (𝑇𝑖 ) = 𝐶 (𝐻 )
1𝑠 +𝐶∗

1𝑠𝛿𝑇𝑖 −𝐶1, 𝛿𝑇𝑖 находится из граничных условий на поверхности капли. Коэффициент
испарения 𝛼0 – это отношение числа безвозвратно улетевших молекул пара к общему числу испускаемых молекул.
В большинстве случаев принято приравнивать коэффициенты конденсации и испарения, пренебрегая термическим
сопротивлением фазового перехода. Считают, что давление пара в слое неразреженной парогазовой бинарной
смеси у поверхности равно давлению насыщения при температуре поверхности жидкости. Если вдали от жидкости
газ не насыщен паром, то возникает поток вещества всегда направленный от поверхности испарения. При этом
тепловой поток может быть направлен как к жидкости, так и к газу. Направление теплового потока зависит от
разности температур поверхности испарения и парогазовой смеси. Многочисленные экспериментальные данные (в
литературе имеются противоречивые сведения) показывают, что коэффициент испарения 𝛼0 ≤ 1 [2, 4, 6]; следующее
краевое условие учитывает тот факт, что поверхность капли непроницаема для второго компонента бинарной
газовой смеси и в нем учтены радиальный конвективный и радиальный диффузионный потоки второй компоненты
смеси; далее граничное условие отражает известные явления теплового и диффузионного скольжений бинарной
газовой смеси вдоль поверхности капли, пропорциональные соответственно коэффициентам теплового 𝐾𝑇𝑆 и
диффузионного𝐾𝐷𝑆 скольжений и в последних двух краевых условиях учтены условия непрерывности температуры
и радиального потока тепла. Причем в последнем условии в правой части учитывается тепло, идущее на фазовый
переход жидкости капли в пар, пропорциональное величине 𝐿 и на излучение.

Уравнения, описывающие тепло-и массоперенос, будем решать методом сращиваемых асимптотических
разложений [9, 14], поэтому систему уравнений газовой динамики и краевые условия необходимо привести к
безразмерному виду: 𝑦 = 𝑟/𝑅, V𝑒 = U𝑒/𝑈∞, 𝑡𝑒 = 𝑇𝑒/𝑇∞, 𝑡𝑖 = 𝑇𝑖/𝑇∞.

При малых числах Рейнольдса и Пекле набегающий поток оказывает лишь возмущающее влияние и поэтому
решений уравнений гидродинамики (1) следует искать в виде [12]

V𝑒 = V(0)
𝑒 + 𝜀V(1)

𝑒 + ..., 𝑃𝑒 = 𝑃 (0)𝑒 + 𝜀𝑃 (1)𝑒 + ... .

При нахождении влияния тепло- и массопереноса на силу и скорость фотофореза ограничимся поправками до
первого порядка малости включительно.

Согласно метода сращиваемых асимптотических разложений [9, 14] поля температуры и концентрации представ-
ляются в виде двух асимптотических разложений – внутреннего и внешнего. В частности, внутренние и внешние
для температуры 𝑡𝑒 имеют вид (7) и (8):

𝑡𝑒 (𝑦, 𝜃 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛 (𝜀)𝑡𝑒𝑛 (𝑦, 𝜃 ), (7)

𝑡∗𝑒 (𝜉, 𝜃 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓 ∗𝑛 (𝜀)𝑡∗𝑒𝑛 (𝜉, 𝜃 ), (8)

При этом требуется, чтобы
𝑓𝑛+1
𝑓𝑛

→ 0,
𝑓 ∗
𝑛+1
𝑓 ∗𝑛

→ 0 при 𝜀 → 0,

а недостающие краевые условия для внутреннего и внешнего разложений определяются из условия тождественности
асимптотических продолжений того и другого в некоторую промежуточную область

𝑡𝑒 (𝑦 → ∞, 𝜃 ) = 𝑡∗𝑒 (𝜉 → 0, 𝜃 ). (9)

Здесь 𝜉 = 𝜀𝑦− "сжатая" радиальная координата [9].
Асимптотическое разложение решения внутри высоковязкой капли следует искать в виде, аналогичном (7), т.е

𝑡𝑖 (𝑦, 𝜃 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛 (𝜀)𝑡𝑖𝑛 (𝑦, 𝜃 ). (10)

Отметим, что согласно методу сращиваемых асимптотических разложений, относительно функций 𝑓𝑛 (𝜀) и 𝑓 ∗𝑛 (𝜀)
предполагается лишь, что порядок их малости по 𝜀 увеличивается с ростом 𝑛.

Уравнения в безразмерном виде для температур 𝑡𝑒 и 𝑡∗𝑒 имеют вид, соответственно, (11) и (12):

𝜀𝑃𝑟 (𝑇 )
(
𝑉

(𝑒 )
𝑟 (𝑦, 𝜃 ) 𝜕𝑡𝑒 (𝑦, 𝜃 )

𝜕𝑦
+𝑉 (𝑒 )

𝜃
(𝑦, 𝜃 ) 𝜕𝑡𝑒 (𝑦, 𝜃 )

𝜕𝜃

)
= Δ𝑡𝑒 (𝑦, 𝜃 ), 𝑡𝑒 → 1 при 𝑦 → ∞, (11)

𝑃𝑟 (𝑇 )
(
𝑉

(∗)
𝑟 (𝜉, 𝜃 ) 𝜕𝑡

∗
𝑒 (𝜉, 𝜃 )
𝜕𝜉

+𝑉 (∗)
𝜃

(𝜉, 𝜃 ) 𝜕𝑡
∗
𝑒 (𝜉, 𝜃 )
𝜕𝜃

)
= Δ∗𝑡∗𝑒 (𝜉, 𝜃 ), (12)

и

V∗
𝑒 (𝜉, 𝜃 ) = n𝑧 + 𝜀V∗(1)

𝑒 (𝜉, 𝜃 ) + ... . (13)

Здесь n𝑧 – единичный вектор в направлении оси 𝑂𝑧, Δ∗ = Δ(𝜉, 𝜃 ), 𝑃𝑟 (𝑇 ) = 𝜇𝑒𝑐𝑝/𝜆𝑒 .
Решения для компонент массовой скорости V𝑒 радиальной 𝑉

(𝑒 )
𝑟 и касательной и 𝑉 (𝑒 )

𝜃
следует искать в виде

разложений по полиномам Лежандра и Гегенбауэра [12], а поскольку величина силы, действующей на высоковязкую
каплю, определяется первыми членами этих разложений, то компоненты имеют вид:

𝑉
(𝑒 )
𝑟 = 𝐺 (𝑦) cos𝜃, 𝑉

(𝑒 )
𝜃

= −𝑔(𝑦) sin𝜃 .
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3. Поля скорости, давления, температур и относительной концентрации первого компонента. Общие
решения для уравнений гидродинамики (1) при малых числах Рейнольдса, удовлетворяющие краевым условиям (4),
имеют вид [8, 12]

𝑉
(𝑒 )
𝑟 (𝑦, 𝜃 ) = cos𝜃

(
1 + 𝐴1

𝑦3 + 𝐴2
𝑦

)
, 𝑉

(𝑒 )
𝜃

(𝑦, 𝜃 ) = − sin𝜃
(
1 − 𝐴1

2𝑦3 + 𝐴2
2𝑦

)
, 𝑃𝑒 (𝑦, 𝜃 ) = 𝑃∞ + 𝑈∞

𝑅
𝜇𝑒

cos𝜃
𝑦2 𝐴2, (14)

а для полей температур (15) и относительной концентрации первого компонента (16)

𝑡𝑒 (𝑦, 𝜃 ) = 𝑡𝑒0 (𝑦) + 𝜀𝑡𝑒1 (𝑦, 𝜃 ), 𝑡∗𝑒 (𝜉, 𝜃 ) = 𝑡∗𝑒0 (𝜉) + 𝜀𝑡
∗
𝑒1 (𝜉, 𝜃 ), 𝑡𝑖 (𝑦, 𝜃 ) = 𝑡𝑖0 (𝑦) + 𝜀𝑡𝑖1 (𝑦, 𝜃 ), (15)

𝐶1 (𝑦, 𝜃 ) = 𝐶10 (𝑦) + 𝜀𝐶11 (𝑦, 𝜃 ), 𝐶∗
1 (𝜉, 𝜃 ) = 𝐶

∗
10 (𝜉) + 𝜀𝐶

∗
11 (𝜉, 𝜃 ) . (16)

Здесь

𝑡𝑒0 (𝑦) = 1 + Γ0
𝑦
, 𝑡∗𝑒0 = 1, 𝑡𝑒1 (𝑦, 𝜃 ) =

𝜔
(𝑇 )
0
2𝑦

(𝑁1 − 𝑦) + cos𝜃
[
Γ1
𝑦2 +

𝜔
(𝑇 )
0
2

(
1 + 𝐴2

𝑦
− 𝐴1

2𝑦3

)]
,

𝑡∗𝑒1 (𝜉, 𝜃 ) =
Γ0
𝜉

exp
{

1
2
𝑃𝑟 (𝑇 )𝜉 (cos𝜃 − 1)

}
, 𝑡𝑖0 (𝑦) = 𝐵0 +

𝐻0
𝑦

− 1
𝑦

𝑦∫
1

𝜓0𝑑𝑦 +
𝑦∫

1

𝜓0
𝑦
𝑑𝑦,

𝐶10 (𝑦) = 𝐶1∞ + 𝑀0
𝑦
, 𝐶11 (𝑦, 𝜃 ) =

𝜔
(𝐷 )
0
2𝑦

(𝑁2 − 𝑦) + cos𝜃
[
𝑀1
𝑦2 +

𝜔
(𝐷 )
0
2

(
1 + 𝐴2

𝑦
− 𝐴1

2𝑦3

)]
,

𝐶∗
10 = 𝐶1∞, 𝐶∗

11 (𝜉, 𝜃 ) =
𝑀0
𝜉

exp
{

1
2
𝑃𝑟 (𝐷 )𝜉 (cos𝜃 − 1)

}
, 𝜔

(𝐷 )
0 = 𝑃𝑟 (𝐷 )𝑀0, 𝑃𝑟

(𝐷 ) = 𝜇𝑒/(𝐷12𝜌𝑒 ),

𝑡𝑖1 (𝑦) = 𝑁3 + cos𝜃
{
𝐵1𝑦 +

𝐻1
𝑦2 + 1

3

𝑦
𝑦∫

1

𝜓1
𝑦2 𝑑𝑦 −

1
𝑦2

𝑦∫
1

𝑦𝜓1𝑑𝑦


}
, 𝐽0 =

1
𝑉

∫
𝑉

𝑞𝑖𝑑𝑉 ,

𝜓1 (𝑦) = −3
2
𝑅2

𝜆𝑖𝑇∞
𝑦2

+1∫
−1

𝑞𝑖𝑥𝑑𝑥, 𝐽1 =
1
𝑉

∫
𝑉

𝑞𝑖𝑧𝑑𝑉 , 𝑧 = 𝑟 cos𝜃, 𝜓0 (𝑦) = − 𝑅2

2𝜆𝑖𝑇∞
𝑦2

+1∫
−1

𝑞𝑖𝑑𝑥,

𝜔
(𝑇 )
0 = 𝑃𝑟 (𝑇 )Γ0, 𝑃𝑟

(𝑇 ) = 𝜇𝑒𝑐𝑝/𝜆𝑒 , 𝐻0 =
𝑅2 𝐽0

3𝜆𝑖𝑇∞
, 𝐻1 =

𝑅𝐽1
3𝜆𝑖𝑇∞

, 𝑉 =
4
3
𝜋𝑅3,

∫
𝑉

𝑞𝑖𝑧𝑑𝑉−

дипольный момент плотности тепловых источников [1, 20, 21]. Интегрирование ведется по всему объему испаряю-
щейся капли, 𝑃𝑟 (𝑇 ) , 𝑃𝑟 (𝐷 )− тепловое и диффузионное числа Прандтля.

Среднее значение температуры поверхности капли 𝑇𝑆 = 𝑡𝑖𝑆𝑇∞ определяется из решения следующей системы
уравнений: 

𝑡𝑒𝑆 = 𝑡𝑖𝑆 , Γ0 = 𝑡𝑒𝑆 − 1,
𝜆𝑒

𝜆𝑖
(𝑡𝑒𝑆 − 1) = 𝑅2 𝐽0

3𝜆𝑖𝑇∞
+ 𝐿𝐷12

𝑛2
𝑒𝑚1

𝑇∞𝜆𝑖𝑛2

𝐶1∞ −𝐶 (𝐻 )
1𝑠

1 + 𝐷12
𝑛𝑒

𝑅𝛼0𝜈𝑛2

− 𝜎0𝜎1
𝑅𝑇 4

∞
𝜆𝑖

(
𝑡4𝑖𝑆 − 1

)
.

Здесь 𝑡𝑒𝑆 = 𝑡𝑒0 (𝑦 = 1), 𝑡𝑖𝑆 = 𝑡𝑖0 (𝑦 = 1).
Постоянные интегрирования, которые входят в поля скорости, температур и относительной концентрации

первого компонент находятся из краевых условий (6). Далее нам потребуются коэффициенты Γ1 и 𝐴2:

Γ1 =
3𝐻1
𝛿

−
𝜔
(𝑇 )
0
2𝛿

[(
1 +𝐴2 −

𝐴1
2

) (
𝑎0 + 2𝐿

𝑛2
𝑒𝑚1

𝜆𝑖𝑎1𝑛2
𝐷12𝐶

∗
1𝑠

)
− 𝜆𝑒

𝜆𝑖

(
3
2
𝐴1 −𝐴2

)]
+

+
𝜔
(𝐷 )
0

2𝛿𝑎1
𝐷12𝐿

𝑚1𝑛2
𝑒

𝜆𝑖𝑇∞𝑛2

(
2 +𝐴2 +

𝐴1
2

)
, 𝛿 = 𝑎0 + 2

𝜆𝑒

𝜆𝑖
, 𝑎0 = 1 + 4𝜎0𝜎1

𝑅𝑇 3
∞
𝜆𝑖

𝑡3
𝑖𝑆
, 𝑎1 = 1 + 2𝐷12

𝑛𝑒

𝑅𝛼0𝜈𝑛2
,

𝐴2 = −3
2
+ 𝜀

𝑈∞𝑅𝛿

{
3𝐻1

[
𝐾𝑇𝑆

𝜈𝑒

𝑡𝑒𝑆
+ 𝐾𝐷𝑆

𝐷12
𝑎1

𝐶∗
1𝑠𝑇∞ + 𝐷12

𝑛2
𝑒𝑚1𝐶∗

1𝑆𝑇∞
𝜌𝑒𝑛2𝑎1

]
+ 3

8
𝜔
(𝑇 )
0

𝜆𝑒

𝜆𝑖
×

×
[
𝐾𝑇𝑆

𝜈𝑒

𝑡𝑒𝑆
+ 𝐾𝐷𝑆

𝐷12
𝑎1

𝐶∗
1𝑠𝑇∞ + 𝐷12

𝑛2
𝑒𝑚1𝐶∗

1𝑆𝑇∞
𝜌𝑒𝑛2𝑎1

]
+ 3

8
𝜔
(𝐷 )
0

[
𝐾𝑇𝑆

𝜈𝑒

𝑡𝑒𝑆
𝐿
𝑛2
𝑒𝑚1

𝜆𝑖𝑇∞𝑛2
𝐷12 +

+𝐾𝐷𝑆𝐷12

(
𝐿
𝑛2
𝑒𝑚1
𝜆𝑖𝑛2

𝐶∗
1𝑠𝐷12 + 𝐷12

𝑛𝑒

𝑅𝛼0𝜈𝑛2

(
𝑎0 + 2

𝜆𝑒

𝜆𝑖

))
− 𝐷12

𝑛2
𝑒𝑚1

2𝜌𝑒𝑛2

(
𝑎0 + 2

𝜆𝑒

𝜆𝑖

)]}
.

4. Сила и скорость фотофореза. Анализ полученных результатов. После того как получены в первом
приближении по 𝜀 выражения для полей температур вне и внутри испаряющейся капли и первого компонента
бинарной газовой смеси, метод сращиваемых асимптотических разложений, общая сила, действующая на каплю,
определяется интегрированием тензора напряжений по поверхности высоковязкой капли (17) [8]:

𝐹𝑧 =

∫
(𝑆 )

(−𝑃𝑒 cos𝜃 + 𝜎𝑟𝑟 cos𝜃 − 𝜎𝑟𝜃 sin𝜃 ) 𝑟2 sin𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 |𝑟=𝑅 . (17)
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Здесь

𝜎𝑟𝑟 = 2𝜇𝑒
𝜕𝑈

(𝑒 )
𝑟

𝜕𝑟
, 𝜎𝑟𝜃 = 𝜇𝑒

(
𝜕𝑈

(𝑒 )
𝜃

𝜕𝑟
+ 1
𝑟

𝜕𝑈
(𝑒 )
𝑟

𝜕𝜃
−
𝑈

(𝑒 )
𝜃

𝑟

)
.

Подставляя полученные выше выражения в (17), и после интегрирования имеем

𝐹𝑧 = −4𝜋𝑅𝜇𝑒𝑈∞𝐴2,

а с учетом коэффициента 𝐴2 получаем, что общая сила, действующая на крупную высоковязкую каплю, будет
складываться из силы вязкого сопротивления среды F𝜇 , "чисто" фотофоретической силы F𝑝ℎ , которая пропорцио-
нальна коэффициенту 𝐽1, силы F𝑐ℎ𝑡 , обусловленной влиянием конвективного теплообмена на "чистый" фотофорез,
пропорциональна коэффициенту 𝜔 (𝑇 )

0 и силы F𝑐𝑚𝑡 , обусловленной влиянием конвективного массообмена на
"чистый" фотофорез, пропорциональна коэффициенту 𝜔 (𝐷 )

0 :

F = F𝜇 + F𝑝ℎ + F𝑐ℎ𝑡 + F𝑐𝑚𝑡 , (18)
F𝜇 = 6𝜋𝑅𝜇𝑒𝑈∞ n𝑧 , F𝑝ℎ = −6𝜋𝑅𝜇𝑒 𝑓𝑝ℎ 𝐽1 n𝑧 ,

F𝑐ℎ𝑡 = −6𝜋𝑅𝜇𝑒 𝑓𝑐ℎ𝑡𝜔
(𝑇 )
0 n𝑧 , F𝑐𝑚𝑡 = −6𝜋𝑅𝜇𝑒 𝑓𝑐𝑚𝑡𝜔

(𝐷 )
0 n𝑧 ,

𝑓𝑝ℎ =
2

3𝛿𝜆𝑖𝑇∞

[
𝐾𝑇𝑆

𝜈𝑒

𝑡𝑒𝑆
+ 𝐾𝐷𝑆

𝐷12
𝑎1

𝐶∗
1𝑠𝑇∞ + 𝐷12

𝑛2
𝑒𝑚1𝐶∗

1𝑆𝑇∞
𝜌𝑒𝑛2𝑎1

]
, (19)

𝑓𝑐ℎ𝑡 =
𝜆𝑒

𝜆𝑖

1
4𝛿𝑅

[
𝐾𝑇𝑆

𝜈𝑒

𝑡𝑒𝑆
+ 𝐾𝐷𝑆

𝐷12
𝑎1

𝐶∗
1𝑠𝑇∞ + 𝐷12

𝑛2
𝑒𝑚1𝐶∗

1𝑆𝑇∞
𝜌𝑒𝑛2𝑎1

]
, (20)

𝑓𝑐𝑚𝑡 =
1

4𝑅𝛿𝑎1

[
𝐾𝑇𝑆

𝜈𝑒

𝑡𝑒𝑆
𝐿
𝑛2
𝑒𝑚1

𝜆𝑖𝑇∞𝑛2
𝐷12 + 𝐾𝐷𝑆𝐷12

(
𝐿
𝑛2
𝑒𝑚1
𝜆𝑖𝑛2

𝐶∗
1𝑠𝐷12 +

+𝐷12
𝑛𝑒

𝑅𝛼0𝜈𝑛2

(
𝑎0 + 2

𝜆𝑒

𝜆𝑖

))
− 𝐷12

𝑛2
𝑒𝑚1

2𝜌𝑒𝑛2

(
𝑎0 + 2

𝜆𝑒

𝜆𝑖

)]
. (21)

Приравнивая к нулю общую силу, действующую на каплю (частица движется равномерно) из (18) получаем
выражение для скорости упорядоченного движения капли. Эта скорость также будет складываться из трех скоростей:
"чисто" фотофоретической скорости U𝑝ℎ , которая пропорциональна коэффициенту 𝐽1, скорости U𝑐ℎ𝑡 , обусловленной
влиянием конвективного теплообмена на "чистый" фотофорез, пропорциональна коэффициенту 𝜔 (𝑇 )

0 и скорости
U𝑐𝑚𝑡 , обусловленной влияниемконвективногомассообменана "чистый" фотофорез, пропорциональна коэффициенту
𝜔
(𝐷 )
0 :

U𝑝 = U𝑝ℎ + U𝑐ℎ𝑡 + U𝑐𝑚𝑡 , (22)

U𝑝 = −
(
𝑓𝑝ℎ 𝐽1 + 𝑓𝑐ℎ𝑡𝜔

(𝑇 )
0 + 𝑓𝑐𝑚𝑡𝜔 (𝐷 )

0

)
n𝑧 .

Выражения для коэффициентов 𝑓𝑝ℎ, 𝑓𝑐ℎ𝑡 , 𝑓𝑐𝑚𝑡 состоят из суммы трех слагаемых, появление которых обусловлено
тепловымидиффузионнымскольжениембинарной газовой смеси относительнонеравномернонагретойповерхности
капли и реактивным эффектом, связанным с испарением. Для иллюстрации в таблице 1 в качестве примера
зависимости функций 𝑓𝑝ℎ, 𝑓𝑐ℎ𝑡 , 𝑓𝑐𝑚𝑡 от температуры 𝑇𝑖𝑆 приведены значения функций ℎ𝑝ℎ = 𝑓𝑝ℎ/𝑓𝑝ℎ |𝑇𝑖𝑆=273𝐾 ,
ℎ𝑐ℎ𝑡 = 𝑓𝑐ℎ𝑡 /𝑓𝑐ℎ𝑡 |𝑇𝑖𝑆=273𝐾 , ℎ𝑐𝑚𝑡 = 𝑓𝑐𝑚𝑡 /𝑓𝑐𝑚𝑡 |𝑇𝑖𝑆=273𝐾 для капли воды радиуса 𝑅 = 30 мкм, взвешенной в воздухе
при нормальных условиях (𝑇∞ = 273𝐾 , 𝑃∞ = 105 Па, 𝛼0 = 0.5). Численные значения коэффициентов, входящих в
выражения (19) – (21), взяты их справочников [2, 4]. При𝑇𝑖𝑆 = 273𝐾 значения коэффициентов 𝑓𝑝ℎ |𝑇𝑖𝑆=273𝐾 = 4.54 ·10−9,
𝑓𝑐ℎ𝑡 |𝑇𝑖𝑆=273𝐾 = 3.78 · 10−4, 𝑓𝑐𝑚𝑡 |𝑇𝑖𝑆=273𝐾 = −0.46. Численные оценки показали, что вклад в силу и скорость фотофореза
крупной высоковязкой капли разный – вклад теплообмена положительный, а массообмена отрицательный.

Таблица 1
Table 1

Зависимость коэффициентов ℎ𝑝ℎ , ℎ𝑐ℎ𝑡 , ℎ𝑐𝑚𝑡 от температуры 𝑇𝑖𝑆
Dependence of coefficients ℎ𝑝ℎ , ℎℎ , ℎ𝑐𝑚𝑡 on temperature 𝑇𝑖𝑆

𝑇𝑖𝑆 (K) ℎ𝑝ℎ ℎ𝑐ℎ𝑡 ℎ𝑐𝑚𝑡

273 1 1 1
283 1.01 1.05 0.99
293 1.02 1.08 0.99
303 1.04 1.15 0.98
313 1.05 1.19 0.97
323 1.06 1.23 0.95

В тех случаях, когда капля поглощает излучение как черное тело, с помощью формул (17) и (22) можно
непосредственно оценить силуи скоростьфотофореза. Когда капляпоглощает излучение как черное тело, поглощение
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происходит в тонком слое с толщиной 𝛿𝑅 ≪ 𝑅, прилегающем к нагреваемой части поверхности капли. При этом
плотность тепловых источников внутри слоя толщиной 𝛿 имеет вид

𝑞𝑖 (𝑟, 𝜃 ) =


− 𝐼0
𝛿
,
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤ 𝜋, 𝑅 − 𝛿 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅,

0, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2
,

где 𝐼0– интенсивность падающего излучения.

Тогда
∫
𝑉

𝑞𝑖𝑧𝑑𝑉 = −2
3
𝜋𝑅3𝐼0, 𝐽1 = − 𝐼0

2
,
∫
𝑉

𝑞𝑖𝑑𝑉 = 𝜋𝑅2𝐼0, 𝐽0 =
3𝐼0
4𝑅

, 𝜔 (𝑇 )
0 =

𝑅𝑃𝑟 (𝑇 )

4𝜆𝑒𝑇∞
𝐼0.

Конвективный перенос тепла пропорционален коэффициенту 𝜔 (𝑇 )
0 . Мы можем, в частности, оценить влияние

теплообмена на "чистый" фотофорез. В этом случае имеем следующие формулы

F𝑝ℎ = 2𝜋𝑅𝜇𝑒
𝐼0

𝛿𝜆𝑖𝑇∞

[
𝐾𝑇𝑆

𝜈𝑒

𝑡𝑒𝑆
+𝐶∗

1𝑠
𝐷12
𝑎1

𝑇∞

(
𝐾𝐷𝑆 +

𝑛2
𝑒𝑚1
𝜌𝑒𝑛2

)] (
1 − 3

16
𝑃𝑟 (𝑇 )

)
n𝑧 , (23)

U𝑝ℎ =
𝐼0

3𝛿𝜆𝑖𝑇∞

[
𝐾𝑇𝑆

𝜈𝑒

𝑡𝑒𝑆
+𝐶∗

1𝑠
𝐷12
𝑎1

𝑇∞

(
𝐾𝐷𝑆 +

𝑛2
𝑒𝑚1
𝜌𝑒𝑛2

)] (
1 − 3

16
𝑃𝑟 (𝑇 )

)
n𝑧 . (24)

Для большинства газов тепловое число Прандтля порядка единицы и из формул (23) – (24) видно, что вклад
конвективного теплопереноса в фотофоретическую силу и скорость испаряющейся капли при малых относительных
перепадах в ее окрестности составляет более 20 процентов. Это означает, что при описании поведения неравномерно
нагретых высоковязких капель в бинарных газовых смесях и численных оценок силы и скорости фотофореза
необходимо учитывать конвективный тепло и массоперенос.
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