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Аннотация. Движение быстрой заряженной частицы в кристалле под малым углом к одной из плотно упакованных 
атомами кристаллографических осей с хорошей точностью описывается как движение в непрерывных потенциалах 
параллельных атомных цепочек, при котором сохраняется параллельная оси цепочки компонента импульса частицы. 
При этом финитное движение частицы в поперечной плоскости называется аксиальным каналированием. Известно, 
что такое движение может быть как регулярным (устойчивым), так и хаотическим (неустойчивым), в зависимости 
от наличия либо отсутствия второго (наряду с энергией поперечного движения) интеграла движения. В поле 
уединенной цепочки таким интегралом движения является проекция момента импульса частицы на ось цепочки. 
В отсутствие аксиальной симметрии потенциала наличие либо отсутствие второго интеграла движения можно 
определить методом сечений Пуанкаре. В статье исследуется характер движения позитрона, движущегося в режиме 
аксиального каналирования в направлении [111] кристалла кремния.
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Abstract. The fast charged particle’s motion in the crystal under small angle to one of the crystallographic axes densely packed 
with atoms can be described with high accuracy as the motion in the uniform potentials of the parallel atomic strings that 
conserves the particle’s momentum component parallel to the string axis. The finite motion in the transverse plane in this case 
is called as the axial channeling. This motion can be both regular (stable) and chaotic (unstable), depending on the presence or
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absence of the second (in addition to the transverse motion energy) integral of motion. The motion in the axially symmetrical 
field of the single atomic string conserves the particle’s angular momentum projection on the string axis, so the problem has 
two integrals of motion and hence the particle’s motion is regular, periodic or quasiperiodic. The presence or absence of the 
seconf integral of motion in the absence of the potential’s axial symmetry can be found using the Poincare sections method. 
This paper studies the character of motion of the positron channeling in the [111] direction of the Silicon crystal. 
Keywords: Channeling, Fast Particles, High Energy, Chaosy, Regular Dynamics, Poincare Section, Silicon 
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1. В в е д е н и е . Б ы страя заряж ен н ая  частица, дви ж ущ аяся  в кристалле вб ли зи  одной  из плотно у п а 
кованны х атом ам и кристаллограф ических осей и ли  плоскостей, м ож ет захваты ваться в образованную  
этим и осями или плоскостями потенциальную  яму, соверш ая ф инитное движ ение в плоскости, перпен
дикулярной соответствующ ей оси (плоскости) и аном ально глубоко проникая в кристалл. Такое явление 
назы вается, соответственно, аксиальн ы м  и ли  плоскостны м  канали рован и ем . Оно бы ло предсказано  
на основе численного м оделирования в [16] ; последую щ ие теоретические и эксперим ентальны е иссле
дован и я отраж ены  в м н огоч и слен н ы х  м он ограф и ях  и обзорах (см., н априм ер , [1, 2, 13, 22]). Д виж ение 
частицы  в реж име аксиального каналирования с хорош ей точностью может быть описано как виж ение в 
непреры вном  потенциале атом ной цепочки , то есть в потенциале, усредненном  вдоль оси цеп очки  [6] . 
В таком  п отен ц и але сохраняется продольн ая  ком п он ен та  и м п ульса части ц ы  р у, и задача  о д ви ж ен и и  
частицы  сводится к двум ерной  задаче о дви ж ен и и  в п оперечной  плоскости. Характер ди н ам и к и  (регу
л яр н ая  либо хаотическая) в этом  случае особенно удобно и н аглядно  исследовать с пом ощ ью  м етода 
сечений Пуанкаре. Знание характера движ ения каналированной частицы  (регулярное либо хаотическое) 
важ но во м ногих  задачах при  выборе приближ енны х аналитических методов их реш ения, в частности, 
при исследовании испускаемого такой частицей излучения [1] и управления пучками частиц с помощью  
прям ы х и изогнуты х кристаллов [2] .

2. К а н а л и р о в а н и е  п о л о ж и т е л ь н о  з а р я ж е н н ы х  ч а с т и ц  в н а п р а в л е н и и  (111) к р и с т а л л а  к р ем н и я . 
Классическое уравнение движ ения релятивистской частицы  м ож но преобразовать к виду [1, 5]

dv  с2 /  1 \
_  = _  (F -  -  v (v . F ) ) , (Н

где Е = тс2 N 1 -  о2/с 2 — энергия релятивистской  частицы , F — сум м а действую щ их н а части ц у  сил;
в д ал ьн ей ш ем  м ы  будм  пренебрегать и зл у ч ен и ем  заряж ен н ой  части ц ей  электром агн и тн ы х  волн и
связанной  с этим  силой лучистого трения.

П ри дв и ж ен и и  части ц ы  под м ал ы м  углом  ф ^  1 к оси атом ной  цеп очки  (так что | v T | ^  v у ~  с) и 
сохранении  продольн ой  оси ц еп оч ки  к о м п он ен ты  и м п ульса  в н еп реры вн ом  п отен ц и але ц еп оч ки  Us 
уравнение движ ения в поперечной  плоскости с хорош ей точностью  м ож но записать в виде

dv± с2 с2
F = - ^ ™ s . (2)dt Е у Е у

Мы видим, что это уравнение аналогично двум ерному уравнению  движ ения нерелятивистской частицы  
с точностью  до зам ены

Е\\
т ^  4  , (3)

С 2

где Е у = ^ т 2с4 + р у с2 = const ~  Е.

Отсюда сразу видно, что п ри  д ви ж ен и и  части ц ы  в неп реры вн ом  потенциале цеп очки  будет сохра
няться величина

Е у v2± (0)
Е± = - 2  -  + U  (Xi, y i) (4)

2
(где 0± (0) = иф — поперечная частицы  электрона на входе в кристалл, Xi, yi — координаты  точки входа в 
кристалл), которую назы ваю т энергией  поперечного движ ения [1, 2, 22, 8] .

Н епреры вны й потенциал уединенной  атомной цепочки может быть описан простой м одиф икацией 
потенциала Л индхарда [ ]

PR2
U (1) (х, у ) = U0 ln 1

х 2 + у 2 + a R 2
(5)

где в случае цепочки (111) кристалла крем ния U0 = 58.8 эВ, а  = 0.37, jd = 2.0, R = 0.194 A  (радиус Т ом аса- 
Ферми). Т акие цеп очки  образую т в п оп еречн ой  им  плоскости  (111) гексагональную  ц ентрированную
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реш етку. Для электронов п отен ц и ал  (5) является при тяги ваю щ и м , поэтом у  канали рован и е электрона 
будет происходить в потенциале одной цепочки, слабо возм ущ енной  потенциалам и ш ести ближ айш их 
соседей, то есть поле будет обладать осью си м м етри и  ш естого порядка. И ная ситуация возникает 
п ри  д в и ж ен и и  в кристалле полож ительно заряж ен н ой  частицы , н априм ер , п ози трон а и ли  п ротона (в 
дальн ей ш ем , для определенности , м ы  будем  говорить о позитроне). Для них  п отен ц и алы  отдельны х 
ц еп оч ек  будут отталкиваю щ им и, однако м еж д у  трем я бл и ж ай ш и м и  соседним и  ц еп оч кам и  (чьи оси 
располож ены  в веш и н ах  равностороннего  треуголькика со стороной  а = az /л/6  ~  2.217 A, где az — 
основной период кристалла кремния, то есть период цепочки ( 100)) возникает небольш ая потенциальная 
ям ка  с осью си м м етри и  третьего порядка, в которой возм ож но ф и н и тн ое в п оп еречн ой  плоскости  
движ ение частицы. Таким  образом, потенциальная энергия позитрона в поле трех ближ айш их атомны х 
цепочек будет описы ваться форм улой

Us{+) (х, у) = U (1) (х, у -  а / 4 3 )  + U (1) (х  + а/2, у + а /2 4 3 )  + U (1) (х  -  а/2, у  + а /2 4 3 )  -  7.8571 eV , (6)

где константа выбрана таким  образом, чтобы потенциал в центре треугольника был равен нулю. Глубина 
центральной  ям ки  (или высота седловой точки потенциала) составляет приблизительно

Uo = 0.3276 эВ. (7)

И нтегрирование у р ав н ен и я  д в и ж ен и я  (2) с п отен ц и алом  (6) возм ож но только численно; н ам и  
использован для этой цели так назы ваем ы й алгоритм Верле в скоростной форме (velocity Verlet algorythm)
[3] .

Рис. 1. Слева: проекция решетки кристалла типа алмаза на плоскость (111). В центре: Потенциал (6) и пример 
инфинитной траектории, возникающей, когда энергия поперечного движения Е± немного превышает величину (7).

Справа: линии уровня потенциала (6); вблизи начала координат видна потенциальная ямка 
Fig. 1. Left: Rojection of the dimond-like lattice on the (111) plane. Center: The potential (6) and the sample infinite trajectory 
that arizes while the transverse motion energy E± slightly exceeds the value (7). Right: equipotentials of (6); the small potential

pit is seen near the origin of coordinates

3. Р е г у л я р н о е  и  х а о т и ч е с к о е  д в и ж е н и е  к а н а л и р о в а н н ы х  п о з и т р о н о в . Д виж ение части ц ы  в 
задан н ом  вн еш н ем  поле м ож ет бы ть как  регулярн ы м , так  и хаотическим  [1, 7, 14] . О казы вается, что 
характер д и н а м и к и  части ц ы  тесно связан  с интегрируем остью  уравн ен и я  дви ж ен и я в квадратурах, а 
последнее, в свою очередь, связано с количеством  интегралов д в и ж ен и я  рассм атриваем ой  системы . 
Уравнение движ ения инегрируемо, если число интегралов движ ения совпадает с числом степеней свободы 
системы. В частности, регулярн ы м  оказы вается движ ение частицы  в центральном  поле. В этом  случае, 
пом им о энергии, сохраняю щ ейся величиной  является м ом ент им пульса частицы  относительно центра 
поля. Т аким  образом, задача о дви ж ен и и  в центральном  поле оказы вается двум ерной  задачей  с двумя 
и нтегралам и  движ ения. Как следствие, д и н ам и ка части ц ы  оказы вается регулярной  и, если говорить о 
финитном  движ ении, то оно будет периодическим  (в исклю чительны х случаях) или квазипериодическим , 
когда траектория части ц ы  не зам ы кается, а всю ду плотно покры вает разреш ен н ую  для дви ж ен и я 
область [4] .

А н ал о ги ч н ы м  образом , р егулярн ы й  характер будет носить дви ж ен и е части ц ы  в неп реры вн ом  
потенциале уед и н ен н ой  атом ной цепочки  (5): движ ение в п оперечной  плоскости двум ерно и обладает 
двум я и н тегралам и  движ ения: эн ерги ей  поперечного  дви ж ен и я (4) и п р оекц и ей  м ом ен та  и м п ульса 
частицы  на ось цепочки.

Иная ситуация имеет место в отсутствие аксиальной сим м етрии потенциала, наприм ер, в потенциале 
(6), когда сохранение м ом ен та  и м п ульса  не им еет места. В общ ем  случае дви ж ен и е м ож ет носить как 
регулярны й, так и хаотический характер. Выяснить наличие либо отсутствие второго (наряду с энергией 
поперечного  движ ения) и н теграла дви ж ен и я м ож но с пом ощ ью  м етода сечен и й  П уанкаре [1, 7, 14] . 
Н апом ним , в чем  он состоит.
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Н али ч и е одного и н теграла дви ж ен и я — эн ерги и  поперечного  д в и ж ен и я  — означает, что ф азовая 
траектория леж ит на трёхм ерной гиперповерхности

const = Е± = Е± ( х ,р х , у , р у) .

Рассм отрим  точ ки  пересечения траектори и  с осью у  (что соответствует точкам  пересечения ф азовой 
траектори и  с плоскостью  (у ,р у )), то есть п олож и м  х  = 0. Тогда, если сущ ествует второй интеграл  
движ ения

J  = J  (х , рх , У, р  у ),

то, исклю чая рх из уравнений
Е± = Е± (0,рх , у , р у) ,

J  = J  (0, Рх, У, Р у ) ,

получаем , что точки  пересечения ф азовой  траектории  с секущ ей  плоскостью  будут удовлетворять 
уравнению

у = у (р у ; E±J ),

пред ставляю щ ем у собой уравн ен и е некоторой  кривой  в плоскости  ( у , р у). Т аким  образом , если м ы  
численно интегрируем  двумерное уравнение движ ения (2) при заданной энергии поперечного движения, 
то, если  точки  пересечения ф азовой  траектории  с плоскостью  ( у , р у) леж ат н а  какой-то л и н и и  в этой 
плоскости (как на рис. 2 (a, b, c)), то, значит, второй интеграл движ ения существует. В противном  случае 
все точки будут случайны м  образом  леж ать в некоторой области (рис. 2 (d)).

На рис. 2 (a, b, c) представлены  типичны е регулярны е траектории ф инитного поперечного движ ения 
п о зи тр о н а в п отен ц и але (6) и соответствую щ ие им  сечения П уанкаре, а н а  рис. 2 (d) — хаотическая 
траектория. Т раектории  н ай д ен ы  для п о зи тр о н а с эн ерги ей  Е у = 1 ГэВ, п ри чем  эн ерги я  п оперечного  
д в и ж ен и я  вы брана равн ой  Е± = 0.1839 эВ. Т акой  вы бор Е± обусловлен тем  обстоятельством, что это 
энергия единственного связанного состояния поперечного движ ения позитрона с таким  значением  Еу в 
п отен ц и альн ой  ям е (6), возн и каю щ и м  при  квантовом  о п и сан и и  такого движ ения. М ы видим , что при  
дан н ом  зн ач ен и и  энергии  поперечного движ ения в ф азовом  пространстве каналирую щ его позитрона 
сосуществуют области регулярного и хаотического движения, причем  движ ение оказывается регулярны м  
для подавляю щ его больш инства начальны х условий.
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Рис. 2. Примеры траекторий и соответствующие им сечения Пуанкаре для поперечного движения позитрона
в потенциале (6). Еу = 1 ГэВ, Е± = 0.1839 эВ 

Fig. 2. Sample trajectories of the positron’s motion in the potential (6) and the corresponding Poincare sections. Eу = 1 GeV,
E± = 0.1839 eV

С ростом величины  E у количество уровней  в потенциальной  ям ке будет возрастать, как это следует 
из квазиклассических соображ ений в квантовой м еханике, при чем  в двум ерном  случае число уровней  
в ям е возрастает п р о п орц и он альн о  п ервой  степени  Е у (см., н априм ер , [1]). П оэтом у более и нтересная
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ситуация возн и кает уж е в случае к ан али рован и я  п ози трон а с эн ерги ей  Е у = 1.5 ГэВ. В этом  случае 
реш ение уравнения Ш рёдингера с потенциалом  (6) предсказы вает сущ ествование двух уровней энергии 
ф и нитного  поперечного  движ ения: Е± = 0.1503 эВ и Е± = 0.2928 эВ. Р езультаты  построения сечений  
Пуанкаре, представленные на рис. 3, показывают, что на ниж нем  уровне энергии классическая динам ика 
системы  будет полностью  регулярной, а на верхнем  — хаотической для подавляю щ ей части начальны х 
условий.

Рис. 3. Примеры траекторий и соответствующие им сечения Пуанкаре для поперечного движения позитрона 
в потенциале (6). Еу = 1.5 ГэВ, Е± = 0.1503 эВ (верхняя панель) и Е± = 0.2928 эВ

(нижняя панель)
Fig. 3. Sample trajectories of the positron’s motion in the potential (6) and the corresponding Poincare sections. E у = 1.5 GeV,

E± = 0.1503 eV (upper panel) and E± = 0.2928 eV (lower panel)

По м ере дальн ей ш его  у вел и ч ен и я  Е у уровн и  эн ерги и  будут все плотнее зап олн ять  всю глубину 
потенциальной  ямы , и м ы  уви д и м  как случаи полностью  регулярного движ ения вблизи дна ямы , так и 
случаи полного хаоса вблизи верха ям ы  и случаи сосущ ествования в фазовом пространстве значительны х 
областей регулярной  и хаотической динам ики .

4. З а к л ю ч е н и е . В статье в рам ках  классической  м ехан и ки  и сследована д и н ам и к а  полож ительно 
заряж енной частицы  в потенциальной  яме, образованной непреры вны м и потенциалам и трех соседних 
атом ны х цеп очек  (111) кристалла крем ния. П отенциальная я м а  в этом  случае обладает си м м етрией  
равностороннего треугольника, подобно п отенциалу  Х енона -  Хейлса [ ] , рассм отренного в одной  из 
пионерских работ, посвящ енны х проблем атике динам ического  хаоса. И хотя аналогия рассм отренного 
здесь случая со случаем  [15] отм ечалась ещ е в обзоре [2], исследование устойчивости  дви ж ен и я 
полож ительно заряж ен н ой  частицы  в п отен ц и альн ой  ям ке вблизи  н ап равлен и я ( 111) кристалла типа 
алм аза ранее проведено не было.
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Установлено, что вблизи дна потенциальной ям ы  движ ение частицы  является полностью регулярным. 
По м ере у вел и ч ен и я  эн ерги и  п оперечного  дви ж ен и я части ц ы  в ее ф азовом  пространстве появляется 
область хаотической  ди н ам и к и . В близи  верхнего края п отен ц и альн ой  ям ы  (точнее, вблизи  седловой 
точки  потенциала (6)) ди н ам и ка частицы  постепенно становится полностью  хаотической.

Эти результаты  будут и сп ользован ы  в дал ьн ей ш ем  п ри  исследовании  квантового хаоса в д ан н ой  
системе. П роблем атика квантового хаоса (см., н ап ри м ер , [7, 14]) озн ачает поиск  отли ч и й  в поведении  
квантовы х систем, чей  классический  аналог обладает хаотической  ди н ам и к ой , от п оведения систем, 
чей  классический аналог обладает регулярной  динам икой . П роявления квантового хаоса в аксиальном  
каналировании электронов в кристалле крем ния в направлении  ( 110) исследовались ранее в работах [10, 
12, 17, ] , при каналировании электронов внаправлении (100) — в работах [ , 19, 20], при каналировании 
позитронов в направлении  ( 100) — в работах [ , 11, 21] .
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