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Аннотация. Изучается аналитическое продолжение локально заданной римановой аналитической метрики до 
метрики непродолжаемых многообразий. Исследуются различные классы локально изометричных римановых 
аналитических многообразий. В каждом таком классе определятся понятие так называемого псевдополного много
образия, обобщающее понятие полноты многообразия. Риманово аналитическое односвязное ориентированное 
многообразие, называется псевдополным, если непродолжаемо, а также не существует локально изометриче
ского сохраняющего ориентацию накрывающего отображения с односвязным римановым многобразием. Среди 
псевдополных многообразий выделим «наиболее симметричные» правильные псевдополные многообразия.
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1. В вед ен и е. Уже достаточно давно была научно обоснована «криволинейность» наш его пространства. 
Геометрия наш его пространства не подчиняется законам  евклидовой геометрии, а определяется общ им 
понятием  ри м ан овой  м етрики. Однако, если м ы  м ож ем  определить локальны е свойства окруж аю щ его 
пространства, глобальное устройство вселенной в целом представить очень сложно. Преобладает мнение, 
вы сказанное великим  учены м  А. Пуанкаре, что по аналогии с поверхностью  земли, вселенная представ
ляет  из себя зам кнутое (ком пактное) пространство, обладаю щ ее свойством  односвязности  (т. е. лю бая 
(криволинейная) окруж ность ограничивает «кри воли н ей н ы й » круг на этом  пространстве. А. П уанкаре
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вы двинул гипотезу, согласно которой зам кнутое односвязное трехмерное пространство топологически 
эквивалентно трехмерной сфере, что приводит к некоторой аналогии строения вселенной со строением 
поверхности  зем ли . В недавнее врем я чисто м атем атическая гип отеза  П уанкаре бы ла окончательно 
доказана российским  м атем атиком  Г. Я. П ерельманом.

П омимо топологического подхода возмож ен аналитический подход к изучению  глобальны х свойств 
ри м ан ова пространства. Этот подход связан с тем, что рим анов тензор задается аналитическим и  ф унк
ц иям и , которы е им ею т свойство одн озн ачн ого  аналитического  продолж ения. Р ассм отрим  рим аново  
аналитическое м н огообразие М  и ш ар U с  М  м алого радиуса с центром  в некоторой  точке х 0 е М . 
Под аналитическим  продолж ением  локально заданной  м етрики  будем подразум евать любое рим аново 
ан алитическое м ногообразие N  такое, что сущ ествует анали ти ческая изом етри я  (р : U ^  М . П оставим 
задачу найти наиболее естественное аналитическое продолж ение данной м етрики. Естественным требо
ванием  является свойство непродолж аем ости  иском ого м ногообразия, введённого ещ ё в классических 
м онограф иях Хелгасона [1] и С. Кобояси, Ш. Н ом идзу [2] . О днако непродолж аем ы е м ногообразия могут 
быть весьма неестественными. Например, односвязная накры ваю щ ая правой полуплоскости вы колоты м и

точкам и |  j , к, n e N .

В и сследованиях  по геом етрии  р и м ан о вы х  пространств в целом , как  правило, сущ ественны м  тре
бованием  является полн ота рассм атриваем ого  м ногообразия. Для полного  односвязного  р и м ан ова  
аналитического м ногообразия любая изом етрия (р : U ^  V  м еж ду двумя связны м и откры ты ми подм но
ж ествам и U с  М , V  с  М  аналитически  продолж ается до изом етрии  (р : М  ^  М  [1] .

Однако, в общ ем случае ш ар U рим анова аналитического м ногообразия нельзя изометрически вложить 
в п олное ри м ан ово  аналитическое м ногообразие, т. е., вообщ е говоря, локальн о  зад ан н ая  р и м ан ова  
м етрика аналитически не продолж ается до м етрики полного рим анова многообразия. Возникает вопрос 
об обобщ ении  пон яти я  полноты . Естественны м  обобщ ением  такого рода является непродолж аем ость 
р и м ан о ва  аналитического  м ногообразия . О днако непродолж аем ы е м н огооб рази я  м огут бы ть весьм а 
неестественны ми.

З адади м ся  вопросом, м ож но л и  по зад ан н ы м  ло кал ьн ы м  свойствам  ри м ан овой  аналитической  
м етрики , т. е. м етрики , задан н ой  на м алом  ш аре U , построить рим аново  аналитическое м ногообразие 
М, содерж ащ ее U в качестве откры того подм нож ества, и допускаю щ его  аналитическое продолж ение 
л окальн ы х  и зом етри й  до и зом етри й  всего м ногообразия . Т. е. лю бая и зом етри я  (р : U ^  V  м еж ду 
двумя связны м и откры ты ми подм нож ествам и U с  М , V  с  М  аналитически продолж ается до изом етрии 
(р : М  ^  М . Н епреодолимы м  препятствием для такого продолж ения является следую щ ий факт. Пусть g -  
алгебра Ли всех векторны х полей  К и лли н га н а ри м ан овом  ан али ти ческом  м н огооб рази и  М  и с  g -  
её стац и он арн ая  подалгебра, для ф и кси рован н ой  точки  р  е M X  е X ( р ) = 0. Пусть G -  односвязная 
подгруппа, порож дённая алгеброй д, и Н  -  её подгруппа, порож дённая подалгеброй fy. Пусть G действует 
на односвязном м ногообразии М,  тогда орбита ф иксированной точки р е М  является подмногообразием  
и зо м етр и ч н ы м  ф актор группе G/ Н . Но ф актор груп п а G/ Н  является м н огооб рази ем  л и ш ь  в случае 
зам кнутости  подгруппы  Н  в G , а это вы полняется не всегда.

Целью д ан н ой  работы  является определение псевдополного м ногообразия, являю щ ееся «наиболее 
полны м » аналитическим  продолж ением  произвольной  локально заданной  ри м ан овой  аналитической  
м етрики . И зучается аналитическое продолж ение локально задан н ой  ри м ан овой  м етрики . Рассмотрим  
случаи вполне неоднородной метрики и метрики, для которой алгебра Ли всех векторных полей Киллинга 
не им еет центра. В этих случаях д ад и м  опред елен и е квази п олн ого  м н огооб рази я М, обладаю щ его 
свойством единственности и продолж аемости всех локальны х изом етрий f  : U ^  V , где U , V  -  связные 
откры ты е подм нож ества м н огооб рази я  М,  до и зом етри и  f  : М  ^  М . О риентированное рим аново  
аналитическое м ногообразие, алгебра векторны х полей  которого им еет нулевой  центр, назы вается 
квазиполны м , если оно непродолж аем о и не допускает нетривиальны х сохраняю щ их ориентацию  и все 
векторны е поля К иллинга локальны х изом етрий  в себя.

Приведем определение псевдополного м ногообразия, приводящ ее к «наиболее полном у» продолж е
нию локально заданной м етрики и прим еним ое к произвольной локально заданной  метрике. Риманово 
аналитическое односвязное ори ен ти рован н ое м ногообразие М  назы вается псевдополны м , если оно 
обладает следую щ и м и  свойствам и. М  непродолж аем о. Не сущ ествует локально  и зом етрического  со
храняю щ его  ориентацию  накры ваю щ его  отображ ения f  : М  ^  N ,  где N  -  односвязное рим аново  
аналитическое м ногообразие, а f  (М ) откры тое подм нож ество  в N ,  не равное N . С реди псевдополны х 
м ногообразий  вы делим  «наиболее сим м етричны е» правильны е псевдополны е м ногообразия.

Понятие аналитического продолж ения рим ановой аналитической м етрики присутствовало в класси
ческих м онограф иях Х елгасона [1] и С. Кобояси, Ш. Н ом идзу  [2], но развития не получило.

П р и н ц и п и ал ьн ы м  является исследование случая вполне н еод н ородн ой  ри м ан овой  м етрики , т. е. 
м етрики  не допускаю щ ей н икаких  дви ж ен и й  (полей К иллинга). В этом  случае удаётся определить так 
назы ваем ое квазиполное м ногообразие, обладаю щ ее свойством  непродолж аем ости  и единственности  
для каж дой локально  зад ан н ой  вполне н еод н ородн ой  м етри к и  [3, 4, 5] . А налитическое продолж ение

ISSN 2687 0959 Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, №  1
Applied Mathematics &Physics, 2023, Volume 55, No 1



В. А. Попов 7

вполне неоднородной рим ановой м етрики изучалось также в диссертации Д. Х. Смита [6] . О пределение 
квази п олн ого  м н огообразия удаётся обобщ ить на случай, когда алгебра Л и всех векторны х полей 
К иллинга для задан н ой  локально определённой  ри м ан овой  аналитической  м етри ки  не им еет центра, 
[3, 4, 5] . Такое м ногообразие М  обладает свойством  м акси м альн о  возм ож ной  си м м етрии , т. е. лю бая 
и зом етри я f  : U ^  V  м еж д у  связн ы м и  откры ты м и  п одм нож ествам и  м н огообразия М  анали ти чески  
продолж ается до и зом етри и  f  : М  ^  М . О днако квази п олн ое м ногообразие обладает не только 
тем  недостатком , что оно определено не дл я  п рои звольн ой  локально  зад ан н ой  м етрики , но оно в 
оп ред елён н ом  см ы сле не является «сам ы м  п олн ы м » . П оэтом у далее для п рои звольн ой  локально 
зад ан н ой  ри м ан овой  м етри ки  м ы  п ри ведём  пон яти е псевдополного  м ногообразия , исследуем  его 
свойства и связь с квази п олн ы м  м ногообразием .

2 . А н а л и т и ч е с к о е  п р о д о л ж е н и е  р и м а н о в ы х  м н о г о о б р а з и й  и  о б о б щ е н и е  п о н я т и я  п о л н о т ы .
Класс всех локально  и зо м етр и ч н ы х  ри м ан овы х  ан али ти чески х  м н огооб рази й  будем  назы вать  такж е 
классом  м ногообразий , п рои сход ящ и х из данного  ростка р и м ан ова  аналитического  м ногообразия, 
а конкретное м ногообразие из этого класса будем  назы вать  ан али ти ческ и м  п родолж ен и ем  данного  
ростка. Естественным требованием  к аналитическом у продолж ению  ростка является непродолж аемость 
полученного м ногообразия. П ерейдем  к точны м  определениям  и форм улировкам .

О п р е д е л е н и е  1. А налит ическим  продолжением риманова аналитического многообразия М  назовём 
риманово аналитическое многообразие N  такое, что существует аналитическое вложение М  в N  как 
собственного открытого подмножества. Многообразие, не допускающее аналитического продолжения, 
называется непродолжаемым.

О п р ед ел ен и е  2. Локальной изометрией между двумя римановыми аналитическими многообразиями М  
и N  называется изометрия f  : U ^  V  между открытыми подмножествами U с  М, V  с  N . Многообразия, 
между которыми существует локальная изометрия, назовём локально изометричными.

Любое векторное поле X  е  g аналитически  продолж ается вдоль лю бой кривой на м ногобразии  М , и, 
тем  сам ы м , алгебра Л и g определяет алгебру Л и g векторны х полей  К и лли н га н а лю бом  односвязном  
м н огооб рази и  N  локально  и зо м етр и ч н о м  М . Этот ф акт верен  такж е для м н огооб рази й  аф ф инной  
связности. С ф орм улируем  этот факт в виде лем мы , доказательство которой приведено в [5] .

Л ем м а 1. П уст ьМ  -  аналитическое многообразие аффинной связности, X  -  инфинитеземальное аффинное 
преобразование, заданное в области U с  М, и пусть у ( t ), 0 < t < 1, непрерывная кривая в М  такая, что  
у ( t ) е U . Тогда векторное поле аналит ически продолжаемо вдоль у ( t ) .  Если кривые у ( t ) и 8 ( t ), 0 < t < 1, 
у (0 ) = 8 (0 ), у ( 1) = 8 ( 1) = х 1 гомотопны, то продолжения векторных полей в т очку х 1 вдоль э т и х  кривых  
совпадают.

П р и н ц и п и ал ьн ы м  является исследование случая вполне н еод н ородн ой  ри м ан овой  м етрики , т. е. 
м етрики  без векторны х полей Киллинга. В этом  случае удаётся определить квазиполное многообразие, 
обладаю щ ее свойством  непродолж аем ости  и единственности  для каж дой  локально  зад ан н о й  вполне 
неоднородной  м етрики, [6] .

О п р ед ел ен и е  3. Риманово аналитическое многообразие называется вполне неоднородным многообразием, 
если на нём не существует векторных полей Киллинга. Риманову метрику вполне неоднородного многообразия 
назовём вполне неоднородной метрикой.

По лемме 1 все м ногообразия локально изом етричны е вполне неоднородном у многообразию  являются 
вполне неоднородны м и.

О п р е д е л е н и е  4. Вполне неоднородное ориентированное риманово аналитическое многообразие назы
вается квазиполным, если оно непродолжаемо и не допускает нет ривиальны х сохраняющих ориентацию  
локальных изометрий в себя.

П риведём  основны е свойства вполне н еод н ородн ы х к вази п олн ы х  м ногообразий , доказательство 
которы х содерж ится в [5] . Д ля п роизвольного  вполне н еоднородного  м н огооб рази я  М  рассм отрим  
м нож ество S с  М  всех всевозм ож ны х н еп од ви ж н ы х  точек  сохраняю щ их ориентацию  локальн ы х 
изом етрий  м ногобразия в себя.

Т ео р е м а  1. Д ля  произвольного вполне неоднородного риманова аналитического многообразия множество 
S с  М  является аналитическим подмножеством коразмерности не меньше, чем 2 . Следовательно, М  \  S 
является связным многообразием.

Т ео р ем а  2. Д ля  любого вполне неоднородного риманова аналитического многообразия М ' существует ло
кально изометричное ему квазиполное многобразие М  и локально изометричекое накрывающее отображение 
f  : М ' \  S ^  М . Таким образом, квазиполное многообразие обладает свойством единственности для каждой 
вполне неоднородной локально заданной римановой аналитической метрики.

О пределение квазиполного  м н огооб рази я  удаётся обобщ ить н а случай, когда алгебра Л и всех 
векторных полей К иллинга для заданной локально определённой рим ановой аналитической метрики не 
им еет центра, [5]. Т аковы м и  являю тся и м н оги е локально однородны е м ногообразия , в частности  все 
локально сим м етрические пространства.

О п р е д е л е н и е  5. Риманово аналитическое многообразие М  называется локально однородным, если в
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любой точке р  е М  векторные поля Киллинга образуют базис касательного пространства ТрМ  .
Эквивалентное определение локально однородного м ногообразия М  состоит в том, что любых точек 

p ,q  е М  сущ ествует локальная изом етрия (р м ногообразия М  такая, что (р (р ) = q
О п р е д е л е н и е  6 . Ориентированное риманово аналитическое многообразие, алгебра Ли всех векторных  

полей которого имеет нулевой центр, называется квазиполным, если оно непродолжаемо и не допускает  
нетривиальных сохраняющих ориентацию и все векторные поля Киллинга локальных изометрий в себя.

И сследуем  ори ен ти рован н ы е ри м ан овы  ан али ти чески е м ногообразия, алгебра Л и всех векторны х 
полей  К и лли н га которы х не им еет центра, с целью  доказать, что каж дое такое м ногобразие локально 
изом етрично квазиполном у многообразию , а локально однородное квазиполное м ногообразие является 
полн ы м  однородны м  м ногообразием .

О бозначим  через Z (М ) п севдогруппу всех сохраняю щ их ориентацию  и векторны е поля К иллинга, 
локальны х изом етрий  ри м ан ова аналитического м ногобразия М , (р е Z (М ) если УХ е  g (р(X) = X .

Л ем м а  2. П усть М  -  риманово аналитическое многообразие, удовлетворяющее свойству однозначного 
продолжения векторных полей Киллинга и алгебра Ли всех векторных полей Киллинга которого не имеет  
центра. Тогда множество S с  М , состоящее из неподвижных точек всевозможных изометрий f  е Z (М ), 
является аналитическим подмножеством коразмерности не меньше, чем 2 .

В силу л ем м ы  2 м ногообразие М  \  S связно. Д оказательство л ем м ы  2 и последую щ их утверж дений  
м ож но найти  в [2].

Л ем м а 3. П усть М  -  риманово аналитическое многообразие, удовлетворяющее свойству однозначного 
продолжения векторных полей Киллинга и алгебра Ли всех векторных полей Киллинга которого не имеет  
центра. Тогда существует локально изометрическое накрывающее отображение из М  \  S в риманово  
аналитическое многобразие М 1, также удовлетворяющее свойству однозначного продолжения векторных  
полей Киллинга и псевдогруппа Z (М 1) которого состоит только из тождественного преобразования.

Т ео р ем а  3. Произвольное риманово аналитическое многообразие M, алгебра Ли векторных полей Киллинга  
не имеет центра локально изометрично квазиполному многообразию.

Т ео р е м а  4. Пусть f  -  локальная изометрия из квазиполного многообразия М  в квазиполное многобразие 
N . Тогда f  продолжается до изометрии f  : М  ^  N .

С л е д с т в и е  1. Произвольное риманово аналитическое многообразие, алгебра Ли всех векторных полей 
Киллинга которого не имеет центра, локально изометрично единственному квазиполному многообразию. То 
есть локально заданная риманова аналитическая метрика, алгебра Ли векторных полей Киллинга которой 
не имеет центра, единственным образом продолжается до квазиполного многообразия.

С л е д с т в и е  2 . П уст ь  g -  алгебра Ли всех векторных полей Киллинга в римановом аналитическом  
многообразии М ', диффеоморфном шару, а -  ее стационарная подалгебра. П усть G -  односвязная группа, 
порождённая алгеброй g и Н  -  её подгруппа, порождённая подалгеброй fy. Если  g не имеет центра, то Н  
замкнута в G .

О тм етим , что квази п олн ое м н огообразие является наиболее сж аты м , то есть ун и версальн о  п р и тя 
ги ваю щ и м  объектом  в категории  всех локально  и зо м етр и ч н ы х  м ногообразий . Для лю бого р и м ан ова  
аналитического м ногообразия М ', алгебра векторны х полей К иллинга которого не им еет центра, сущ е
ствует локально изом етрическое отображ ение из М ' \  S ' в квазиполное м ногообразие М, определенное 
н а всем  М ' \  S ', где S' -  м нож ество н еп од ви ж н ы х  точек  всех сохраняю щ их ориентацию  и векторны е 
поля К иллинга локальны х изом етрий  м ногообразия М ' .

К вазиполное м ногообразие единственно в классе всех аналитических продолж ений  данного ростка 
и обладает рядом  зам ечательн ы х  свойств [5] . П реж де всего, свойством  м ак си м альн ой  сим м етрии , 
т. е. лю бая локальн ая  и зом етри я  f  : U ^  V  из квази п олн ого  м н огооб рази я  М  в себя анали ти чески  
продолж ается до и зом етри и  f  : М  ^  М . О днако пон яти е квази п олн ого  м н огооб рази я  обладает не 
только тем недостатком, что оно определено не для всех локально заданны х рим ановы х аналитических 
м етрик, но оно такж е не является в оп ред елён н ом  см ы сле «сам ы м  п олн ы м » . А  им енно, сущ ествует 
росток рим анова аналитического м ногообразия, допускаю щ ий продолж ение до полного м ногообразия, 
каноническое продолж ение которого до квазиполного не является полны м  многообразием .

2 Tj2 2
П р и м е р  1. Рассмотрим эллипсоид в трёхмерном пространстве, заданный уравнением ^  + f i  = 1.

Д л я  того, чтобы получить квазиполное многообразие в классе всех римановых аналитических многообразий 
локально изом ет ричны х эллипсоиду, необходимо выбросить из эллипсоида 6  точек пересечения с осями 
координат и профакторизовать полученное многообразие по группе вращений на 180 градусов вокруг всех 
осей координат.

3. П с е в д о п о л н ы е  м н о г о о б р а з и я . Дать обобщ ение п он яти я  полноты , при вод ящ ее к «сам ом у 
полному» многообразию  для произвольного ростка рим анова аналитического многообразия, оказывается 
возм ож ны м .

О п р е д е л е н и е  7. Риманово аналитическое односвязное многообразие М  называется псевдополным, если 
оно обладает следующими свойствами:

М  непродолжаемо.
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Не существует локально изометрического накрывающего отображения f ; М  ^  N , где N  -  односвязное 
риманово аналитическое многобразие, а f  (М ) -  открытое подмножество в N ,  неравное N .

И сследуем  аналитическое п родолж ение до псевдополного  м н огооб рази я  для р азл и ч н ы х  классов 
ростков ри м ан овы х  ан али ти чески х  м ногообразий . П реж де всего следует установить  тот факт, что 
аналитическое продолж ение до псевдополного м ногообразия сущ ествует для лю бого ростка рим анова 
аналитического  м ногобразия . Вместе с тем  в общ ем  случае это п родолж ение не единственно, однако, 
разли ч н ы е аналитические продолж ения одного и того ж е ростка различаю тся не очень значительно.

Т е о р е м а  5. Любое локально заданное риманово аналитическое многообразие допускает аналитическое  
продолжение до псевдополного многообразия. Если в классе локально изометричныхримановых аналитических  
многообразий имеется полное многообразие, то это многообразие является единственным псевдополным 
многообразием в этом классе.
Д о к азател ь ств о . На множестве всех односвязных аналитических продолж ений данного ростка рим анова 
аналитического  м н огооб рази я  введём  следую щ ее отн ош ен и е порядка. М ногообразие М  больш е или  
равно м н огообразия N , М  > N ,  если сущ ествует локально  изом етрическое отображ ение f ; N  ^  М . 
Тем  сам ы м , м нож ество одн освязн ы х локально  и зо м етр и ч н ы х  друг другу  ри м ан овы х  анали ти чески х  
м н огооб рази й  превращ ается в частично  уп оряд очен н ое м нож ество. По лем м е Ц орна это м нож ество 
содержит м аксим альны й элемент. Этот элемент по определению  и будет псевдополны м  многообразием.

Рассмотрим полное рим аново аналитическое многообразие М . Если предположить, что М  не является 
псевдополны м, то существует локально изометрическое отображение f ; М  ^  N  такое, что что некоторая 
точ ка х  е N ,  х  £ f  (М ). Пусть у (t), 0 < t < 1, геодезическая, соединяю щ ая точку  у е f  (М ) с точкой 
х . Т огда прообраз этой  геодезической  п ри  0 < t < 8  не продолж ается до геодезической  п ри  всех t на 
м ногообразии  М , что противоречит полноте этого многообразия.

П севдополное м ногообразие не единственно  в классе всех локально  и зо м етр и ч н ы х  ри м ан овы х  
аналитических м ногообразий.

П р и м е р  2. Рассмотрим росток А  двумерного риманова аналитического многообразия, носителем  
которого является сфера с метрикой ds2 = ^ (z’z) dzdz, где f  (z, lz |) -  аналитическая функция на сфере,

у 1+ \z |2
удовлетворяющая условию f  (z, \z |) Ф \A '(z ) \2f  ( A ( z ) ,A ( z ) )  для любого дробно линейного преобразования  
A ( z ) . Такая метрика имеет особенность в точке z  = ж. Сфера с данной метрикой является псевдополным  
многообразием. Устраним особенность в точке z  = ж при помощи преобразования z  = w2 + а, а е С. 
В результате, получим  сферу, двулистно накрывающую первоначальную и имеющую м ет р и ку  ds2 =

4|W\( н « 2+ар) +“) dwdw. Эта метрика имеет особенность в точке w  = 0, что является естественным, так  
как сфера w ветвится над сферой z  в точке z  = а, соответствующей точке w = 0. При различных а получаем  
различные псевдополные многообразия с координатой w .

Как показы вает п ри м ер  2, им еется больш ое м нож ество не очень естественны х псевдополны х м н о 
гообразий. С целью  избеж ать разветвлен и я над регулярн ы м и  точкам и  сузим  пон яти е псевдополного 
м ногообразия.

О п р е д е л е н и е  8 . Риманово аналитическое односвязное многообразие М  называется правильным псев
дополным многообразием, если не существует накрывающего локально изометрического отображения  
f  : М  \  S ^  N  в другое псевдополное многообразие N  локально изометричное многообразию М .

Т ео р ем а  6. Локальная изометрия из правильного псевдополного многообразия М  в правильное псевдополное 
многообразие N  аналитически продолжается вдоль непрерывных кривых в любую точку М  за исключением  
аналитического подмножества S коразмерности не меньше, чем 2 .
Д о к азател ь ств о . Доказательство приведём  для случая, когда алгебра Ли всех векторных полей Киллинга 
не им еет центра. Р ассм отрим  подм нож ества S с  М  и S ' с  N ,  состоящ ие из всех н еп од ви ж н ы х  точек 
локальны х изометрий, сохраняю щ их ориентацию  векторных полей Киллинга. М ножества S и S ' являются 
ан али ти ческ и м и  п одм нож ествам и  м н огооб рази й  М  и N  коразм ерности  не м ен ьш ей , чем  2. Пусть 
М 0 -  квази п олн ое м ногообразие, локально  и зом етри ч н ое м ногообразиям  М  и N . Тогда сущ ествую т 
накры ваю щ и е локально  и зом етрические отображ ения f  : М  \  S ^  М 0 и g : N  \  S ' ^  М 0. При этом  из 
оп ред елен и я  правильного  псевдополного  м н огообразия следует, что f  (М  \  S ) = М 0 и g ( N  \  S ') = М 0. 
Рассмотрим произвольную  кривую у ( t ) с  М  \  S такую, что область определения первоначально заданной 
локальной изом етрии f  м еж ду м ногообразиями М  и N  содержит точку у  (0), её образ S ( t ) = f  (у ( t )) с  М 0 и 
связную ком поненту ф( t ) прообраза g - 1 (8 ( t )) с  N  \  S ', содержащ ую  точку f  ( у (0)). Тогда первоначально 
зад ан н ая  локальн ая  и зом етри я (р ан али ти чески  продолж ается до и зом етри и  некоторой  окрестности 
кривой у ( t ), 0 < t < 1, на некоторую  окрестность кривой ф( t ), 0 < t < 1, принадлеж ащ ую  N  \  S '.

Пусть М  -  правильное псевдополное рим аново аналитическое многообразие, алгебра Ли всех вектор
ны х полей которого не имеет центра, S -  множество неподвиж ны х точек всех сохраняю щ их ориентацию  
и векторны е поля К и лли н га  локальн ы х  и зом етри й  м н огообразия М, М 0 -  квази п олн ое м ногобразие 
локально  и зом етри ч н ое М, M 0S -  односвязная н акры ваю щ ая м н огоб рази я  М 0. Т огда им ею т место 
аналитические локально изом етрические накры тия М 0 ^  М  \  S ^  М 0.

Для произвольного ориентированного рим анова аналитического м ногообразия М  обозначим  через
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Z (М ) псевдогруппу, состоящ ую  из всех л окальн ы х  и зом етри й  м н огообразия М, сохраняю щ их о р и ен 
тацию  и все векторны е поля К иллинга. Р ассм отрим  ф актор м н огообразие Км  м н огооб рази я  М  \  S по 
псевдогруппе Z (М ). О пределим  объединение м ногообразий  Км  и , склеивая их по м нож еству КМП]^. 
Под п ересечением  М  П N  подразум евается отож дествление м ак си м альн ы х  подм нож еств, н а  которы е 
продолж ается первоначально заданная локальная изом етрия м еж ду односвязны м и накры ваю щ им и М  и 
N  м ногообразий  М  и N  .Н а  м ногообразии  М  \  S рассм отрим  распределение %±, состоящ ее из векторов, 
п ерпендикулярны х центру  3 алгебры Ли g всех векторны х полей Киллинга.

Т е о р е м а  7. П уст ь М  -  псевдополное риманово аналитическое многообразие, %± -  распределение каса
т ельны х векторов, перпендикулярных цент ру % алгебры всех векторных полей Киллинга, S -  множество 
неподвижных точек, сохраняющих ориентацию и все векторные поля Киллинга локальных изометрий. Если  
%± инволютивно, то односвязная накры ваю щ аяМ \ S многообразия М  \  S изометрична прямому произведению 
евклидова пространства и односвязной накрывающей К  вполне геодезического подмногообразия К  с  М  
касательного к %± . М  \  S ~  Rk х  К  .
Д о к а з а т е л ь с т в о . В виду и нволю тивности  расп ред елен и й  3 и з^ некоторая окрестность U отм еченной  
точ ки  р е М  им еет вид U = V  х  W,  где V  -  откры тое подм нож ество  и нтегрального  подм н огооб
р ази я  расп ред елен и я  3, а W  -  откры тое подм нож ество  и нтегрального  п одм н огообрази я  расп ред еле
н и я  %± . Пусть х 1; х 2; . . . ;  х k -  коорди н аты  н а V, а у 1; у 2; . . . ;  у т -  координаты  н а W . Т огда в ко о р д и н а
тах х 1;х 2; . . . ;  х к; у 1; у 2; . . . ;  у т ком п он ен ты  g lj не зависят от х 1; х 2; . . . ; х к, и так  как  подм н огообрази я 
V  и W  п ерп ен ди к улярн ы , то ком п он ен ты  при  d x ld y} р авн ы  0. П оэтом у м етри ка на U им еет вид 
ds2 = ds‘2(у) + f i j ( y ) d x ld x '}. Вследствие непродолж аем ости псевдополного м ногообразия М  \  S содерж ит 
полные интегральны е подмногообразия распределения 3, т. е. прямые произведения евклидова простран
ства и тора х Т 1. П оэтому М \S  является расслоением над К  с  К  со слоями х Т 1. Так как распределение 
3^ инволю тивно, это расслоение содержит сечение К  , и поэтому тривиально, М  \  S = R^ х  Т 1 х  К  . Так как 
М  непродолжаемо, то К  = К. Следовательно, односвязная накры ваю щ ая м ногобразия М  \  S изом етрична 
прям ом у произведению  односвязны х пространств, М  \  S ~  R^ х  К .

С л едстви е . Рассмотрим риманово аналитическое многообразие М ’ размерности n, алгебра Ли g которого 
коммутативна, то есть совпадает со своим центром %, и dimQ = dim% = п -  1. Тогда существует не более 
двух псевдополных многообразий локально изометричных М  .
Д о к а за т е л ь с т в о . Т ак как codim.% = 1, то dim%± = 1, и з^  инволю тивно. По теорем е 5 для псевдополного 
многообразия М  локально изометричного многообразию  М  имеет место разлож ение М  \  S = Rs х  Т 1 х  К. 
В полне геодезическое п одм ногообразие К  и зом етри ч н о  прям ой  R и ли  окруж ности S 1 и ли  лу ч у  (а; ж) 
или интервалу (а; Ь). Рассмотрим фактор множество К  = М / Z (М ) . Если К  = R или К  = S1, то К  = К. Если 
К  = (а; ж) , то К  = [а; ж) и ли  К  = К  = (а; ж) . Если К  = (а; b) , то К  = [а; Ъ) и ли  К  = (а; Ь] и ли  К  = [а; b] 
или К  = К  = (а; b). В случае, если К  = R или К  = S1, то соответствующ ий росток рим анова аналитического 
м н огоб рази я  им еет единственное п родолж ение до псевдополного  м ногобразия , и это м ногобразие 
и зом етри ч н о  евклидовом у пространству. П родолж ение ростка до псевдополного  м н огооб рази я будет 
единственны м  в случае S = 0 , т. е. К  = К .

Пусть К  = (а; ж ), а К  = [а; ж). Тогда точки  подм нож ества S с  М  отображ аю тся при  ф актори зац и и  
К  = М / Z (М ) в точку а е К . Точка х  е S является особой точкой некоторого поля X  е  3, X ( х ) = 0, а любая 
и зом етри я р  из М  в себя такая, что р ( х ) = х , им еет вид  р  = ExpY , Y  е  3. Р ассм отрим  подалгебру  Зо с  3, 
состоящ ую  из векторны х полей  К и лли н га  X  е  3, обращ аю щ ихся в ноль в точке х , X ( х ) = 0. Т огда Зо 
порождает группу изом етрий некоторого ш ара В, аналитически продолжаю щ ую ся до группы  изом етрий 
м н огообразия М  и и зом орф ную  фактор группе груп п ы  з0 = Rs по некоторой  реш ётке Г, действую щ ей 
н а м н огооб рази и  М . Тогда М  является п о л н ы м  м ногообразием  и зо м етр и ч н ы м  пространству  Rs х  Т 1. 
А н алоги чн ая  конструкция п р и м ен и м а  к случаю , когда К  = (а; Ь), а К  = [а; Ъ) и ли  К  = (а; Ъ], т. е. когда 
К  получается из К  п ри соед и н ен и ем  одн ой  точки  а и ли  Ъ. В этом  случае псевдополное м ногообразие 
также единственно и изом етрично м ногообразию  Rs х  Т 1 х  К ; однако это многообразие уже не является 
полны м .

Наконец, рассмотрим случай К  = (а; Ъ), К  = [а; Ъ] , т. е. когда К  получается из К  присоединением  двух 
точек а и Ъ. Рассмотрим псевдополное многообразие М 1 и точки множества S1 с  М 1, проектирую щ иеся в 
точку а е К . Тогда так же, как и при рассм отрении  п реды дущ их случаев, рассм отрим  м ногообразие М1, 
получаю щ ееся присоединением  множества S1 к фактор-многообразию  м ногообразия М  с  S по некоторой 
реш етке Г1 с  3 = R"-1 так, что М 1 = Rs х  Т 1 х  К 1), где К 1 = [а; b ). А налогично, рассм отрим  псевдополное 
м ногообразие М 2 и точ ки  м нож ества S2 с  М 2, проекти рую щ и еся в точку  b е  K. М ногообразие М 2 
получается п ри соед и н ен и ем  м нож ества S2 к ф актор-м ногообразию  м н огообразия М  \  S по некоторой 
реш етке Г2 с  z = R" -1 так, что М 2 = Rs х  Т 1 х  К 2, где К 2 = (а; b]. Если реш ётки  Г1 и Г2 не совпадаю т, то 
м ногообразия М 1 = М 1 и М 2 = М 2 являю тся двум я р азли ч н ы м и  псевдополны м и  м ногообразиям и. Если 
же реш етки Г1 и Г2 совпадают, то многообразия М 1 и М 2 изом етричны  и определяю т полное многообразие 
М  = М.1 = М 2.

4. З а к л ю ч е н и е .  Укаж ем на возм ож ное разви ти е  теории  аналитического  продолж ен и я ростков
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ри м ан овы х аналитических м ногообразий.
Понятие квазиполного м ногообразия не обобщается на многообразия аф ф инной связности, но может 

быть обобщ ено на псевдорим ановы  многообразия.
Условие зам кнутости  подгуп п ы  Ли, соответствую щ ей стационарной  подалгебре Ли, в односвязной  

группе Ли, соотвествующей алгебры Ли все векторных полей Килилинга, может быть уточнено и распро
странено н а алгебру Л и всех и н ф и н и тези м ал ьн ы х  п реоб рзован и й  проства аналитческой  аф ф инноой  
связности.

П севдополны е м н огообразия в классе всех локально  и зо м етр и ч н ы х  м н огооб рази й  заслуж иваю т 
более полного описания. Для м алы х  разм ерностей  возм ож н а п олн ая  классиф икация псевдополны х 
м ногообразий.
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