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Аннотация. Найдены условия однозначной разрешимости краевых задач для абстракт
ных дифференциальных уравнений с ограниченным оператором.

К лючевы е слова: краевая задача, дробная производная, однозначная разрешимость.

В первой части работы в банаховом пространстве Е  рассматривается решение крае
вых задач для абстрактных дифференциальных уравнений дробного порядка а £ (1,2), 
содержащих дробную производную Герас.имова-Капуто, во второй — дробную производ
ную Римана-Лиувилля. Дробная производная Герас.имова-Капуто определяется следу
ющим образом:

— дробный интеграл Римана-Лиувилля, Г (с) — гамма-функция Эйлера.
Абстрактные краевые задачи для уравнений дробного порядка рассматриваются 

впервые. Ранее в [2] авторами была исследована краевая задача для уравнения порядка 
а £ (0,1). Примеры конкретных краевых задач для уравнений, младшие члены которых 
содержат дробные производные можно найти в [3, 4].

1. Рассмотрим краевую задачу

dau(t) =  D a(u(t) — и( 0) — tu'( 0))

где

дробная производная Римана-Лиувилля [1, с. 44]

dau(t) =  Au(t),  0 <  t <  Т, ( 1)

с краевыми условиями общего вида

ацм(0) +  ai2<9/3u(0) +  Ъци{Т) +  &i2<97u(T) =  щ,

Работа выполнена в рамках ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной Рос
сии» на 2009-2013 годы (госконтракт № 14.А18.21.0357).



й21« ( 0) +  а22д'3и(0) +  b-2iu(T)  +  622<97u(T ) =  u2, (3)

где 0 < / 3 < Q ' i i 0 < 7 < Q ' . B  уравнении ( 1) будем счи тать А  ограниченны м  оператором  
в банаховом пространстве Е.

О пределени е 1. Функция u(t) G С([0]Т], Е) такая, что I 2~au(t) G С 2((0,Т], Е),  на
зывается решением задачи (1 ) -  (3), если она удовлетворяет уравнению (1 ) на интервале 
(0, Т) н краевым условиям (2), (3).

Будем использовать следующие обозначения. П у сть  /  —  единичный оператор, 

оо к 00 к

E^ Z) =  ^  Т{цк +  1) ^  >  0) ’ E^ Z) =  ^  Г (fjik +  v) (А< >  0)

—  ф у н кц и и  М и тта г-Л е ф ф лер а . Тогда

В ц  =  au I  +  ЬцЕа(ТаА) +  Ъ12Т а^ А Е аЛ_ 1+а(ТаА ) . (4)

Е сл и  0 < / 5 < 1 и 0 < 7 < 1  или 1 <  /3 <  а  и 0 <  7  <  1, то

В 12 =  Ъп Т Е о:2(ТаА ) +  612T 1_7£'q,i2_7(ТаА ) . (5)

Е сл и  0 < / 3 < 1 и 1 < 7 < а '  или 1 <  /3 <  а  и 1 <  7  <  а,  то

В 12 =  ЪцТЕа 2(ТаА) +  Ъ12Т а+1-~>Еа:2_1+а(ТаА ) . (6)

В 2\ =  а2\1 +  Ъ21Еа(ТаА) +  Ъ22Т а-~>АЕаЛ_ 1+а(ТаА ) . (7)

Е сл и  0 < / 5 < 1 и 0 < 7 < 1  или 1 <  /3 <  а  и 0 <  7  <  1, то

В 22 =  Ъ21Т Е о:2(ТаА ) +  622T 1_7£'q,i2_7(ТаА ) . (8)

Е сл и  0 < / 3 < 1 и 1 < 7 < а '  или 1 <  /3 <  а  и 1 <  7  <  а,  то

В 22 =  Ъ21Т Е а:2(ТаА)  +  b22T a+1~JАЕа .2_ 1+а(ТаА ) . (9)

Е сл и  0 < / 5 < 1 и 0 < 7 < 1  или 1 <  /3 <  а  и 0 <  7  <  1, то

Ф(А) =  (ацЬ21 — a2ibn)T Еа 2(\Та) +  (ацЬ22 — a2\bi2)T l 1 Еа 2_ 1 (\Та) +

+(611622 -  bV2b2i )T 1~1Ea -2_1 (XTa)Ea(XTa) . (10)

Е сл и  0 < / 3 < 1 и 1 < 7 < а '  или 1 <  /3 <  а  и 1 <  7  <  а,  то

Ф(А) =  (ац 621 — a2ibn)T Еа 2(\Та) +  (ац 622 — а21б12)Т " +1 1 \Еа 2_1+а(\Та) +

+  (6ц 622 -  Ь12Ь21)Т а-^\ЕаЛ_ 1+а(\Та)Еа(\Та) . (11)

Т еор ем а  1. Пусть А  — ограниченный оператор в банаховом пространстве Е  п 
Ф(А) ф 0 для любого А принадлежащего спектру сг{А) оператора А. Тогда для любых 
щ , Щ £ Е  решение краевой задачи (1)-(3) существует, единственно п имеет вид

u(t) =  (-Е>ц-Е>22 — B V2B 2i) 1 ( (Ea(ta А )В 22 — tEa 2(ta A) B 2i)iii —
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- { E a{taA )B 12 -  tEa:2(taA ) B ll )u2) . (12)

□  Пусть u{t) -  решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям и(0) =  г’о, г//(0) =  
V\. Тогда [5, с. 13]

u(t) — Ea(taA)uq +  tEa<2(taA)vi,  t G [0,Т]. 

Вычислим нужные нам дробные производные. Если 0 <  /3 <  1, то

д f3u(t) =  D 13 (u(t) -  и(0)) =  D l3(Ea(taA)v0 +  tEa 2̂(ta A)vi -  v0)

:i3i

r l3Ea,l4 3 (taA)vo +  t l-'3EQ:2 4 3{taA )v l -
t ->3

Г (1 - /3 ) Vo

£ ■
(■taA )k

r ( !  -  13) ^  T(a(k  -  1) +  1 -13  + а) Г (1 -  (3)
Vo +  t 1 13 Ea2 -p ( ta A)v\

ta~'3A У
(taA )k

k=0 +  1 — /3 ck) Vo +  t 1 13 Ea2 -p ( ta A)v\

— ta 13A E a i_i3+a(taA)vo +  t 1 13 Ea 2_j3(ta A ) v i .

Аналогично, для 0 <  7 <  1 получим

dJu(t) =  А Е аЛ_1+а( Г A)v 0 +  t1- 7S „,2- 7(t"A ) v i .

Если 1 <  /3 <  a, to

d,3u{t) =  D l3(u,(t) — u( 0) — tu( 0)) =  D l3 (Ea(ta A )v o  +  tEa 2{ta A ) v i  — v0 — tv  1)

t 13Е а Л_ 13( Г А ) и 0 + 11 13E a .2_ j3{ta A ) Vl -  _  Vq r  _  ^r <2 >

ta~l3A y
(taA )k

;Vo ta+l~f3A у
(taA )k

V\ =
T(ak  +  1 — /3 +  a) ^  T(ak  +  2 — /3 +  a)к—0 к—О

=  ta- l3A E a,l4 3+a(taA)vo +  Г +1- /3Д К ,2- /3+« Г  A )t’i .

Аналогично, для 1 <  7 <  а

д7u(t) =  t"“ 7A EaJ_ 1+a{taA)v 0 +  t"+1_7A£;0i2- 7+ a (^ ^ )y i •

Рассмотрим для определенности случай, когда 0 < / 3 < 1 и 0 < 7 < 1. Учитывая 
граничные условия (2) и (3), составим систему

aiiVo +  ЬцЕа(Та A) Vo +  ЪцТ Еа 2{Та A)v\ +  Ъ\2Т а 1 А ЕаЛ_ 1+а(Та A)v  0+
+6i2T 1“ 7£;o,2-7(71"A )i'i =  иь

^21̂ 0 +  Ь2\Еа(Та A)vo +  Ь2\ТЕа 2(Та A)v\ +  b22T a 1 А ЕаЛ_ 1+01(Та A)v  0+
+&22?11 7Еа 2_ 1 (ТаA)V\ =  U2 ■
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или
(ац1  +  ЬцЕа(Та А) +  ЬиТ0 1 А Е аЛ_1+а{Та A))v  о +  (ЬцТ Еа^(Та А)-\-

+&i2T 1“ 7£ ,q,2- 7(T q',4))i>i =  щ , 
+  b2iEa{Ta А) +  Ъ22Т а 1 А Е аЛ_1+01(Та A))vq +  (621Т  Еа^{Та А ) +

+ Ь 2 2 Т 1~ 1  E a '2 - j { T a A ) ) v i  =  М-2 • 

С помощью операторов (4)-(9) запишем систему (14) в виде

-Е>пг’о +  B12V1 =  Mi,
B 21V0 +  B 22 V1 =  112 ■

'14)

'15)

Будем считать, что в краевых условиях (2) и (3) коэффициенты таковы, что суще
ствует (-Е>ц-Е>22 — В 12В 21)— 1 • Решая систему (15) методом исключения, получим

B11B22V0 +  B12B22V1 =  B22U1,
—B 12B 21V0 — B 12B 22V1 =  —B 12U2,

откуда

Аналогично,

( В ц В 22 — -812-821)^0 — B 22U1 — B V2U2,

Щ = (В11В22 — -E>12-E>2l) 1(-В22«1 — Bi2ll2)-

— B11B21V0 — B12B21V1 — —В 2 1 Щ ,  

B 2 l B n V 0 +  B22B11V1 =  -В11М2,

:i6)

откуда
(-E>11-E>22 — Br2B2l)Vl — Bnll2 — В 21 М. 1,

Vi  =  ( В11В22 — -В12-В21) 1(-ВцМ2 — -£>2lM.i).

Подставляя (16), (17) в решение (13), имеем

u(t) =  Ea{taА) (В 11В 22 — -В12-В21) 1 (-£>22 Ml — Bi2ll2) +

+tEa2{ta А)(ВпВ22 — -E>i2-E>2l) 1(-ВцМ2 — -В21М1) =

= (£>11-Е>22 — В12В21) l{{Ea{ta А)В22 — tEâ (ta A)B2l)U\ — 
— {Ea{taА)В12 -  tEa<2(taA)Bn)u2),

что и приводит к равенству (12).
Отметим теперь, что из условия Ф(А) ф 0 для любого A Е о{А) вытекает существо

вание оператора (-В11-В22 — -E>i2-E>2i ) _1, который с помощью контурного интеграла можно 
представить в виде (см. [6 , с. 20])

(-Е>11-Е>22 — В12В21) 1 =  ((«Ц&21 — d‘2ibn)T Еа 2{Та А) +  (ацЬгг — «2i6i2)Tl1 1Еа:2- 1 {ТаА) +

1
+(611622 -  bl 2 b 2 i ) ( T 1̂ E a ,2- 1( T a A ) E a ( T a A ) ) - 1 =

1
27гi J Ф(А)

до
R(\,A)d\.
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где Ф(А) выражается формулой (10).
Аналогично рассматриваются и следующие случаи:

1 <  [3 <  а  и 0 <  7 <  1,

0 <  /3 <  1 и 1 <  7 <  а,

1 <  /3 <  а  и 1 <  7  <  а .

Таким образом, если решение краевой задачи существует, то оно единственно и имеет 
вид (12). С другой стороны, задаваемая равенством (12) функция u(t) определена при 
любых ii\, ii2 G Е и, как нетрудно проверить, является решением рассматриваемой 
краевой задачи (1)-(3).

В заключение отметим, что условие разрешимости задачи (1) -  (3) не зависит от [3, 
поскольку, как легко видеть из (10), (11), функция Ф(А) зависит только от а  и 7 , т.е., 
Ф(А) =  Ф„,7(Л). ■

Пример 1. В частном случае, если а\2 =  2 =  &12 =  2̂2 =  0, получим задачу

dau(t.) =  Au(t),  0 <  t <  Т, (18)

ацм(0) +  Ъци(Т) =  Mi, (19)

а21м(0) +  b2iu(T) =  и2 ■ (20)

Подставим ai2 =  CI22 =  &12 =  622 =  0 в (10). Тогда

Ф(А) =  (ац 621 - а 21бц)Т£;а,2(А Т ").

Если для любого A G (т{А) функция Ф_ 1(А) ф 0, т.е., если а ц &21 — « 21̂ 11 /  0 и для
любого A G о  (А) функция Еа^(ХТа) ф 0, то при любых щ, 112 G Е  решение краевой
задачи (18)-(20) существует, единственно и имеет вид

u(t) =  ((anbai -  a2ibll )T E ^ 2(TaA ) ) - \ ( E a{taA)b2iTEa:2(TaA) -

- t E o:2(taA)(a2i I  +  b2iEa(TaA ) )Ul-  

- ( E a(taA )buT Ea<2(TaA) - t E a<2(taA ) (a u I  +  ЬиЕа(ТаА)) )и2) •

Пример 2. Рассмотрим ещё один частный случай граничной задачи (1)-(3)

dau(t) =  Au(t),  0  <  t <  7 г ,  ( 2 1 )

и( 0) =  Mi, (22)

м(7г) =  112, (23)

Подставим ai2 =  «21 =  «22 =  611 =  612 =  622 =  0 в (10). Тогда Ф(А) =  7гЕа (̂Хтга), и, ес
ли Еа (̂Хтга) ф 0 для любого A G <т(Д), то решение краевой задачи (21 )-(23) существует, 
единственно и имеет вид

u{t) =  Ea{taA ) Ul +  tE a:2{taА){'кЕа:2{'каA ) )~ l {ii2 -  Е ^ ^ А У щ )  =



= (пЕа,2(тгаА ) ) - 1( (Еа(гаА)тгЕа,2(тгаА) -  Ea(naA)tEa,2(taА ) )щ  +  tEa,2{taA)u2) . (24)

При а  =  2 формула (24) примет вид

u(t) =  (жЕ2:2(ж2А ))~ 1( (Е2({2А)жЕ2:2(ж2А) -  Е 2(-к2A)tE 2a (t2А ))щ  +  tE 2:2(t2A)u2),

и происходит «стыковка» решений для уравнений дробного и целого порядков.

2. Рассмотрим краевую задачу с дробными производными Римана-Лиувилля

D av(t.) =  Au(t ), 0 <  t <  Т, (25)

и краевыми условиями общего вида

ап / 2- " / / (  0) +  a12L>"-1//(0) +  bn D su(T) +  6i2IT V (T ) =  z/b (26)

ci2\I2 av(0) +  a22D a lu(0) +  b2iD &v(T)  +  b22D^ u(T) =  v2, (27)

где 0 <  $ <  7 <  а. В уравнении (25), по-прежнему, будем считать А  ограниченным 
оператором в банаховом пространстве .

Определение 2. Функция v(t) £ С ( (0 ,Т ] ,Е )  такая, что D a~2u(t) £
С*([0, Т], Е)  Р| С*2((0, Т], Е), D a~lv(t) £ С([0 ,Т] ,Е) ,  называется решением задачи
(25)-(27), если она удовлетворяет уравнению (25) на интервале (0, Т ) п краевым усло
виям (26), (27).

Введем следующие обозначения:

В п =  ац1  +  ЬцТа ~ 2~ 6 Eaa_ s - i (T a А)  +  h ^ - ^ E ^ ^ A ) ,  (28)

В \ 2 =  а121 +  ЪцТа ~ 1~ 6 Еа а̂_&(Та А)  +  Ъ и Т ^ ^ Е ^ . ^ А ) ,  (29)

В 2\ =  a2\I +  b2iTa~2~s Ea â_ s - i (T a А)  +  b22T a~2~J Ea â_ i_1 (Ta А ) , (30)

В 22 =  а221 +  Ъ21Т а- 1~6Еа^ &(ТаА)  +  Ь22Т а- 1- 'гЕа<а- у (ТаА), (31)

Ф(А) =  (аца22 — ci\2a2i ) I  +  («11621 — CL2ibn)Ta 1 6 Ea â- s (\T a) +

+  (аца22 — а2\а\2)Та 1 7£'Q,iQ,_7(ATQ') +  (а22Ьц — а\2Ь2\)Та 2 &Eaa_s - i (\T a) +

+  (ЬцЬ22 — bi2b2i )T 2a 3 s 1 Eaa_s_i(\Ta)Eaa_ 1 (\Ta)Jr

+  («22612 — cii2b22)Ta 2 7I?Q,iQ,_7_i(A TQ') +

+(612621 -  bnb22)T 2a- 3- s^ E a^ s ( X T a)Ea^ 1_ 1(XTa). (32)

Теорема 2. Пусть A  — ограниченный оператор в банаховом пространстве Е  п
Ф(А) ф 0 для любого А принадлежащего спектру сг(А) оператора А . Тогда для лю
бых V\, v2 £ Е  решение краевой задачи (25)-(27) существует, единственно п имеет вид

v(t) =  (Bn B 22 -  B 12B 21) - 1((ta- 2E0 ,0- 1(taA )B 22 -  ta- 1E0 ,0 (taA )B 21)v1+

+  (ta~lEaA t aA )B u  ~  ta- 2Ea^ 1(taA )B 12)v2) . (33)
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□  Пусть v(t) — решение уравнения (25), удовлетворяющее условиям D a 2и(0) =  wn, 
D a~lv(0) =  Wl . Тогда (см. [1, с. 601], [5, с. 13])

г i t )  =  ta- 2Ea<a. 1{taA)w 0 +  ta- 1Ea<a{taA )w 1,t Е [0 , Т ] . (

Вычислим нужные нам дробные производные. Имеем

I 2~av{t) =  I 2~a{ta~2Ea^_i { taA)wo +  ta~l Ea^( ta A)wi) =  Ea(taA)w 0 +  tEa .2(taA)wi

D a~l v{t) =  D a- \ t a- 2Ea^ l {taA)wo +  ta- 1Ea^{ taA)w l ) =

°° (ta A)k
=  t 'У ] — —t t wo +  Ea{taA)w\ =  ta 1 AEa â (taA)wq +  Ea(taA)wi,

к i 1 {nl' ]

D sv{t) =  D s{ta- 2Ea^ l {taA)wo +  ta- 1Ea^{taA )w l =

=  ta- 2- sEa^ s_ l {taA)wQ +  ta- l- &Ea^ _ s{taA)Wl,

D Jv(t) =  t " “ 2_7£;„,„_7_ i(rA )w o  +  ta~1~'rEa â_ 1 (taA ) w i .

Учитывая граничные условия (26) и (27), составим систему

«п  « ’о +  « i2« ’i +  bn (Ta~2~sEa^ _ s - i (T aA)wo +  Т а~1~&Еа^ _ ё(Та A )w i )+  

+6i2(T"“2“7£„,„_7_i (T"A)wo + T"“1_7£;„,„_7(T"A)w i) =  г;ь 

« 2i^’o +  ci22W\ +  b2i (Ta 2 6Eaa_s-\(TaA)wo +  T a 1 6Eaa_s(TaA)w\)-\- 

+b22(Ta- 2-~lEa^ _ 1_ l (TaA)w 0 +  T a- l-~lEa^ _ 1 (TaA)wi) =  v2

34)

или
( а ц /  +  Ь ц Т а  2 s E a â _ s ~ i ( T a A )  +  b i 2T a  2 7 £ ,Q,iQ,_ 7 _ i ( T Q' A ) ) w o +  

+ ( « 12-̂  +  ЬцТ10 1 sEa âs ( T aA) +  b\2Ta 1 7£ ,Q,iQ,_7(T Q'A))w i =  i’i, 

(«2 1-^  +  b 2 \ T a  2 s E a a _ s - i ( T a A )  +  b 2 2 T a  2 'r E a â _ 1 _ i ( T a A ) ) w o +  

+  (а22/  +  +  b22T “ - 1- 7S „ ,„_ 7(T «A ))Wi =  г;2.

Запишем систему (35) с помощью операторов (28) -  (31) в виде

B n w0 +  B 12wi =  vi,

В 21 Wo +  Б 22«>1 =  v2.

(35)

(36)

Будем считать, что в краевых условиях (26) и (27) коэффициенты таковы, что су
ществует (-Е>п-Е>22 — -E>i2-E>2i ) -1 . Решая систему (36) методом исключения, получим

wo — ( В11В22 — В 12 В 2 1)  1(-В22г>1 — -012г>2).

Wl =  (ВцВ 22 — В12В21) 1(ВцУ2 — В2 lt’i). 

Подставляя (37), (38) в решение (34), имеем

v(t) =  ta 2Eaa_i(taA ) ( B n B 22 — B 12B 21) 1 (В22Vi — Bi 2v2) +

(37)

(38)



+  (ta lEa â (ta A)£>2l)(-E>ll-E>22 — В 12В 21) 1{ВцП2 — B 2lVi)V\ =

=  (В и В 22 -  B V2B 2l ) - \ { t a- 2Ea^ l {taA )B 22 -  ta- lEa,a{taA )B 2i )v1+

+ { t a~lEa,a{taA )B n ~  ta- 2Ea^ 1(taA )B 12)v2),

что и приводит к равенству (33). I
Отметим теперь, что из условия Ф(А) ф 0 для любого A G (т(А) вытекает существо

вание оператора (-В11-В22 — -E>i2-E>2i ) _1, который с помощью контурного интеграла можно 
представить в виде (см. [6 , с. 20])

( B n B 22 —  В 1 2 В 2 1 )  1 =  ( ( « п « 2 2  — « i 2 « 2 i K  +  ( « 1 1 6 2 1  — d 2 i b n ) T a  1 s E a a _ s ( \ T a )  +

+  (aii&22 — «21&12 )Ta 1 1 Eaa_1 (K\Ta) +  (022611 — 0-12b2l)Ta 2 6 Eaa_S-l(\Ta)-\- 

+  (611622 — 61262i)T 2“  3 s 1 Eaa_s_i(\Ta)Eaa_1 (\Ta)Jr 

+  («22612 — «12622)^° 2 7S „ ,„ -7- i(A T “ ) +

+(612621 -  611622 ) ( T 2“ - 3- 5- ^ 0,0_ /3(A T “ )£:0,0_ 7_ 1(A T “ ) ) - 1 =

=  - ^ J w ) R( x ' A)dX'dG
где Ф(А) выражается формулой (32).

Таким образом, если решение краевой задачи существует, то оно единственно и име
ет вид (33). С другой стороны, задаваемая равенством (33) функция v(t) определена 
при любых v 1, V2 £ Е  н, как нетрудно проверить, является решением рассматриваемой 
краевой задачи (25)-(27).

Заметим, что в отличие от задачи (1)-(3) условие разрешимости задачи (25)-(27) 
зависит и от 8 и от 7 , поскольку, как легко видеть из (32), Ф(А) =  Ф0д 7(А).

Пример 3. В частном случае, если 012 =  «22 =  612 =  622 =  0, получим задачу

dau(t.) =  Au(t),  0 <  t <  Т, (39)

« ц / 2-"г;( 0) +  bn D sv(T) =  vu (40)

a21I 2- av(0) +  b21D sv(T) =  г-2. (41)

Подставим ау2 =  «22 =  612 =  622 =  0 в (33). Тогда

Ф(А) =  (an 62i -  a2ibl l )Ta- l~6Ea^ &(\Ta) .

Если для любого A G (т(А) функция Ф_ 1(А) ф 0, т.е., если ацб21 — «216ц /  0 и для
любого A G (т(А) функция Еаа_^(ХТа) ф 0, то для любых щ, U2 G Е  решение краевой
задачи (39) -  (41) существует, единственно и имеет вид

г i t )  =  (ВПВ 2 2 -  ВГ2В 2 ! ) - 1 ( ( i " - 2£;Q,Q_ i( i"  Д )621Т “ - 1- ^ 0,0_(5(Г Д ) -

-  ta- 1EaA t aA)(a2i I  +  b2iTa- 2- sEa,a- s - i ( t aA ))v 1 +

НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30 105



106 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е Я  Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30

В заключение отметим, что при а =  '2, /3 =  7 = 1, $ =  0 равенства (12) и (33) сов
падают, и происходит «стыковка» решений для уравнений дробного и целого порядков. 
В частности, если ац  =  6ц =  а21 =  Ъ22 =  1, «12 =  Ъ\ 2 =  а22 =  Ъ2\ =  0, то

-  tE 2:2{t2A ) { I  +  Т А Е 2:2{Т2А ))щ  +  {tE2:2{t2A ){ I  +  Е 2{Т2А)) -  T E 2{t2A )E %2{T 2A ))u2) .
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+  ta- 1EaA t aA)(an I  +  bn T a- 2- sE0^ s - i ( t aA)) 

-  ta- 2Ea<a. 1(taA )buTa- 1- sEa<a. s(taA))v2) • (42)

u(t) =  v(t) =  (E 2(T2A ) +  E ‘2(T2A ) -  T E %2{T2A) -  T 2A E 22 2(T 2A ) - 1( (E 2(t2A )E 2(T 2A)
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