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Аннотация. На микроскопическом уровне исследуется задача о фильтрации жидкости из 
водоема в твердый пористый грунт. Динамика жидкости описывается системой нестационар
ных уравнений Стокса для несжимаемой жидкости, а совместное движение твердого упругого 
грунта и жидкости те -  уравнениями Ламе. Доказывается существование и единственность 
обобщенного решения задачи. Выполняется усреднение системы уравнений, позволяющее из
бавиться от быстро осциллирующих коэффициентов.

Ключевые слова: фильтрация жидкостей, уравнения Ламе и Стокса, усреднение перио
дических структур.

1. Введение и постановка задачи. Рассмотрим задачу о фильтрации жидкости из 
водоема в твердый пористый скелет. Обозначим через Q всю рассматриваемую область 
из пространства К3, которая включает в себя верхнюю часть, Q0 -  водоем, нижнюю 
часть -  пористый скелет и их общую границу Sq: Q =  Q° U S° U Г2.

Предположим, что система координат выбрана так, что часть S'1 внешней границы 
S области Q =  Г2° U S° U принадлежит плоскости {;Гз : =  0}, е =  — вз, область Q
принадлежит полупространству {;Гз : <  0}. Пусть S2 =  S\S1 является поверхностью
класса С 2.

Кроме того, используем необходимое в дальнейшем для усреднения упрощающее 
геометрическое предположение о периодичности порового пространства. Пусть область 
Q есть периодическое повторение элементарной ячейки Y : =  sY,  где Y  =  (0 ,1)3, под
область Ys С Y  моделирует твердый скелет подобласть Yf С Y  моделирует поровое 
пространство а поверхность 7 =  д Yf Р| дYs моделирует границу Ге «твердый скелет -  
поровое пространство», так что твердый скелет есть периодическое повторение элемен
тарной ячейки eYs, поровое пространство есть периодическое повторение элементарной 
ячейки sYf,  а граница Ге -  периодическое повторение в П границы е7 .

Движение жидкости в Q0 при t >  0 описывается нестационарной системой уравнений 
Стокса

V  • w  =  0, (1.1)

d2w  dw
T0Qf —  =  V  - F f +  Qf e,  Р / =  ) - p i ,  (1.2)
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а совместное движение упругого скелета и жидкости в П при t >  0 описывается урав
нением неразрывности (1.1), уравнением сохранения моментов

<92го
toQ£ 2 =  V  • Р +  д£е  , (1-3)

и уравнением состояния

/  dw \
Р =  х 6а^В\х,  +  (1 -  х £)^оЩх, w ) - p  I , (1.4)

где п =  п,л +  gs(l -  х £).
На общей границе S° =  dQ П дП° при t >  0 выполняются условия непрерывности

lim w ( x , t )  =  lim w ( x , t ), (1.5)X—УХ̂ , X—yx̂  ,
x en° xeti

lim Pf ( x , t )  ■ n ( x ° )  =  lim P (x , t )  ■ n ( x ° )  , (1.6)
x—yx̂ , x—yx'-',
it!!0 *ti!

для перемещений и нормальных напряжений. Здесь D(;r, го) -  симметрическая часть 
производной \7го, I -  единичный тензор, п(х°)  -  вектор внешней нормали к границе S0 
в точке ж0 Е S0, е — единичный вектор в направлении силы тяжести.

На S'1 при t >  0 задается условие Неймана

Р/(ж, t) ■ п  =  — р ° (х ,  t )n  , (1.7)

а на части S2 внешней границы S при t >  0 — условие Дирихле

го (ж, t) =  0 (1.8)

Задача замыкается начальными условиями

<9 го
го (ж, 0) =  — (ж, 0) =  0 , ж е  Q . (1.9)

В (1.1)-(1.9) характеристическая функция ;\е(ж) области Щ  определяется выражением

х £(х)  =  (1 -  C h ( j )  ,

где (  =  С (ж) — характеристическая функция области П° в Q, х ( у )  -  характеристическая 
функция Yf (жидкой части элементарной ячейки).

Пусть
lim а^(е) =  , lim ^  .
e-S-О е —>0 £

В данной работе для случая 0 <  <  оо рассматривается предел при то —У 0
модели (1.1)-(1.9), состоящий из уравнений (1.1), (1.4)-(1.8), дополненных уравнением 
сохранения моментов

V  • Р / +  Qfe =  0 (1-Ю)
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в области П° при t >  0, уравнением сохранения моментов

V  • Р +  д£е  =  0 (1.11)

в области П при t >  0 и начальным условием

ги(ж,0) =  0 ,  ж €£1(^|Г^. (1-12)

Заданная функция р° предполагается гладкой:

[  [  p°(x,t)\2dxdt =  ф 2 <  оо . (1-13)
J о JQ

Сформулированная задача с большой степенью точности описывает физический 
процесс на микроскопическом уровне. Но математическая модель физического объекта 
в несколько десятков (сотен) метров, в которой коэффициенты уравнений осциллируют 
на масштабе в несколько микрон (характерный размер пор в грунте) неудобна для прак
тических применений. Существующей альтернативой данной модели являются модели 
на основе широко применяемой в теории фильтрации системы уравнений фильтрации 
Дарси. В ней макроскопические скорость v  и давление р жидкости есть решения систе
мы уравнений

к
v =  — (—Vp +  F ) ,  V  • v  =  0 , (1-14)

Но
в которой заданная постоянная к характеризует проницаемость грунта, fio -  вязкость 
жидкости и F  -  заданный вектор плотности массовых сил. Если рассматривать сов
местное движение жидкости в грунте и в водоеме, то единственно возможным режимом 
движения в водоеме для уравнений фильтрации Дарси является гидростатика (см. [1]). 
В самом деле, если динамика жидкости в водоеме описывается уравнениями Стокса, 
то непонятно, какие условия сопряжения (краевые условия) необходимы на общей гра
нице «грунт -  водоем». Для уравнений Стокса формально требуются три скалярных 
краевых условия, а для системы уравнений фильтрации (1-14) необходимо только одно 
скалярное краевое условие. Поэтому естественные условия равенства перемещений и 
нормальных напряжений здесь неприменимы.

Кроме того, гидростатика не учитывает конвекцию в водоеме при описании мигра
ции примесей из водоема в грунт. Например, засоление почвы морской водой.

В научной литературе исследовались отдельные случаи этой задачи. В частности, 
результаты для К2 и особой геометрии порового пространства (несвязный твердый ске
лет) получены в работах В. Ягера и А. Микелича [2]- [4].

В данной статье на основе работ А.М. Мейрманова [15]- [18] задача решается в об
ласти из К3 в предположении связности жидкой части и связности твердого скелета. 
Вместо закона Дарси предлагается вторая альтернатива системе уравнений ( l . l ) - ( l . l 2) 
— усреднение этой же системы. Полученная усредненная модель избавлена от быстро 
осциллирующих коэффициентов и пригодна для практических применений.



2. Основные результаты.
Определение 1. Будем говорить, что функции { w £, р £}, такие что
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w X, - Q f )  е  L -2 ((0, Т ); L2(Q)) ,

являются обобщенным решением задачи (1.1), (1.4)-(1.8), (1.10)-(1.12), если они удовле
творяют уравнению неразрывности (1.1) почти всюду в Q х (0, Т), граничному условию 
(1.8), начальному условию (1.12) н интегральному тождеству

гТ
^((Р / +  (1 — ()Р) : Щх, ф) +  V  • (<рр°) — д£е  ■ (p'jdxdt =  0 (2.1)

для любой гладкой функции ip, обращающейся в нуль на границе S^.
Здесь q £ =  (С +  (1 -  U\ +  (1 -  ( )(1  -  X £ ) Q s -

Тождество (2.1) содержит в себе граничные условия (1.5)-(1.7).
Теорема 1. При условии (1.13) для всех £ >  0 на произвольном интервале времени 

[0,Т] существует единственное обобщенное решение задачи (1.1), (1.4)-(1.8), (1.10)-(1.12) 
п для него справедлива оценка

+  Л0 max f  (1 — x'e)|D(;r, w £)\2dx ^  С*0(ф2 +  1) . (2.2) о< t < T  J n

Теорема 2. Пусть
Q'M =  fi0, 0 <  fi0, Ao <  oo

ii функции {w £, p £} есть обобщенное решение задачи (1.1), (1.4)-(1.8), (1.10)-(1.12).
Тогда при £ —> 0 последовательность {р£} сходится слабо в Ь2 ((0, Т); L2(Q)) к функ

ции р, а последовательность {гое} сходится слабо в ((0, Т); W ^Q )) к функции w.
Указанные предельные функции являются решением усредненной системы, состоящей 
пз уравнений Стокса

V  • w =  0 , (2.3)
/ dw \
^ o B ( x , — ) - p I j + Q f e  =  0 (2.4)

в области Q0 при t >  0, уравнения неразрывности (1.1), усредненного уравнения сохра
нения моментов

V  • Р +  £>е =  0 , (2.5)

п уравнения состояния

^ dw f*
Р =  — p i +  9ti : V>(x, - 7 — ) +  *Tt2 : V>(x,w) +  / *Tt3(i — r) : V>(x, w (x ,  r))dr  (2.6)

dt Jo

V



в области Q при t >  0.
Система дополняется условием непрерывности нормальных напряжений

(
Оъс \ ^

fi0V>(x,-^-(x,t.)) — p(x,t. )I j  ■ n (x° )  =  linio P(x,t.) ■ n (x° )  (2.7)
x e n° x e n

на общей границе S°, условием Неймана

(
dvo \

1М)В(х, —  (x , t ) )  -p (x , t . )  Ij • n  =  - p ° ( x , t ) n ,  (2.8)

на части S1 внешней границы S, условием Дирихле

го (ж, t) =  0 (2.9)

на части S2 внешней границы S, п начальным условием

го(ж,0) =  0, ж е П. (2-10)

Тензоры 4 ранга , W.2, (t) вычисляются по формулам (4.12); симметричный тензор
9ti является положительно определенным.

В выражениях типа 9̂ 2 : №(x,w)  двоеточием обозначается свертка тензоров 4 и 2 
ранга.

3. Доказательство Теоремы 1.
Доказательство теоремы основывается на энергетическом тождестве

146 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30

1
2

А0(1 -  0 (1  -  Xe) P i : x , w £(x,t))\2) d x +
'Q

+  01
/• . Q w e

'0  J Q
(C  +  (1 -  0 x e) D ( ^  r ) ) dxdr

j  j  (g£e  — Vp°) • ^  (x ,r )dxdr.  (3.1)

Интегрирование по частям по области Q с использованием уравнения неразрывности
(1.1) и граничных условий приводит правую часть тождества к следующему виду:

Г rhn£ Г rhn£ Г rhn£ Г rhn£
/  g£e -— — (ж, r )d x +  p°V- — — (ж, r )d x — — (x ,r ) -nds  =  /  g£e -— — ( x , r )d x

Jq ot J q  at. Jqq at J q  at.

Для оценки правой части (3.1) используется представление

6 * =  Qf +  (1 -  0 (1  -  Х£)(вз ~  Qf), е =  - V x 3 ,

формула интегрирования по частям и уравнение неразрывности (1.1)
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dw£ f  dw£ f  dw£
1 = 1  g£e  ■ ^  dxdr =  —Qf j (V x s) ■ ^  dx +  (gs — Qf) /  (1 — ;\£)e • ^  dx =

IQ dt IQ dt
f  dw £

dx

Неравенство Коши дает оценку

I  <  (Qs ~  £/) (  I  dx)  2 (  I  ( !  “  Xе ) d x )  2 ^

dw£
dt

dx

Пусть w £ =  Eq| (w£) — продолжение функции w £ из области Q£ в область П. (Здесь ис
пользуются результаты о продолжении С. Сопса [19]). Тогда из неравенства Фридрихса- 
Пуанкаре

dx
dw £ 2 dw £ 2 dw £

/  (1 -  Xе) 
In dt

dx = /  ( i  -  Xе) 
Jn dt

dx ^  С /  ( i  -  Xе) 
Jn

V
dt

и неравенства Корна

( i - x e) V
dw£
dt

dx ^  С  / { 1 ~ х £) 
J п

D( х
dw]
~dt dx =  С  / ( 1 - х Е) { 1 - 0  

J q
J}[x

dw£
~ d i

dx

получается соотношение

( Q s - Q f )2 ,~, f  „.......................... dw£
I  С

25 |f!| +  °  2 j Q{l ~  X' )(1 “  0 | D ( X' 1 1 " ) |2<ix ■

Выбор 8 =  oi^jС  дает следующую оценку:

гТ

< v ( <  +  (1  -  С ) х £) D( х
dw£
~dt

dx dt+

+  A0 max /  (1 — Vе) J} (x ,w t о< t < T  /о V dx <  Cn. (3.2)

Для получения оценки давления р£ интегральное тождество (2.1) записывается в 
виде:

p£V  ■ (pdxdt. =  I ( ( (  +  ( ! -
1 Q t  J Q t

dw£
~dt

+  (1 — 0 ( 1  — X'e)^oD(^, w £) ) : V>(x, Lp)dx dt — /  f f e - i p d x d t — /  p V ip d x d t .
JQT JQT
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'Qt
^  С[  / | V</?| dx dt,

Q t

Такое представление и оценка (3.2) позволяют записать неравенство

р£V  • ip dx dt

Далее выбирается пробная фуОнкция р, удовлетворяющая условиям: 

V  • р  =  р£ и /  \Vp\2dxdt ^  /  \p£\2dxdt..
J Qt J Qt

Для этого она представляется в виде суммы р  =  р 0 +  V^ ’, где

дф

Г3.31

А  ф = р £, х е < 3 - ,  4>\s2 =  o,
дх-л

0;
Si

(3.4)

f3.5)V  ■ ipo =  0, х  е  Q-, ipo +  Щ  =  0, rr g 52.

Согласно результатам, изложенным в работах О. А. Ладыженской [20] и [28], каждая 
из задач (3.4), (3.5) имеет единственное решение, причем

ф е ь 2(( o ,T ) - ,w 2(Q)),

^ o G L 2((0 ,T ) ;W 21(Q )), 

Тогда неравенство (3.3) примет вид

ГI о
ГТ

^ ) 2d t ^ C  /  (p£)2dxdt ,

(р£) dxdt
'Qt

'Qt

'Qt

(2Ь 2*dt.

^  С  ( / (pe) dx dt 
' Q t

и, окончательно, 1
f  (p£)2 dxdt\ ^  C.
'Qt J

Полученные результаты дают требуемую в теореме 1 оценку (2.2). С помощью этой 
оценки существование и единственность обобщенного решения задачи (1.1), (1.4)-(1.8),
(1.10)-(1.12) доказывается методом Галеркина.

4. Доказательство Теоремы 2. Пусть

^ ,d w £ л
V =  Eqe (— — )

dt ’

есть продолжение функции dw £/dt из Щ в Q.
Оценка (2.2) обеспечивает существование сходящихся подпоследовательностей (обо

значенных так же), таких что

р£ —̂ p ( x , t ) слабо в L 2(Qt) ,
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р£ —>• P ( x , y , t )  двухмасштабно в L 2(Qt),  

w £ —> w ( x , t ) двухмасштабно в L 2(QT), 

dw
v £ —> v (x ,  t) =  —— (x,  t) двухмасштабно в L 2(QT), 

at

О(;г,гое) —> D(;r, го) +  D (y, W ( x ,  y,  i)) двухмасштабно в Ь2(Пу), 

fy'XJD
D(;r, v £) —> D^r, ~dt~) ДвУхмасшта^но в -̂ 2 (Qt )-

Двухмасштабный предел в (2.1) с пробной функцией ip =  tp(x,t)  дает интегральное 
тождество

'Qt

A o(D (y ,W ))rs) } : D ^ , ^ )  +  

V  • (ipp°) -  (СQf +  (1 -  ()f?)e • <Р

Здесь используются обозначения:

dxdt =  0 . (4.1)

в =  т Qf +  ( 1 -  т) Qsi т =  J  х{у)&у, 

Тождество (4.1) преобразуется в

, W ) ) Ya=  /  D ( y , W ) d y .
JYs

'Qt
- p l +  ( 1  -  ( ) P  \ ■ Ю>(ж,¥>) +

+  V  • (ipp0) -  (CQf +  (1 -  ()f?)e • <P dxdt =  0, (4.2)

dw\ t / ^ f  d W \
(1 -  0  [^о|Ю>(ж, — J +  ( D  [y,  J ) | +  Ao(D(^, w)  +  (D(y, W ) ) Ys)

\ / Yf
(4.3)

Уравнение неразрывности (1.1) после предельного перехода при е —> 0 не меняет своего 
вида:

V  • го =  0. (4.4)

Можно показать, что интегральное тождество эквивалентно уравнениям(2.4) и (2.5), 
и граничным условиям (2.7) и (2.8). Граничное условие (2.9) следует из интегрального 
тождества

/  (w £(V  ■ ip) +  V w £ ■ ip) dxdt =  0
J Qt

для любой гладкой функции ip, обращающейся в 0 на S'0, после перехода к пределу при 
£ —> 0.
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Начальное условие (2.10) следует из интегрального тождества

f d w  dipI ----- • ID -I- 71? • ----
m V a t - (p +  w dt

clxdt =  0,

справеливого для любой гладкой функции ip =  ip(x, t) равной нулю при t =  Т . Послед
нее является результатом перехода к двухмасштабному пределу при е —> 0 в тождестве

Xе (v £ ■ ip +  w £ ■ dxdt. =  0.

В результате предельного перехода при е —> 0 в интегральном тождестве (2.1) с проб
ной функцией (р =  £h.(x,t.)(p0(x/£) получается макроскопическое уравнение сохранения 
моментов

V  • Р +  де  =  0, 

и микроскопическое уравнение сохранения моментов

Я 5 )

dw\
~di)

D (у
(  d W \ \
КУ^ ) )

+  А0 (1 -  x ) (D ( x , w ) + D ( y , W ) )  -  P i )  =  0 .

Последнее уравнение можно переписать в виде

d W
V,, ( О V V  \

х (ц0 Щу, ~ ^ )  +  z) +  Ао (1 -  x)D (y, W )  -  Pi) =  0, (4.6)

где

,t.) =  / j,o ^ (x ,^ -)  -  X0V>(x,w) =  ^ 2  Zij(x ,t )(х
i,j=l

Найдем выражение для тензоров 9ti, 9^2> и • Будем использовать следующие обо
значения. Для двух векторов а и b: aOb  есть матрица отображения: (а О Ь)(с) =  а(Ь ■ с) 
для любого вектора с. Для тензоров 2 ранга А, В, С: (А О В) : С  =  А (В  : С),  
В : С  =  t.r(BCT). Символом обозначен тензор 2 ранга:

(ij) — I (е* О ej +  ej О е*) .

Пусть { W lylj\ y  , t ) , P ^ \ y , t ) }  и { W Q j \y ) ,  P o j \ y ) }  i , j  =  1, 2, 3 есть решения перио
дических задач

(  (  d W [ij)'
v y -

dt.

\ o ( l - x M y , W {ii)] - P {ii)l ) = 0 ,

V y • W {t3) =  0 , 

x ( y ) W {ii\ y ,0 )  =  W {j j \y) ,

A.7)
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V „ -  ( x (№ » ( : ! / .V F ™ )+ J w i -P (1 ‘-” I ) )  = 0 ,  

V „ • W<0w  =  0, f  x ( y )W \ ; i \y )dy  =  0,
(4.8)

в области Y.  
Тогда

3 r-t

W ( x , y , t )  = У 2 /  W {%3) ( y , t  -  T ) Z i:j{ x , T ) d i
г,3=1 Л

И
3 3 p t

P { x , y , t )  =  x(y)Yl p o 3){ y ) z i j {x , t )  +  /  P {%3){ y , t -  T)Zij{x,T)dT,
i,j=l i,j=1 0

3 nt

B ( y , W ) =  Y ,  I D { y , W ^ \ y , t - T ) ) Z t3 (x ,T)dr
i,j=l 0

•5 ft 

V7 = 1 J°
W {ii]( y , t - r ) )  О I (tj)) : Z ( x , r ) d r  =

К] = l " “

№ . t D ^ W oj) ) ° jW ))  : B ( x , w ) - ^ 2  f  (  [a0 D(y, W ^ \ y ,  t — r )) +
-'—I » -'—I *̂ 0M=1 M=1'

й ) Р ( у ,  ^  (y , t - T ) j  O J (tj)J : D (a;,iw (a!,r))dr.

Используя очевидное равенство

3W (v) d w (v)

- Ц Г { у Л - т) =  - ^ Г ( у Л - т)'
получаем

D(y, W ) =  2l0(i/) : 0(ж, го) +  f  2li(y, i — r) : 0(ж , го (ж, r ))  dr, (4.9)
Jo

з
Яо(у ) =  J ]  D (y, И ^ }(г/)) О J (^} (4.10)

м = i

/ / B W ^  \ \
Y ,  (лю » ( y ,  — ^ — (г/, i ) )  -  A0D(i,, t ) ) )  O j ,y>. (4.11)
i j =1
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Уравнения (4.9)-(4.10) приобретают вид

d W  \ { dw
= 2 t° (у) '■ D ( ;r’ ) + ^ 1(3/>°) : № [x,w (x , t )

dt
(у, t — т) : D(;r, го (ж, г ))  dr.

Поэтому

Шг =  цо m 1{гЛ О 1{гЛ +  Цо ( % ) Yf,
i,j=l

<П2 =  Ло (1 -  m) £  0 1 (гЯ +  Ао (2to)rs +  ц0 { Ы у ,  0) )У/ ,
г, 7=1

^ з С О  =  jU0 ( - ^ - ( y , t ) ) Yf +  Ao ( 2 l i ( y , i ) ) y e .

(4.12)
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CORRECTNESS OF THE PROBLEM FILTRATION 
FROM RESERVOIR TO SOIL: THE CASE 

OF VISCOUSE-ELASTIC FILTRATION
S.A. Gritsenko, N.S. Erygina

Belgorod State University,
Pobedy St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: sgritsenko@bsu.edu.ru

Abstract. The problem of the liquid filtration from reservoir into the solid porous skeleton is 
investigated on microscopic level. The liquid dynamics is described by the system of not stationary 
hydrodynamic equations for incompressible liquid and common moving of elastic skeleton and liquid 
in the soil is described by the Lame’s equations. It is proved the existence and the uniqueness of 
generalized solution of the problem. The averaging of total equation system is done that, permits to 
avoid of fast, oscillating coefficients.

Key words: liquid filtration, Lame’s and not. stationary hydrodynamic equations, averaging of 
periodic structures.
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