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Аннотация. Приводятся некоторые многообразия алгебр Пуассона с экстремальными 
свойствами, а также описывается наименьшее многообразие алгебр Пуассона, в котором не 
выполнено ни одно лиево стандартное тождество.
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На протяжении всей работы, если это специально не оговорено, предполагается, что 
основное поле имеет нулевую характеристику. Алгебра А =  А (+ ,  • ,{ ,} ,  К )  над полем К  
называется алгеброй Пуассона, если Д (+ , •, К )  — ассоциативная коммутативная алгебра 
с единицей, А ( + , { , } ,  К )  — алгебра Ли с операцией умножения { ,} ,  которая называется 
скобкой Пуассона, и выполняется правило Лейбница:

{а ■ Ь, с}  =  а ■ { b, с } +  { а , с } • 6, а,Ь,с £ А .

Алгебры Пуассона возникают в различных разделах алгебры, дифференциальной гео
метрии, топологии, современной теоретической физики (см., например [1]) и т.д.

Пусть Ь(Х)  — свободная алгебра Ли с умножением [, ], где X  =  { # 1, х 2, • ••} — счетное 
множество свободных образующих. Пусть также F ( X )  — свободная алгебра Пуассона. 
Обозначим через Рп пространство в F ( X ) ,  состоящее из всех полилинейных элементов 
степени п от переменных x i , . . . , x n, а через пространство полилинейных элементов 
степени п в свободной алгебре Ли L(X ) .

Обозначим через Ь>2(Х )  подалгебру в свободной алгебре Ли L (X ) ,  каждый элемент 
которой является линейной комбинацией мономов степени >  2.

Пусть V  — некоторое многообразие алгебр Пуассона, I d (V ) — идеал тождеств мно
гообразия V .  Обозначим

Pn{V) =  Рп/{Рп П Id(V)),  C n ( V )  =  dim Pn{ V ) .

Соответственно, если Vl — некоторое многообразие алгебр Ли, то

Pu (Vl) =  P iK P k  П Id(\i ) ) ,  cLn(\i )  =  dim P„L( V i ) .

Лемма [2]. Пусть Al — некоторая алгебра Ли с лиевым умножением [, ] над произ
вольным полем К. Рассмотрим векторное пространство А =  Al ф К , в котором опре
делим операции ■ п {, }  следующим образом:

(■a +  a) ■ (b +  /3) =  (/За +  ab) +  Q'/З,
{а  +  a, b +  /3} =  [а, 6], a,b £ A L, a, (3 £ К.

НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30 107

mailto:RatseevSM@mail.ru


Тогда полученная алгебра (А, +  }, К ) будет являться алгеброй Пуассона.

Если многообразие V  имеет экспоненциальный рост, то введем в рассмотрение ниж
нюю и верхнюю экспоненты:

E X P (V) =  lim л/ cJ V ) ,  E X P ( V )  =  Iiin y/ c jV ) -
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Если имеет место равенство E X P (V) =  E X P ( V ) ,  то будем обозначать E X P { V ) .

Т еор ем а  1 [3]. Пусть Vl — некоторое многообразие алгебр Лп над произвольным  
полем К , определенное системой тождеств { f i  =  0 | G L>2(X ) ,  i £ / } .  Пусть также V  
-  многообразие алгебр Пуассона, определенное тождествами fi =  0, i £ I, ii {^ 1,^ 2} • 

{^ 3,^4} =  0. Тогда будут верны следующие утверждения.
1. Id(VL) =  Id(V)  П Ь>2(Х) .
2. Д ля любого п выполнено равенство

c, , (v)  = 1 + Ё  ( I : )  - dim H m  ■

3. Если существует E X P (V l ) ,  т о  E X P ( V ) = E X P ( V l) + 1, в частности, если най
дутся такие действительные числа d >  0 , а п /3, что для всех достаточно больших п 
выполнено двойное неравенство

nadn <  c^(VL) <  nl3dn ,

то найдутся такие 7 п 8, что для всех достаточно больших п будет выполнено такое 
двойное неравенство:

n<{d +  1)" <  cn{V) <  ns{d +  1)" .

4. Если поле К  бесконечно п некоторая алгебра Лп A l порождает многообразие Vl , 
то алгебра А =  A l Ф К  с операциями (1) будет порождать многообразие V.

5. Пусть поле К бесконечно n W  — некоторое собственное подмногообразие в V. То
гда идеал тождеств Id{W)C\L>2{X )  определяет некоторое собственное подмногообразие 
b V l .

Т еор ем а  2 [2]. Пусть V  — нетривиальное многообразие алгебр Пуассона над про
извольным полем. Тогда

(г) либо cn(V) >  2n~l для любого п,
(гг) либо найдется такой многочлен f ( x )  степени N  >  0 пз кольца Q[ r̂], что для  

любого n >  N  будет выполнено равенство c.n{V) =  f (n ) .

На сегодняшний день известны всего пять многообразий алгебр Ли почти полино
миального роста. Для однородности записи обозначим их через Vo, V\, V2, V3, V4.

Vo =  var(sl2) — многообразие алгебр Ли, порожденное алгеброй матриц порядка 2 
со следом 0. Это единственное известное многообразие алгебр Ли почти полиномиаль
ного роста, не являющееся разрешимым. Оно подробно исследовано в работах Ю.П. 
Размыслова [4,15] и В. Дренски [16].
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Многообразие алгебр Ли V\ =  N2A  определяется таким тождеством (см. [17]):

[[rri,гг2], N ,^ 4], [ж5,гг6]] =  0.

Многообразие V2 построено И.Б. Волпченко в работах [18, 19]. Оно порождается 
(  G G \алгеброй Ли A l  =  ( j , где G — бесконечномерная алгебра Грассмана, а 0 —

нулевая алгебра. Это многообразие является наименьшим в классе многообразий алгебр 
Ли, в которых не выполняется ни одно лиево стандартное тождество.

Многообразия V3 и Vi построены С.П. Мищенко следующим образом [20]. Рассмот
рим кольцо многочленов R =  K[t] от переменной t, трехмерную нильпотентную ал
гебру Гейзенберга N3 с базисом {а, Ъ, с } и таблицей умножения Ъа =  с, ас =  Ъс =  0, и 
двумерную метабелеву (разрешимую ступени 2) алгебру М 2 с базисом {h,  е } и таблицей 
умножения he =  h. Гомоморфизмы а : N3 —> Der R и ф : М 2 —> Der R определяются так:

^ (е)/С 0 =  t f ( t ) ,  a (a ) f ( t )  =  t f ( t )  ;

0 (« ) /(* )  =  f ( t ) ,  ф (Ъ)№  =  t f ( t ) ,  ф(c)f(t) =  f i t )  .

Полупрямые произведения алгебр N l  =  R \ N a, M l  =  R X M 2 порождают соответствен
но многообразия V3 и V4.

Обозначим через sl2( / i )  ® К,  А ь Ф К ,  NL ® К  и M L ® К  алгебры Пуассона с опе
рациями (1), а через V0P, V [ , и V f  — многообразия алгебр Пуассона, порожденные 
соответственно алгебрами sl2( / i )  ф К ,  A l  Ф К ,  N l  Ф К  и M l  Ф К.  Также обозначим 
через Vi многообразие алгебр Пуассона, порожденное тождествами

{ { # 1, 2:2}, {#з,#4 }, {# 5 ,# б }} =  0 , {жьж г} • {# 3,^4} =  0.

Т еор ем а  3. Экспоненты многообразий , i =  0 ,..., 4, существуют, причем

E X P ( V q ) =  4, E X P { V [ )  =  3, E X P iV . f )  =  3, E X P {V . [ )  =  4, E X P { V [ )  =  3.

Если V  — некоторое собственное подмногообразие одного пз многообразий , 0 <  г <  
4, то рост многообразия V  либо ограничен полиномом, либо найдется такое [3, что для  
любого п будет выполнено неравенство

2” -1 <  Cn(V) <  п!3Т .  (2)

□  Для экспонент рассмотренных выше многообразий алгебр Ли почти полиноми
ального роста выполнены следующие равенства: Е Х Р ( Х о) =  3 (см. [16]), EXP(V\)  =  2 
(см. [17]), E X P { V 2) =  2 (см. [18,19]), E X P { V 3) =  3 и E X P { V 4) =  2 (см. [20]). Поэто
му значения экспонент многообразий V f , % =  0 ,...,4 , следуют из данных равенств и 
теоремы 1.

Пусть V  — некоторое собственное подмногообразие одного из многообразий Ц_р , 
i =  0 ,..., 4. Тогда идеал тождеств Id{V)  П L>2(X ) определяет некоторое собственное 
подмногообразие в Vi, которое будет иметь рост не выше полиномиального. Поэтому, с



учетом теорем 1 и 2, либо рост многообразия V  будет ограничен полиномом, либо для 
него будет выполнено двойное неравенство (2). I
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A b s t r a c t .  Varieties of Poisson algebras with extremal properties are studied. It is proposed the 
least variety of Poisson algebras where all Lie standard identities are not hold.
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Т еор ем а  4. V2P является наименьшим многообразием алгебр Пуассона, в котором 
не выполнено ни одно лиево стандартное тождество.

□  Доказательство следует из работ [18,19] и теоремы 1. ■
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