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Колмогорова-Никольского для прямоугольных сумм Фурье и указанных классов функций.
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1. Введение. Следуя работе [1] (ем. также [2]), классы ^-интегралов периодических 
функций многих переменных, позволяющие учитывать по отдельности свойства обык­
новенных и смешанных частных производных, будем задавать следующим образом.

Ш
Пусть Rm — евклидово пространство с елементами х  =  (х\,х2, ..., х т), Т т=  [—77"; 7т] 

— -мерный куб с ребром 2тг,
i=i

N m =  { /  ■: 1Г х: G N, г =  1,2

NГ  = { х £  Rm\xt G А* =  N U {0 }, г =  1, 2, . . . , т } ,

N™ =  { £  G Rm\xi G N, Xj G AT*, г ф j } ,

E m =  { x e R m\xi G {0; 1}, i =  1,2

Через L(Tm) обозначим множество 27г-периодических по каждой переменной сум­
мируемых на кубе Т т функций f ( x )  =  f ( x i ,  x 2, ..., х т).

Пусть /  G L(T m). Каждой паре точек s G Е т , к G N "г поставим в соответствие
величину

4 (/) = J  /0*9 П COS (k'i'Xi -  dxi ■
Ĵ rn

Величины а^ (/), s G Е т, к G N "г являются коэффициентами Фурье функции /  G 
Ь{Тт) [1].

Каждому вектору к G N "г поставим в соответствие основную гармонику функ­
ции / ( f ) ,

т /
S ill

A n ( f ; х ) =  У  <4(f)  П cos ( kiXi ~  т -
, seEm i = l
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и гармонику, сопряженную по переменной хг,

Щ  ( / ;  *) =  У  a | (/)  Д  cos ( kjXj -  cos ( к&  -  (s* + 1)7Г>\ .
s € E m w / \ /

Следуя [1], ряд Фурье функции f ( x )  определим следующим соотношением

=  Е  '4 г ( / ; г ) -
fcew™

в котором д(А:) — количество нулевых координат вектора А:.
т

Пусть Gpt =  П [1 ; щ — 1] — прямоугольный параллелепипед, соответствующий век-
г= 1

тору п. Прямоугольной частичной суммой ряда Фурье будем называть тригонометри­
ческий полином вида

Sn(f-,x) = у  J .

Пусть /  G L (T m) и il’ij(k), Ф^(А:), г =  1,2 ,...,?в , j  =  1,2 — фиксированные наборы 
систем чисел, к £ N*. Положим

ш  =  у / т к ) + 1т ,  ш )  =  ^<1 Ъ ( к ) + я ’ и к )

и будем считать, что выполнены условия: 4\(к) ф 0, ФДА’) ф 0, A: G N, V’ii(O) =  1, 
Фа (0) =  1, фг2(0) =  0, Фй(0) =  0, г =  1 ,2 ,...,?в.

Пусть ряд

Е  -  442(h )AeJ(f] f)]
^ г 2^ ) ф г (к^

является рядом Фурье некоторой функции из L(Tm). Обозначим ее символом /^{ (х) =  
()^if(x)  _
—   и назовем -^-производной функции f (x )  по переменной Xi, i =  1 , 2 ,

иХ%
Пусть m =  {1, 2,..., т.}. Для фиксированного r-элементного множества fi(r) С т, 

M r ) =  {*ii *2) •••) *r}i смешанной Ф^-производной по переменным Xi, i G ^(г), по ана­
логии с определением обыкновенной смешанной частной производной, будем называть 
функцию / ф ‘̂ (#), которая задается соотношением

ф _  д**гд*{г-к..д**1/(х)
Х dxirdxir_1...dxil

Для заданного набора функций 4\j, ^ij, i =  1, 2,..., ?в, j  =  1, 2, символом обозна­
чим множество непрерывных функций /  G Ь(Тт), имеющих почти везде ограниченные 
Фм- и V’rnP011350̂ 1115161

ess sup |/ф ‘̂ (а?)| <  1, ess sup \[ф{(х)\ <  1, г =  1, 2, ц С ?n, f  G T m .



90 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30

Если для наборов функций 4’ч(к)  и Фу(А:), г =  1, ‘2, .. . ,т, j  =  1,2, определяющих 
класс , существуют функции 4ч(к), ФДА:) и числа /3*, /5*, г =  1, 2, ...,?в, такие, что

фп(к) =  фг(к) cos Щ -  , V’i2(fc) =  V’i(A’) sin Щ - ,

Фл(^) =  Фг(А’) COS , Фг2(А’) =  Фг(А’) sill — , I =  1, 2, ..., 1П,

то класс является классом (-0, /3)-дифференцируемых периодических функций мно­
гих переменных и обозначается [2]. В этом случае для производных используют
естественные обозначения /jf. '(f )  и f ^ ( x ) .  Если т  =  2 и, кроме того, для чисел г >  0, 
s >  0, Г\ >  г, Si >  s выполнены условия Фi (Ат) =  к~г, Ф2(Ат) =  k~s, (к) =  к~п , 
4%2{к) =  k~Sl, /5i =  г, PI =  s, р2 =  ri, р2 =  s i, то классы совпадают с класса­
ми W ^ s . В работе [3] изучены вопросы приближения классов W ^ s прямоугольными 
суммами Фурье

П\ — 1 П2 — 1
S a( f ;x )  =  Sni<n2( f ; x )  =  £  2~Ф ) A %U\ *)-

/с 1=0 /с2 =0
Там же для верхних граней уклонений прямоугольных сумм Фурье S ^ (/; #), взятых по 
классам , получено асимптотическое равенство при щ —> оо, i =  1,2

e ( w ; : * - ,S r i ) =  sup \ \ f ( x ) - S H(f-,x)\\c =

41117?! ( 41ll '/?2 , / I n '/?! Ill ??,2 , 1 , 1
7Г2 '/?.11 тг2 '/?,?1 V пглп% if,1 П о1

к
г )

/I /о 2 \ /С'2_'*'2
В случае, когда функции, задающие класс, определяются соотношениями фг{к) =  д, 

Qi G (0; 1), ФДА:) =  Q\, Qi Е (0; 1), г = 1 , 2 ,  классы CJ'^ обозначаются CJ^.
В работе [4] С.М. Никольский получил асимптотическую формулу для верхних гра­

ней уклонений сумм Фурье на классах аналитических функций одной переменной ^

со; Sn) =  sup II f ( x )  -  Sn(f ;  ж)lie =  —^ K {q) +  0 ( l ) q nri 

K(q)

71

7Г/2
f  dt

о \Jl — q2 sin2 1

— полный эллиптический интеграл первого рода. С.Б. Стечкпн [15] этот результат полу­
чил другим способом, что позволило уточнить остаточный член последнего равенства.

В роботе [16] рассмотрены вопросы приближения классов функций многих перемен­
ных С 1̂ х> прямоугольными суммами Фурье S ^ (/; х) и получена асимптотическая при 
щ —> оо, i =  1, 2,..., т  формула
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7Г‘ Е  Е  П
<з’(

г=1
пА\ — Qi) ' ^  J--1- 1 —  Qj

г=1 f= 2  (i(r)Cm j6 /i(r)

Обозначим символом D q множество последовательностей ф(к), к £ N, для которых 
выполняются соотношения

ф(к +  1)
,lim ki\  =  q е  (0; 1 -̂k -t оо ф { к )

Для верхних граней уклонений сумм Фурье на классах функций одной переменной 
оо) ф{к) £ D q в роботе [17] получена асимптотическая при п —>■ оо формула

* « £ » ; « . )  =  * ( » ) (  - ^ ( в )  +  0 (1 ) (7Г п(1 -  д) (1 -  д)

где

еп =  sup
к>п

Ф ( к  + 1)
V'(fc)

В настоящей работе получена асимптотическая при щ —> оо , г =  1, 2, ...,?в формула, 
которая является многомерным аналогом последнего равенства для классов функций 
^/з,со’ 4’г(к) £ D qi, q i £ (0; 1), Фi ( k )  £ Dq^ Q i  £ (0; 1), г =  1 ,2,...,?в.

2. О сн овн ой  результат. Основным результатом работы является следующее утвер­
ждение.

Теорем а. Пусть ф^х) £ D qi, ФДя) G D Qi, ^  G (0; 1), Qi £ (0; 1), /5*, р* £ R, г =  
1 ,2 ,..., т. Тогда при щ —> оо, i =  1, 2,..., т имеет место асимптотическая формула

£ (C ^J; SH) =  sup || f ( x )  -  Sn(f] x) \\c  =  - j  ^  4ч (щ )К (%) +
r —ŝ imib 7Г i=l

0 ( 1) \  ̂ 4 ’i ( n i )q i  'ST'' 4 ’i ( n i ) £ n i ( 4 ’i )  \  "  \ "  \ "  TT Ф8(Д8) TT £ nj ( X&j )

^ ( 1 - f t H  ^  ( l - ф )2 Z ^ l l i _ g l l i _ g
L г=1  V ' г=1 V ' r=2  I_i(r)cm ?C|tt(r) *’€/i je? J

где
7t/2

A ' t o )
dt

I \/l — q2 sin2i о v
полный эллиптический интеграл первого рода,

ф ( к  + 1)
em(V0 =  sup

k>m Ф ( к ) Q , q =  lim
fc^oo V’(^)

0 (1 ) — величина, равномерно ограниченная относительно щ, qi, Q i, Pi, p*, i =  1, 2,
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□  Используя результат работы [18], показывается, что

Pn(f',x) =  / ( f )  -  S,t ( / ; f )

У  \ I  +  ^  cos (kiU +  ^ p jd t i+
k=Ui

+ D - i r + 1 E  ^  [ $ : ( * +  Е  *
ц(г)С.т гр

Щъ 
2

jei-i(r)
з ез I х

х П  Е  у{,‘' {,,j]cos +  •> ) dt3 ■
j £ f i ( r )  V j = n j

Далее понадобится вспомогательное утверждение [17].
Л ем м а. Пусть ф(к) £ D q, Q £ (0; !)• Тогда для любой последовательности чисел 

к =  1 ,2,... имеет место равенство

У  ф(к) cos(kt -  7fc) =  V’(«) Q n У  Qk cos(kt -  yk)  +  rn(t, ф)
k—n k—n

в котором
оо / i— 1

•(*> vo  =  J ]  ( П  “ q%' ° ° s ( (n + ^  ~ ln+i)  ■i= 1 4 /=0
Кроме того, начиная с некоторого щ

Ы М 9 |  < -«(VO
(1 -  q -  £п(ф) ) ( 1  -  q) ’

где e„(V0 определено (2 ).
Используя утверждение леммы, имеем

7Г
т о  я - оо  q '

Р й (/; Х) =  У ~  f t  №  +  *i^i) ^ ( « г ) ^ - ” ' X !  ^  COS ( kiti +  ~9~)  +  4’i (n i ) rni (ti, Фг)
г=1 к=По

dti

E ( - D r+1 Е _ ^  /  С ( г +  Е  *
'"= 2  u ( r ) C m  ^i t  i £ u ( r )

з е 3  I  Х

( i { r )  С М  у г

00 /О*
х 1 1 vl/ К )Q 7"' S  ^  cos ( " j t j  • '!/)  ' vl/./К )Г»Ъ'0 ,  )

Поскольку имеет место равенство

П  ^  - ъj)  =  Е  П  ар Ц ( - ^ ) >
j€ / - t ( r )  S C f i ( r )  p& fi\s

d tj-
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то
1 ТП я  ОО Q

Р й (/; X) =  I  f p ( x  +  иёг)  у  П .>'1 +  ~ ^ ) d t i  +
i=  1 к=Пп

л—  V  4ч{щ) / /р (х + иег)гПг (и, 4’i)dti +
—7Г

Е н г * *  Е  4 r ( f +  Е <
г = 2

х Е  П  ф , ы < з / г8 Е  ) ^ ,  • Д ф ^ х д ^ ф , - ) ^ .
?C jtt (r ) ^ s=ras W j € ?

Выполняя элементарные преобразования [19, с. 123], находим

У 7 cos ( kt. +
к=п

/?7Г

g” Г ^  cos kt. cos(nt. +  ^ - )  — ^  sin kt. sin j  'j =
'  fc=0 fc=0 '

^(1 — q cos t) cos (lit. +  j  — q sin t. sin (lit. +  j  ^
1 — 2q cos t +  q2

,  ̂ , /Зтг ,  ̂ gs in i ^cos [ nt +  —  +  arctg  --------- — - I

Тогда

V; 1 2c/ci is / • г/2 V 2 ' °  1 q cos t.

7Г

ой(/; 50 =  -  У  [  f t i i *  +  Uei)hllni{U)dti +
i = \  1

+ 0 (1) 4 ’i ( n i ) £ n i ( 4 ’i )  \  ^ \  ^ \  ^ TT W TTe'«j(̂ i)
(1 - q i ) 2 ^  ^  ^  J-l i _ q  1 1  1 - Q .

L г=1 r = 2 |i(f)cm ?c/-t(r) *’ €/i ie ?  J
(3)

где

E  ^ < cos (
k—rin

PiTT

Так как / ( f )  G C*,"^, t o/3,oo ’

£ (C 5 :* ;S y  <  I
71 , Qi1= 1  1



94 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е д  Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30

0 ( 1) 4ч{щ)£пМч)
Ё Е  Е
г='2 ц ( г ) С т  ?C jtt(r) s€jtt 3

Найдем функцию fo(x)  G О,"^, для которой имеет место соотношениеу/3,о°

Р й (/о ;0 ) =
^ ^  Qi

i = \  1

+0 (1) Е
4 ’i ( l 1' i)qi  , 4 ч { щ ) £ щ { 4 ч)V-~v 'v-'iv 

/ +
- ~ t ^ - Q i ) ni ~ i  i l ~Qi)

+  Ё  E  E n r | n f f
f = 2  (i(r )C m ^ C (i(r ) s€ f ‘  * j€ £  J

На основании соотношения (3), для каждой /  G можно записать

Р й (/; 0) =  -  X ]  I  / 0г(О +  U e i ) h l3ql n i { t i ) d t i +
71 л Qi

i = i  1

0 (1) 4 ’i ( n i ) £n i ( 4 ’i)  \  ^ \  ^ \  ^ TT ^ s ( 'f l 's )  TT£'«j(^i)

I ^  ( l - q i ) 2 ^  ^  ^  1 - Q s  1 - Q iL г =1  у 4  г = 2 f i ( r ) C m  £C /i(r ) *’€ /i  ^  ^

Покажем, что каждую функцию sign h ^ fa ), i =  1 , 2 можно  изменить на пе­
риоде на множестве точек, мера которого не превышает Kqirn^l {l  — qi)~ l , где К  — 
некоторая постоянная, так, чтобы для полученных функций yi(U) выполнялось уело-

7Г

вие J yi(ti)dti =  0. Рассмотрим функцию

hnM ) ----------------------------------- ^ COS ( щ и  +  +  Ф (^ г )
V l - 2? icosii +  ^  V 2

где

Ф(^) =  arctg-
qi sin U

1 — qi cos U
На интервале (0; 7г), на котором функция Ф(и) непрерывна и выполняется условие

7Г

Кроме того, для Vtj G (0; 7г)

\ ^ 'т

о <  Н и ) <  2 •

qi cos U -  q2
1 -  2% cos ^ +  qf

< Qi

1 -  Qi
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Функция h^ (ti) на промежутке (0; 7г) обращается в нуль и изменяет знак только в 
точках вида

f  +  ктг -  -  Ф ( Ы
tik =   ---------------    , к =  3, 4, . . . ,щ -  1.

Найдем оценки длин промежутков [tik; U(k+i)] и [U(k+iy,U(k+2)]-

+ _  тг Ф ( и к+ 1) -  & ( t i k )
î(k-\-1) ^ik jщ щ

, , _  ТГ $(ti(k+2)) ~  $(U(k+l))
Н(к-\- 2) Н(к-\-1) Щ Щ

Учитывая (8), видим, что модуль разности \(и(к+2) ~  U{k+1)) ~  (Цк+i) ~  f̂c)l не пре­
вышает

|Ф(̂ (А-+2)) -  Ф(̂ (А-+1))| + |Ф(̂ (А-+1)) -  Ф(Ы1 < 2qi(tj{k+1) -  tik)
Пг ~  щ(  1 -  Qi)

На основании (7) имеем

2ктт — &тг 7г +  2ктг — &тт
 —  < tik < --------------—  ,2 щ ~  ~  2 щ

2кп +  27г — j3iTT 37г +  2кп — [3̂ 7г
~ Ы г -  Чк+1) ~  2rii ’

7Г 37Г

2 ^  ~  U{k+1) ~  Uk -  2 ^  • (9)

Поэтому разность длин промежутков [tik',ti(k+i)] и [ti(fc+i)5 *̂(fc+2)] не больше, чем 
3qiTT й

—̂ 27---------\ • Функция h% (^) сохраняет знак на этих промежутках, причем правее и левее
(1  — qi)

от 1) знаки разные. Таким образом, функцию sign h^ (ti) на промежутке [tik]t^k+2)]
3^7Г

можно переопределить на множестве, мера которого не превосходит — ---------  так,
Щ (1 -  qi)

чтобы для полученной функции уД^) среднее значение на периоде было равным ну­
лю. На основании (9), количество промежутков, на которых функция h^ (ti) изменяет 
знак, не превосходит Ащ. Аналогичные рассуждения можно провести для промежутка 
(—7г; 0). Значит, функции, построенные на (—7г; 7г), имеют свойства

yi(ti)dti =  0

и отличаются от sign Щ  (U) на множествах, меры которых не превосходят 
К д {п~1( 1 -  qi ) -1, г =  1,2,
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Далее построим функции =  yi(ti), t G T m и функции f i(x)  такие, что
Ш А =  <Pi( х). Можно показать (см., напр., [16]), что функция

г=1

удовлетворяет условию (/оУ'М^) =  * =  1,2,...,?п. Поэтому fo(x)  G и имеет
место следующее соотношение

^  77 _ | _ i

/ ( Л ) 'Ч о  + 1&  ) h ' l j u ) d t ,  =  J  +  O (i)  *
—7Г

На основании (6) можно сделать вывод, что для найденной функции fo(x)  имеет 
место соотношение (5). Объединяя (4) и (5), получаем

=  7 Ё ^  /  К „ „ М Л ,  +
г=1

0 ( 1)
Фг{'Пг)Яг Фг{'Пг)£щ{Фг) Ф з(»з) (Ф;?)

(1 — аЛщ ^  (1 — аЛ2 ^  ^  ^  1 — Q s 1 — Q j
i=\  V ' i = l  V ' r = 2 i_i(r)Cm £C /i(r) *’ € /i  ̂ J

Из результатов работы [4] следует, что

7Г

/ О

| /^ ,(« ,)| Л , =  -£ -Л Г (« )  +  0 (1 )  $ -  , « = 1 , 2  т .
7Г Щ

—7Г

Объединяя два последних равенства, получаем асимптотическую формулу (1). I  

З аклю чени е. Отметим, что при выполнении условий

4i =  Q i , г = 1 , 2 , . . . , т ,

асимптотическое соотношение (1) обеспечивает решение соответствующей задачи Колмогорова- 
Никольского [19, с. 57].
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APPROXIMATION OF PERIODIC FUNCTIONS 
OF HIGH SMOOTHNESS B Y RIGHT-ANGLED FOURIER SUMS

O.A. Novikov, O.G. Rovenska
Donbass State Pedagogical University,

G. Batyuk St., 19, Slavyansk, 84116, Ukraine, e-mail: o.rovenskaya@mail.ru

Abstract. Asymptotic equalities for upper bounds of deviations of right-angled Fourier sums on 
classes of high smoothness periodical functions wight many variables are obtained. These equalities 
guarantee the solvability of the Kolmogorov-HikoPskii problem for right-angled Fourier sums on 
specified classes of functions.

Key words: (ф, /3)-derivative, right-angled Fourier sums, Kolmogorov-NikoPskii’s problem.
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