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Аннотация. Рассматривается решение уравнения Кона-Шема для цилиндрических ато
мов методом опорной функции на примере атомов углерода и кислорода.
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ции, локальный обменно-корреляционный потенциал.

1. Введение. В настоящей работе рассматривается решение уравнения Кона-Шема 
для цилиндрических атомов методом опорной функции на примере атомов углерода и 
кислорода. Обычно для атомов используется предложенное Слэтером [1] приближение 
сферического атома. Это приближение предполагает, что вместо реальной электронной 
плотности следующей из формулы Кона-Шема [2], следует брать электронную плот
ность усреднённую по углам. Конечно для многих атомов, на пример атомов щелочных 
металлов или благородных газов это приближение является точным. Более того, ес
ли учесть, что в методе Кона-Шема не требуется чтобы числа заполнения являлись 
целыми, то всегда можно подобрать числа заполнения так, что бы получившаяся элек
тронная плотность была сферически симметричной. Например для углерода можно 
взять число заполнения л орбитали равное 2/3 и такие же числа заполнения взять для 
х  и у орбиталей. При этом электронная плотность окажется сферически симметричной 
и полное число заполнения 2р орбитали будет равно 2.

В случае использования для заполнения только целых чисел оба электрона в угле
роде должны занять тот уровень, энергия которого окажется ниже. В этом случае атом 
углерода будет иметь уже не сферическую электронную плотность, а цилиндрическую, 
так как соответствующую орбиталь всегда можно назвать л орбиталью.

Конечно, решение цилиндрической задачи требует гораздо больших вычисли
тельных усилий и может быть оправдано только в том случае, если для обменно
корреляционного потенциала Кона-Шема есть достаточно точное приближение. В ра
боте [3] предложено новое приближение для локального обменно-корреляционного по
тенциала релятивистских атомов. Естественно при этом использовалось сферическое 
приближение для электронной плотности. Для атомов углерода и кислорода реляти
вистские поправки малы, поэтому будем решать уравнение Кона-Шема в нереляти
вистском приближении и подбирать константы в аппроксимирующем потенциале так,
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чтобы энергии ионизации и энергии внутренних оболочек, рассчитанные с использова
нием приближённого потенциала, были по возможности близки к экспериментальным 
энергиям.

Далее будет использоваться атомная система единиц h =  е2 =  т е =  1.
Расположим ядро атома углерода или кислорода в начале координат. Будем пред

полагать, что атомный потенциал V(г)  не зависит от угла

V(r) =  V(r, л ) . (1)

Это позволяет свести трёхмерное уравнение Кона-Шема:

- ^  +  V(f)^j Ф„(г) =  Е А (г) (2)

к численному решению двумерного уравнения.
В цилиндрической системе координат уравнение (2), с учётом условия (1), можно 

переписать в виде:

1 f l  д f  д \  1 д2 д2 \ \
2 ( ; *  Ы  +  ~ ^  +  8 ? )  +  v ( r - V  ф” (г1 =  • (3)

Будем искать решение уравнения (3) для функции Фп(г) методом разделения пере
менных:

ф n { r )  =  X n , m { r , z ) A m ( t p ) .  (4)

Для Дт (</?) легко получается уравнение:

9  Ад ^  =  - т 2 А п ( < р ) .  (5)

Здесь A m(ip) удовлетворяет очевидному граничному условию:

Am(ip +  2тг) =  А т (</?). (6)

Решение уравнения (5) с граничными условиями (6) очевидно и приводит к системе 
ортогональных функций:

Ат(<р) =  cos (т • </?), Ат(<р) =  sin (т ■ <р). (7)

Подставляя (7) в (6), получаем, что для выполнения этих граничных условий т  должно 
быть целым числом.

Подставим в уравнение (3) выражение (4) с учётом (7). После сокращения sin или 
cos уравнение для функции x„,m(r, л) принимает вид:
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Оставшееся уравнение содержит только две переменные г п z. Для того чтобы изба
виться в (8) от первых производных по г запишем:

(  ̂ Ил,т(г, z) ( ^Хп,т{Г, Z) =  --------=----  . (9)
\]Г

Из соотношения (9) видно, что при г =  0, u„,m(0, л) =  0 при любом л. Подставляя (9) в 
(8), для функции un,m(r,z)  получаем уравнение:

 Q  2 5  \

2 V (г , л) J ипт̂(т, л) 2Еп тип т(т, л ) . (Ю)

Очевидно, что на машине мы не можем реализовать бесконечные отрезки. Поэтому 
вводятся числа гс и лс за пределами которых можно считать решения уравнения (10) 
равными нулю. Следовательно, будем решать уравнение (10) с нулевыми граничными 
условиями:

Un,m(r, Zc) =  0, w„,m(rc, z) =  0, и„,т (г, ~ z c) =  0, и„,т (0, z) =  0. (11)

Если сразу решать уравнение (10) численно, то возникают две трудности. Во-
первых, уравнение (10) является уравнением на собственные функции и собственные 
значения. Качественных двумерных численных алгоритмов для решения таких задач 
до последнего времени не было. Во-вторых, замена второй производной на её дискрет
ный аналог может быть произведена с не очень высокой точностью. Это связано с рез
ким увеличением количества узлов сетки при уменьшении шага, или с уменьшением 
порядка аппроксимации при использовании неравномерной сетки. Обе эти трудности 
и приводили ранее к тому, что вместо прямых численных алгоритмов использовались 
проекционные методы. Эти трудности позволяет преодолеть метод опорной функции. 
Поэтому далее именно этот метод будет использован для численного решения уравне
ния (10) .

2. М е то д  оп ор н ой  ф ун кц и и . Рассмотрим вариант метода опорной функции, при
меняемый для решения уравнения Кона-Шема в цилиндрических атомах. Для этого 
представим функцию u„,m(r, л) в виде:

Un,m(r, z) =  Yn(r, z) +  yn(r, z). (12)

Здесь функция yn(r, z) описывает отличие более точной волновой функции un,m(r, z) 
от опорной функции У„(г, z). Явный вид опорных функций У„(г, z) выбирается из сле
дующих соображений. Во-первых, эта функция должна быть или аналитической, или 
задаваться эффективным численным алгоритмом, гарантирующим очень точное за
дание этой функции в нужных нам узлах решётки. Во-вторых, эта функция должна 
достаточно хорошо аппроксимировать функцию un(r,z)  чтобы можно было считать 
функцию г/,г (г, л) малой добавкой.

С учётом условия (7) для того случая, когда полная функция не зависит от угла (/?, 
для уравнения (10) в качестве опорной функции будем брать линейную комбинацию:

Фга,о(г, z) =  У  а£ • Yk(r, z ) , (13)
l<fc<3

д 2 д 2 
дг2 dz2



где для к =  1,2
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Для к =  3 имеем

П< (14)х

>3 {r,z)  = --------  . 15
х г

Здесь введено обозначение х  для расстояния от ядра до электрона:

X  =  л/г2 +  Z2 . (16)

При этом а£ -  нормировочный коэффициент, а Яд-(г) -  решение радиального урав
нения Кона-Шема для сжатого атома углерода или кислорода:

d2 . Л ,  / ч W  +  1)
+  2 ' ( Kph(tf) +cir2 V 2 • #'2

/?*.(./•) 2- 1.1 ч а х ) .  (17)

Здесь к =  1 соответствует ls -состоянию, к =  2 -  25-состоянию, а А: =  3 -  2р-состоянию 
сжатого атома углерода или кислорода. Потенциал сферически симметричного атома 
Vsph(x) был описан в работе [3].

Для случая, когда полная функция пропорциональна cos р  или sin р  имеем более 
простую линейную комбинацию сжатых 2р атомных функций углерода или кислорода:

Ы Г . = ) = * ‘ ( Х ) '1Г ' ' Д - (18)х.

Видно, что решение для опорной функции (18) дважды вырождено, так как одна и та же 
опорная функция, а, следовательно, и одно и то же решение уравнения (10) получаются 
для различных полных функций. Первая полная функция будет отличаться на cost/?, а 
вторая на sin р.

Перепишем уравнение Кона-Шема (10) для функции y„,m(r, л) в случае т  =  0:

f)‘2 г)2 0 9 е) \
+ 2 - {V{r, z) -  ЕпЛ) • уп,0(г, z) =  Fn0(r, z ) . (19)

dr2 dz2 r2

Здесь введены обозначения:

Fno{r, z) =  2 У  al ■ (En>0 -  £k -  Q {r , z)) ■ Yk(r, z ) . (20
l< k <  3

Q(r, z) =  V(r, z) -  Vsph( x ) . (21)

Аналогично получим уравнение Кона-Шема для функции упд(г, л):

д 2 д 2 0, 75
dr2 dz2 г2 +  2 • (V(r, z) -  Епд) • yn,i(r, z) =  Fnl(r, z ) . (22)



Здесь введено обозначение:

Fnl(r, z) =  2 (Еп>i - s 3 -  Q(r, z)) • Ф4(r, z ) . (23)

В нулевом приближении можно положить уп(р, ~) равным нулю, тогда описанные выше 
опорные функции соответствуют известному методу сильной связи. Интегралы пере
крытия Ьтп и dmn вычисляются в нулевом приближении обычным способом. Это поз
воляет найти коэффициенты а'1 в этом приближении.

Прежде чем обсуждать алгоритм решения уравнений (19) или (22) необходимо разо
браться с рядом математических вопросов. Отметим, что само уравнение (19), получено 
из дифференциального уравнения (10) с помощью простых алгебраических преобразо
ваний. Поэтому, вопрос о существовании решения уравнения (19) (или (22)) не стоит, 
однако не очевидно, что любое решение уравнения (19) будет также решением уравне
ния (10). Может также оказаться, что одному решению уравнения (10) будет соответ
ствовать несколько решений уравнения (19) или (22).

Пусть у нас существуют две функции д\ и д2, которые являются различными ре
шениями уравнения (19), относящимися к одной и той же энергии Еп т̂. Для простоты 
рассмотрим случай, когда в исходном уравнении (10) эта энергия является не вырож
денной. Вычитая из уравнения (19) для функции д\ то же самое уравнение для функции 
д-2 и приводя подобные члены, получим линейное уравнение:

9n,m(Ti ~0 2Еп тдп т(г, л ) . (24)

Здесь £/„,m(r, z) =  gi,n,m(r, z) -  t/2,„,m(r, z). Так как для уравнения (24) En,m является не 
вырожденным собственным значением, то (/ra,m(r, л) либо равна нулю, либо пропорцио
нальна ип,пг(т, z):

9 n , m ( r , Z )  =  А  • U n , m ( r ,  z )  ,

fJhn,m(r, Z) =  X ■ Un,m(r, z) +  #2,n,m(r, z) . (25)

Так как нас интересует нормированное решение уравнения (10), то подставим (25) в 
( 1 2 ):

\un,m(r, z) I =  IYn(r, z) +  Л • z) +  д2,п,т(г, z) \ =  |(1 +  Л) • и„,т (г, z) I . (26)

Отсюда, используя условие нормировки для функции un,m(r, z), получим уравнение:

(1 +  А)2 =  1, Л1 =  0, Л2 =  —2. (27)

Таким образом, мы видим, что в отличие от уравнения (10), уравнение (19) имеет два 
различных решения. Первое решение д\ действительно является малой добавкой к опор
ной функции. Второе решение соответствующее Л2 =  —2, приводит согласно (26) к 
функции —un(r,z).  Эта функция в уравнении (10) не давала нового решения, так как 
решение линейного однородного уравнения находится с точностью до произвольного 
коэффициента. Уравнение (19) не однородно и, очевидно, что функции д\ и д2 -  это
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d r 2

д 2 т 2 — 0,25
dz2

2V(r, z)
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разные решения. Поэтому при построении алгоритма следует позаботиться о том, что
бы решения yra,m(r, л) по сравнению с опорными функциями были малы. В этом случае 
второе решение окажется исключенным.

Перейдем к построению итерационной процедуры решения уравнений (19) и (22). 
Эти уравнения для различных т  и п одного типа. Метод решения для них один и тот 
же. Все они удовлетворяют нулевым граничным условиям:

Уп,т(г,  Zc )  =  Уп,т(г,  ~ Z C) =  уп,т(гс, ~ )  =  Уп,т(0, с )  =  0 . (28)

Будем решать методом последовательных приближений. Перейдем от дифференциаль
ных уравнений (19) к разностным. Введем неравномерные сетки по осям г и л:

щ  =  1,  2,  п 2 =  1 , 2 , ..., N2, х г ( щ ) =  г  П1, zc(n2) =  zn2,
xr(n\ +  1) =  xr(ni)  +  hr (ni), zc(n2 +  1) =  zc(n2) +  hz(n2). (29)

Здесь массивы узлов rni с различными номерами связаны друг с другом соотношением 
(29). При этом rrr(l) =  0 и xr(Ni)  =  гс Аналогично для массивов zn2 имеем zc( 1) =  
—zc, zc.(N2) =  zc. Так как мы собираемся находить функцию yra,m(r, л) приближенно с 
помощью итерационной процедуры и следить за тем чтобы она была мала по сравнению 
с ип(т, z) , то в качестве нулевого приближения следует положить y„,m(r, л) =  0 . Введем 
два массива am(iii, п2) и bm(iii, п2) . Первый массив будет задавать сеточную функцию 
приближенно описывающую функцию yn,m(r,z) на нечетных итерациях, а второй - на 
четных. Тогда вместо уравнения (19) получим разностное уравнение:

bm(iii, п2) =  (Аг(п.1, п2) ■ am(iii +  1, п2) +  Br(iii, п2) ■ am(iii — 1, n2) +

Az(iii, n2) ■ am(iii, n2 +  1) +  Bz(iii,  n2) ■ am(iii, n2 — 1) +  Fm(iii,  п2)^ ■ Dm(iii,  n2) (30) 

Здесь введены обозначения:

Аг(1Ъ /7 -Л =  2 • М » 2 )
[ ь  2) (hr(lli) +  h r ( l l i -  1)) ’

D / , ч ___________ hrz(iii ,n2)___________
r{nu п2) (hr (ill) +  hr (iii ~  1)) • hr (ill ~  1) ’

hrz(iii, n2) =  2 • hz(n2) ■ hr (iii) ■ (31)

Az(i i i ,n2) =
2 • hr (iii) 

(hz(n2) +  h,z(n2 -  1))

Bz( i i i ,n2)
hrz(iii, щ)

(h,z(n2) +  h,z(n2 -  1)) • h,z(n2 -  1)
(32)

0.125 1 - 1
Dm(iii,  n2) =  D r  (iii, n2) +  D z( i i i ,n2) +  (V  (iii,n2) -  En<0------ 7— 7- 7r )  • hrz(iii ,n2)

X r(lli +  1) J
Fm (iii, n2) =  Fn<0 (rni, zm ) ■ hrz( щ , n2) . (33)



В (33) введены обозначения:

° Г{Щ' П2) =  Ш ) ' D z (n i ' ,h) =  • <34)

Система переменных узлов может быть выбрана так, чтобы обеспечить для рекуррент
ной формулы (30) относительную погрешность 6 <  10_3 . Так как мы строим алгоритм, 
для которого сама величина Уп1п0 мала по сравнению с na(r ,z ) , то такая точность 
приемлема.

Уравнение (22) может быть записано в виде разностного аналогично тому, как раз
ностное уравнение (30) описывало уравнение (19):

Ьтг(111, 112) =  (Аг(п\, 112) ■ ат.г(п\ +  1 , 112) +  Вг(п\, 112) ■ атг(п\ — 1, 77.2) +
+  Az(n\, ??2) • amr(iii , 112 +  1) +  Bz(n\, 112) • amr(n\, ??2 — 1) +  Fmr(iii,  112)) ■ Dmr(iii,  112) ■

(35)

Здесь введены обозначения:

0 3 75 1_^
Dmr(iii,  п2) =  Dr(ni,  ii2) +  Dz(ni ,  ii2) +  ( V (п1,п 2) - Е пЛЛ ‘ ) • hrz(ni, n2)

L xr(iii +  l y  J
Fmr(n\, 112) =  Fni(rni, zn2) ■ hrz(iii, n2) . (36)

Очевидно, что представление разностных уравнений в виде (30) и (35) удобно для при
менения итерационного метода решения. В (33) и (36) входит неизвестная энергия атома 
Еп,т =  Еа . Для нахождения энергии Епт̂ воспользуемся уравнением (19). Для этого 
умножим его слева на ип,т(т, ~) и проинтегрируем по г п z . Учитывая, что уравнение 
(10) является самосопряжённым, и сокращая подобные члены, получим:

5 > “ [ ( £ „ - £, ) - 6 “ - < 3 " ] = 0 .  (37)
3

Здесь введены обозначения:

Zm Т т

Щ =  J  clz j  ua(r, z)Yj(r, z)dr , (38)
— Zm 0

Zm f1771

Qaj =  j  dz j  ua(r, z) ■ Qj(r, z) ■ Yj(r, z)dr . (39)
— Zm 0

Система уравнений (37) является однородной и имеет ненулевое решение, если ее опре
делитель равен нулю. Очевидно, что эту систему следует решать самосогласованным 
способом. В нулевом приближении иа(г, л) совпадает с Yk(r, л) , таким, что энергия Еа 
наиболее близка к Sk ■ При этом формула (38) дает интеграл перекрытия из приближе
ния сильной связи. Если в формулу (39) подставить Qj(r, л) нулевого приближения, то
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получится система уравнений сильной связи в первом приближении. Приравнивая опре
делитель системы (37) с коэффициентами 6" и Q " нулевого приближения к нулю, можно 
получить энергии первого приближения Еа и коэффициенты а" нулевого приближения. 
Используя эти коэффициенты в формуле (13) можно начать процесс итерации, пола
гая в нулевом приближении у" пп =  0 Формула (37) позволяет начать итерационный 
процесс. Какое-то количество итераций по этой формуле можно сделать не вычисляя 
заново коэффициенты а" . На следующем этапе необходимо уточнить этот набор коэф
фициентов. Для того, чтобы это сделать следует заново вычислить коэффициенты (38) 
и (39), используя для na(r,z)  формулы (12), (13)-(15) и (18).

Интегралы численно вычисляются гораздо точнее, чем производные. В оба инте
грала входят функции un,m(r, z), которые с каждой итерацией находятся все точнее. 
Поэтому и вычисление интегралов в (38) и (39) тоже можно осуществить все более 
точно. Следовательно, осуществляя через какое-то количество итераций вычисление 
интегралов в (38) и (39), можно методом последовательных приближений с высокой 
точностью получить энергетический спектр цилиндрического атома.

3. Вычисление атомного потенциала. Вычисление атомного потенциала. В ра
боте [4] был введен локальный модифицированный потенциал Слетера (МЛПС), с по
мощью которого удалось очень точно вычислить как полную энергию, так и энергию 
ионизации нерелятивистских атомов. В рамках теории функционала электронной плот
ности [5] в работе [4] было рассмотрено выражение для вычисления полной нереляти
вистской энергии атома:
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Для атомов углерода и кислорода, как и в работе [4], считаем, что уравнение Кона- 
Шема (2) описывает систему невзаимодействующих квазичастиц с энергией Еп, нахо
дящихся во внешнем потенциале V(r).  Электронная плотность квазичастиц п(г)  та же, 
что и у нерелятивистских электронов в атомах углерода или кислорода, поэтому для 
функционала Те[п] из (40) имеем выражение:

Для удобства используем формулу (41) и перепишем выражение (40) для полной энер
гии Е  в виде:

Е =  Те[??.] +  Ehar[n] +  Ехс[п] +  /  Ve{f) ■ n(r)dr.
/

(40)

п =  1
(41)

E  =  Y , E n
П= 1

J \ ' ( i  1пГ:<!Г |/j| J  V J f )n ( f )d f (42)

Здесь энергия Хартри Ehar\nc] дается обычным выражением:
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В приближении МЛ ПС [4] функционал обменно-корреляционной энергии Ехс[пс] имеет 
вид:

Е™г I /7.1
2Ne

( n 4 f i ) d f i . +  [ ’P ^ d r ldri+  
2 J  J  | r i - r 2|

+k ■ f
J  \ r i - r 2\

(44)

где к =  (3 +  N e ) ( N e — 1) , F(x )  -  аппроксимирующая функция, введённая в работе [3]: 

F(x )  =  х  ■ Ра(;г)[аз +  а±Ра{х)  +  (1 — аз)Ра2(х )] • ехр(—а2х) , (45)

где
„  , . х  ■ ал — 1 . „ .
Р Ф )  =  ---- —7ГГ" • 46х  +  0.5

Здесь коэффициент а2 определяет скорость убывания функции F(x )  вдали от ядра 
углерода или кислорода, и вычисляется, исходя из условия

Zm 1 т
J  d z j F ( r , z ) n ( r , z ) r d r  =  0, (47)

— Zm О

которое обеспечивает выполнение закона сохранения перераспределённого заряда 
усреднённой обменно-корреляционной дырки.

Параметр а\ определяет значение х  для которого Р а {х ) =  0 , а константы аз и а4 
определяют количество дополнительных нулей в полиноме Ра(х)  и подбираются так, 
чтобы численные значения полной энергии и энергии ионизации атомов углерода или 
кислорода совпали с экспериментальными данными. При этом остальные вычисленные 
энергии внутренних оболочек, должны быть как можно ближе к экспериментальным.

Теперь можно вернуться к вопросу о нахождении потенциала V(p, z) для цилиндри
ческих атомов углерода и кислорода. Электронная плотность цилиндрического атома 
может быть представлена в виде:

n(r, z) =  2 У  \фп(г) \ 2 =  пс(\г\) +  щ { г ) . (48)
П

Здесь является решением уравнения (2), а щ(г)  показывает отличие реальной
электронной плотности цилиндрического атома от электронной плотности сферически 
симметричного атома пс(\г\) и находится самосогласованным образом. При этом при
ближение для обменно-корреляционной энергии Ехс[п] не изменяется по сравнению с 
(44). Дело в том, что в эту формулу входит самосогласованная плотность п(г)  облада
ющая уже не сферической, а цилиндрической симметрией.

Согласно теореме Хоэнберга и Кона [6] функционал полной энергии (42) для точ
ной электронной плотности (48) имеет минимум. Так как минимум функционала (42)
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определяется из равенства нулю его первой вариации, то при очень малом изменении 
электронной плотности п(г)  , например, за счёт малого изменения потенциала V {f )  , 
поправки к полной энергии Е  будут второго порядка малости. Поэтому вблизи от пра
вильной электронной плотности модифицированный функционал можно считать точ
ным вплоть до второго порядка малости. Следовательно, можно брать его вариацию 
по электронной плотности, считая параметры аппроксимации постоянными. Вычисляя 
вариацию функционала (46) по электронной плотности п(г) и приравнивая её к нулю, 
получим выражение для неизвестного потенциала цилиндрического атома V(г)  :

V(r )  =  Ve{r) +  Vhar{v) +  Vxc{ r ) . (49)

Здесь Ve(r) -  потенциал притяжения электронов к ядру, выражение для потенциала 
Vhari?) с учетом (48) имеет обычный вид:

Vhar(r) =  [  , ^ Г21 .df2 =  ^hor(H) +  Vhd( f ) . (50)
J  \ r - r 2\

Сферическая часть потенциала Хартри Uhar(f) даётся формулой:

v Rc
/\ л ( l f  ( \ 2J , [  «c (r2)r|dr2\ Ne • (1 -  qha.r{r)) . .Vhar(r) =  4тг -  /  nc{r2)r2dr2 +  /  ----------------- =    , (51)

Vr J J r2 /  r
0 r

4:7T ■ 0 ( i ? c  —  r )  f  2 ( \ ( л rqhar(r) = ---------— -------- J  X nc(x)  1̂ -  - j d x .  (52)
r

Очевидно, что добавочный потенциал Хартри имеет вид:

Vhd{r )  =  [  ^ 0 l d r 2 . (53)
J  \ r - r 2\

Обменно-корреляционный потенциал псевдоатома Vxc(r) состоит из трёх частей:

' I  п{П) -лп +  к . F(\f\) ■ (  . (54)
J  \г —  Г i |  J  \Г —  Г\\

Первый член в квадратных скобках -  это потенциал Слетера, второй член компенси
рует усредненное самодействие в потенциале Хартри, а третий член аппроксимирует 
остаточную часть обменно-корреляционной дырки.

В разделе 2 описано, как решение уравнения Кона-Шема методом опорной функции 
осуществляется с использованием итерационной процедуры. В начале итерационной 
процедуры нам не известна точная электронная плотность цилиндрического атома (48). 
Поэтому вместо потенциала V(r),  вычисляемого по формуле (49), берется потенциал
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нулевого приближения Vo(r), который находится следующим образом. В формулах (51)- 
(54) вместо электронной плотности п(г) используется электронная плотность нулевого 
приближения щ (г) ,  выраженная только через опорные функции:

п0(r,z)  =  2 ^ | У „(г ,г )| 2 . (55)

Вычисление потенциала нулевого приближения Vo (г) позволяет начать итерационный 
процесс, описанный в разделе 2. При нахождении всех фп{г) в первом приближении и 
вычислении в этом приближении поправки щ(г)  можно одновременно найти поправку 
Vhdif) к потенциалу Хартри (53). Заметим, что этот интеграл есть решение уравнения 
Пуассона:

A Vhd(r) =  - 4т г %( г ) . (56)

Так как щ(г)  не зависит от угла ip то будем численно решать уравнение Пуассона в 
цилиндрической системе координат. Перепишем уравнение (56) в виде:

1 д_
г дг ~ )  +  =  z ) . (57)

Введем новую функцию:
U(r, z) =  Vhd(r, z) ■ \fr . (58)

Для неё получаем следующее уравнение:

&2U d‘2U U
- q ^  +  ^  +  ^ -2  =  -**Vd(r,  z ) . (59)

Для нахождения граничных условий в точках гс и лс вычислим Vm  в  произвольной точке
г за пределами атома углерода. В этой области щ{г)  =  0. В формуле (53) разложим
|г — г~21-1 в ряд по полиномам Лежандра для |г̂ | <  |г|:

1 1 _°°. /| I \ п
п Е  f  Pnicos'y). (60)

\ r - r 2\ \r\ ^  V И

Здесь 7 -  угол между г~2 и г . Так как для основной части плотности щ (г 2) имеем 
|г21 |г| ограничимся в этом разложении тремя первыми членами. Учтем также, что:

rr2 xx2 + yy2 + zz2 ,пл,cos 7 = ^ —  = ---------------- . 61
т ы  I м г  2 1

2 / и зОтсюда следует, что с точностью до членов |гг| /  И



Подставим (60) в (53)

Щ J  Vd(r 2) Z . | з̂
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V hd(r)  =  тч /  m { f 2 ) d f 2 +  7^7 /  m {r2) {x x 2 +  уу2 +  ZZ2 ) d f 2 +

1
2|г|г

|r2|2(3 cos2 7 — l )d f 2 • (63)

Первый интеграл в (63) равен нулю, так как он численно равен заряду, создаваемому 
плотностью щ(г)  • Рассмотрим второй интеграл:

J  Vd(f2) ( x x 2 +  у  г/2 +  ZZ2)df2 = X J  11d(f*2) x 2df*2+

Гс Zc

+  v J  « Ю М *  +  = /  /  „ ( Г , ,  , 2) . ^  s  о . ( 6 1 )

О — Zc

Этот интеграл равен нулю в силу симметрии щ (г2, z2) =  щ (г2, — z2) . Таким образом 
получим:

Ум(г) =  т^г?(3 cos2 7 -  1) • iid{f2)df2 ■ (65)
l\r\6

Подстановка (61) в (65) и переход в интеграле к цилиндрической системе координат, 
позволяет переписать (65) в виде:

Т /  (   ̂ 7Г( Г’ 2 “  2 Z ^  Т Г м Лум(г, z) =  — ------- -у -  • Ihd , (66)
2 (r2 +  z2) 2

Z° VcJ f  f щ (г 2,х 2)(г% -  2z%)r2dr2dz2 ( .
, M = J J  < a + W ) --------------- • (67)

— Z c  0

По формуле (67) мы можем найти потенциал вне атома углерода, а с ним и величину 
U{rc,z)  :

тт(  ̂ ^ { r l ~ ‘2z2)^r~cU(rc, z) =  - I hd. (68)
2 {r2 +  z ) 2

Аналогично вычисляется и величина U (г, zc). На линии г =  0 имеем условие U (0, л) =  0.
QU(г, ~)

На линии л =  0 в силу симметрии имеем  —-— L=0 =  0. Таким образом решение урав-
OZ

нения (59) с указанными граничными условиями дает нам возможность вычислить ве
личину U(г, z), а следовательно, и Vhd,(p, z) во всех внутренних точках молекулы. Алго
ритм решения уравнения (59) аналогичен тому, который был использован при решении 
уравнения (19).

4. Вычисление полной энергии и энергий внутренних оболочек цилин
дрического атома. С учётом (49)-(54) полная энергия цилиндрического атома может



быть записана в виде:

Есс. 2 • ^  /■;„ -  Ehar[n] +  Ехс[п] -  I Vxc{y )n{r )dr . (69)
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N e

П— 1

Подставим электронную плотность в виде (48) в выражение для энергии Хартри Е^аг '■

У п , т ( г , ~с) =  Уп,т(г,  ~ Z C) =  у п , т ( г с , -) =  Уп,т(0, -) =  0 (70)

В (70) введено обозначение Е ^ ^  для энергии Хартри сферического атома, приходя
щейся на один электрон и вычисляемой по формуле:

Уп,т(г,  Zc )  =  У п ,т (г , -~с) =  Уп ,т(гс , ~) =  Уп,т(0, -) =  0 (71)

С другой стороны, используя (51) и (53), можно записать энергию Хартри в виде:

Уп,т(у i Zc) Уп,т(у i ~с) Уп,т(Ус1 ~0 Уп,т{0, z) 0 (72)

Подставим (72) в (69) и воспользуемся (44):

Уп,т(г, Z c )  =  Уп,т(г, ~  Zc ) =  Уп,т{гс, ~) =  Уп,т{ 0, с) =  0 . (73)

Здесь введено обозначение:

Уп,т (j", -с) =  Уп,т (j", - - с )  =  Уп,т( гс , z) =  уп,т{ 0, с) =  0 . (74)

При решении уравнения Кона-Шема потенциалы Vapr(y\) и Vhd(rl) вычисляются по 
формулам (74) и (53). К моменту окончания итерационной процедуры соответствую
щие двумерные массивы уже существуют в рабочей области программы и могут быть 
использованы для вычисления соответствующих двумерных интегралов в формуле (73).

5. В ы ч и сл и тел ьн ы й  эксперим ент. Результаты апробации выведенных нами фор
мул мы дадим на примере расчётов полных нерелятивистских энергий цилиндрических 
атомов углерода и кислорода. Дело в том, что для цилиндрического атома углерода мы 
должны разместить два р электрона либо на орбитали pz (с противоположными спи
нами), либо на рх и ру орбиталях. Если оба электрона расположены на pz орбитали, 
то рх и ру орбитали полностью свободны. Проведённый расчёт показал, что при этом 
энергия свободных орбиталей оказывается меньше чем энергия занятой орбитали. Если 
теперь переместить один электрон на рх а другой на ру орбиталь, то при таком запол
нении электронной плотности после самосогласования энергия pz орбитали окажется 
лежащей ниже. Так как заполняться по теореме Кона-Шема должны орбитали с самой 
низкой энергией, то мы приходим к противоречию. Единственным способом разрешить 
это противоречие является отказ от целых чисел заполнения орбитали. Если положить 
что по две трети электрона заполняют рх , ру, и pz орбитали, то цилиндрический атом с 
таким заполнением сводится к сферическому атому, в котором все энергии р орбиталей 
совпадают.
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Совсем другая ситуация возникает для цилиндрического атома кислорода. В этом 
случае мы можем разместить на pz орбитали только два электрона с противополож
но направленными спинами. Ещё по одному электрону можно разместить на рх и ру 
орбиталях, у которых энергии одинаковы и лежат выше энергии pz орбитали.
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THE SOLUTION OF THE KOHN-SHEM EQUATION FOR CYLINDRICAL  
ATOMS BASED ON THE METHOD OF SUPPORT FUNCTION

A.V. Beregovoy, A.G . Shklovsky
Belgorod State University,

Pobedy St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: Shklovsky@bsu.edu.ru

Abstract. It is proposed the method of numerical solution of the Kohn-Shem equation for 
cylindrical atoms. It is based on the method of support function and applied for the carbon and 
oxygen atoms.

Key words: Kohn-Shem’s equation, cylindrical atom, method of support function, local 
exchange-correlat.ion potential.
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