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1. Введение

Пусть V  — подмножество множества простых чисел. В аналитической теории чисел 
существует направление, изучающее свойства натуральных чисел, все простые делите
ли которых принадлежат V.

В 1909 году Э. Ландау [1] получил асимптотическую формулу для числа таких чи
сел, не превосходящих х  для случая, когда V  — множество простых чисел, лежащих в 
заданной арифметической прогрессии.

Позже несклько авторов [2-4] доказали ряд теорем о распределении значений муль
типликативных функций на множестве натуральных чисел, все простые делители ко
торых принадлежат V, где требуется лишь существование асимптотической формулы 
для суммы вида

E i -
р<х,
p£V

Обзор указанных результатов представлен в монографии [5].
Большой вклад в эту проблематику внес М.Е. Чанга [6], который применил метод 

комплексного анализа для случая, когда
О О

v =  {p, р е  ( J  [(Dn  +  I -  l ) 1 / » ,  (Dn +  1)1/а)} ,
п =  1

где / и D  — фиксированные целые числа, 1 < / < D, а — нецелое число. За счет 
применения более точных методов исследования он существенно усилил результаты 
своих предшественников.

Цель настоящей статьи состоит в том, чтобы исследовать случай, когда V  — мно
жество простых чисел из множества No, к определению которого мы переходим.
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Пусть имеется представление натурального числа п в двоичной системе счисления:

О О

Е £‘ 2‘
к=О

где £к =  0 , 1.
Разобьем множество натуральных чисел на два непересекающихся класса следую

щим образом:

N0 =  < п : п Е N, ^  £к =  0 (mod2)
к=О

Ni =  < п : п Е N, =  1 (mod2)
к=О

В 2010 С. Mauduit и J. Rivat [7] доказали, в частности, что плотности множеств 
простых чисел из классов No и Ni совпадают. Другое доказательство этого факта дал
В. Green [8].

Основным результатом данной статьи является следующая теорема.

Теорема. Пусть

Tk0(x) =  Y , '  1 .
п < х

где штрих означает\ что суммирование идет по натуральным числам с простыми дели-
телямп из множества No. Тогда справедлива асимптотическая формула

Tk0( x ) = x  Y ,  с" (г ( ^ / 2 - “,.)‘ + ° <Те" ^ ) ' С > ° '
0<»г<л/1п •1’

где сп G Е.

Отметим, что если к/2 — целое число то сумма, стоящая в главном члене, содержит 
к/2 ненулевых слагаемых, так как Г- 1(А:/2 — п) =  0 при п > к/2. Если же к/2 — нецелое 
число, то главный член представляет собой асимптотический ряд.

Доказательство сформулированной теоремы проводится методом производящих функ
ций согласно схеме рассуждений работы [9]. Ключевую роль играет изучение аналити
ческих свойств специальной дзета-функции вида

<o(s) =  П  -  Р ^ У 1 ’
ре No

а также функций (,k(s) при натуральных к.



2. Схема доказательства теоремы

Прежде всего, на основе асимптотической формулы для суммы

Е 1
р<х,
p€.No

получаем, что для производящей функции нашей задачи Со (s) имеет место следующее 
соотношение

<о‘ М  =  <к/Чо)еам . R e s > l ,  (1)
где £(s) — дзета-функция Римана, a G(s) — функция, регулярная и ограниченная в 
полуплоскости Re s >  1 — А при некотором А > 0.

Применение метода производящих функций в нашей задаче имеет свою специфи
ку. Поскольку получить индивидуальную оценку для функции делителей, существен
но лучшую, чем тд.(/?.) < п£, невозможно, применить обычную формулу Перрона (см., 
например, [10, глава V, §1]), не удается. Поэтому приходится пользоваться ее «усред
ненным» вариантом из статьи [9], а затем методом «асимптотического дифференциро
вания».

Из формулы (1) следует, что при четном к функцию Co(s) мс>жно аналитически 
продолжить в полуплоскость Re s >  1 — А. В случае же, когда к — нечетное число, этого 
сделать нельзя, поскольку не только точка s =  1, но и все нетривиальные нули функции 
£(s) нечетного порядка, которые, возможно, лежат в полуплоскости Re s >  1 — А, будут 
являться точками ветвления. Поэтому в последнем случае интегрирование ведется по 
контуру Ганкеля, а аналитическое продолжение осуществляется в область

Res > 1 — Д(Т) , |Ss|<T, (2)

где
lim Д(Т) =  0 ,

Т  —>+оо

причем функция Д(Т) выбирается с таким расчетом, чтобы в области (2) не было 
нетривиальных нулей С(5)-

Отметим в заключении, что в случае четного к можно получить для Тко(х) асимпто
тическую формулу, остаточный член которой имеет степенное понижение по сравнению 
с главным.
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