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новских матриц-функций поставлена в соответствие последовательность ортонормированных 
матриц-функций. Доказан критерий вполне неопределенности предельной интерполяцион­
ной задачи в терминах сходимости ряда, построенного по ортонормированным матрицам- 
функциям.
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1. Введение

Одной из важных проблем в теории функций является нахождение условий, при 
которых голоморфная функция неоднозначно определяется по своим значениям на 
некоторой бесконечной последовательности точек из своей области определения (уз­
лов интерполяции). Классическое необходимое условие неоднозначности состоит в том, 
что все предельные точки множества узлов интерполяции принадлежат границе обла­
сти определения голоморфной функции. Однако это условие не является достаточным. 
Необходимые и достаточные условия неединственности зависят от области определения 
и области значений рассматриваемых голоморфных функций. Наиболее изученным яв­
ляется случай, когда областью определения и областью значений голоморфных функ­
ций является круг (полуплоскость). Для таких функций критерии неединственности 
решения интерполяционных задач в терминах параметров Стилтьеса, параметров Шу­
ра, ортонормированных многочленов, кругов Вейля были получены в статьях [1]- [5]. 
Эти исследования были продолжены в работах многих авторов. Особо отметим ста­
тьи [8]- [11], выполненные в рамках подхода В.П. Потапова к решению интерполяцион­
ных задач для неванлинновских матриц-функций (МФ). Аналогичные результаты для 
стилтьесовских МФ были получены в статье [12]. В процитированных статьях были рас­
смотрены конкретные интерполяционные задачи. Общие схемы решения интерполяци­
онных задач, включающие в себя целые классы конкретных интерполяционных задач, 
были предложены в статьях [13]- [15] для неванлинновских МФ и в статьях [16], [17] -  
для стилтьесовских МФ. Однако эти общие подходы не включали в себя «пошаговых» 
объектов типа параметров Стилтьеса, параметров Шура, ортонормированных много­
членов, кругов Вейля и соответствующих критериев неопределенности предельных ин­
терполяционных задач. Абстрактные аналоги «пошаговых» объектов были введены в
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контексте упорядоченных последовательностей обобщенных интерполяционных задач 
в [18] для неванлинновских МФ и в [19], [20] -  для стилтьесовских МФ.

В этой статье с упорядоченной последовательностью обобщенных интерполяцион­
ных задач для неванлинновских МФ впервые связана последовательность ортонорми­
рованных МФ. В зависимости от типа обобщенных интерполяционных задач эти орто­
нормированные МФ могут быть целыми или мероморфными МФ. Они являются обоб­
щениями классических ортонормированных многочленов и ортонормированных раци­
ональных функций. В терминах последовательности ортонормированных МФ получен 
новый критерий вполне неопределенности предельной интерполяционной задачи.

2. Основные определения и обозначения

Пусть С+ =  {z  G С : 1тл > 0}, С_ =  { ;  е С : Im ; < 0} и С± =  { ;  6 С : Im : /  0}. 
Пусть, далее, Q — сепарабельное и И -  конечномерное гильбертовы пространства. Сим­
волом {1-L,G} обозначим множество всех ограниченных линейных операторов, действу­
ющих из И в Q, символом {Я } обозначим множество ограниченных операторов в Q, 
а символом { д } н — множество ограниченных эрмитовых операторов в Q. Оператор 
A G {G}h  называется неотрицательным, если ( / ,  A f )  > 0, V / G Q. Множество неот­
рицательных операторов в Q обозначим символом {G}>-  Неотрицательный оператор 
A G { б } >  называется положительным, если он обратим и A -1  G { б } -  Множество поло­
жительных операторов в Q обозначим символом {<?}>• Пусть операторы А, В  G {G}h-  
Неравенство А > В  (соотв. А > В) означает, что А — В  G { б } >  (соотв. А — В  G {<?}>).

Тождественный и нулевой операторы, действующие в некотором гильбертовом про­
странстве Q, обозначим символами 1д и Од. Нулевой оператор, действующий из гиль­
бертова пространства Q\ в гильбертово пространство обозначим символом Одгд2.
Для упрощения записи мы часто будем опускать нижние индексы у нулевого и тожде­
ственного операторов, если эти индексы легко определяются из контекста.

Пусть заданы операторы К  G { Q}> , Т  G { б } ,  u,v G И пусть эти операторы
удовлетворяют Операторному Тождеству (ОТ)

Т К  -  КТ* =  mi* -  im*. (1)

Определение 1. Упорядоченный набор операторов

V =  { K , T , u , v } ,  (2)

удовлетворяющий ОТ (1), называется обобщенной интерполяционной задачей неван- 
лпнновского типа, а пространства Q п И называются масштабными пространствами 
обобщенной интерполяционной задачи.

Пусть оператор Т таков, что оператор-функция (ОФ) Д т(-) =  — мероморф-
на в С. Множество особых точек ОФ R t  обозначим символом Z. Из мероморфности 
R t  следует, что множество Z  дискретно в С, т.е. не имеет предельных точек в С. Пусть 
Z  =  {z  G С : 5 G Z }.

Определение 2. ОФ w : С+ —>• { 'Н,} называется неванлпнновской, если она голо­
морфна в С+ п { w (z) — w*(z)}/2i > О-ц, Vz G С+.
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Класс всех таких ОФ обозначим 1Z.
Определение 3. ОФ w Е 1Z называется решением обобщенной интерполяционной 

задачи (2), если она удовлетворяет следующему Основному Матричному Неравенству 
(ОМН) В. П. Потапова

К  Rt (z) { vw(z) — u }
{ v w { z ) -  u}* R*T{z) { w { z ) - w * { z ) } / { z - z }  1 -  °Q®H, z e C + \ Z .

Определение 4. Обобщенная интерполяционная задача V  =  {А', Т, и, и} с масштаб­
ными пространствами Q п И называется вполне неопределенной, если

К  Е {<?}>, vh =  0 -ФФ- h =  0, uh =  0 -ФФ h =  0.

Далее в этой статье мы будем рассматривать только вполне неопределенные обоб­
щенные интерполяционные задачи. Множество всех решений обобщенной интерполя­
ционной задачи (2) обозначим символом Т. Можно доказать (см. [14]- [15]), что при 
сделанных предположениях множество Т  не пусто.

Пусть дана бесконечная последовательность гильбертовых пространств 
Рассмотрим ортогональные суммы этих пространств

g(D =  fj(D ф fj(2) 0  . . .  0  fj(D .

Каждое из пространств можно рассматривать и как подпространство в любом про­
странстве Q^ при I > к. Мы часто будем отождествлять векторы ( x i , . . .  ,Xk,0, . . .  ,0) 
из gd) с векторами (х\,. . .  , Xk) и з  Q Пусть оператор А Е { б ^ } -  Сужение операто­
ра А на подпространство обозначим через А\д(к). Пусть Рг к обозначает оператор 
ортогонального проектирования пространства gd) на подпространство Q Оператор 
Pi'kA\g(k) в подпространстве С мы часто будем рассматривать как оператор в 
пространстве д {к).

Пусть теперь для всех I > 1 определены обобщенные вполне неопределенные интер­
поляционные задачи

v d) =  { K « \ T {l),u{l),v{l)} (3)
с масштабными пространствами Q̂ l'\ 7-L.

Пусть произвольные натуральные числа I и к удовлетворяют неравенствам 1 < к <
I. Рассмотрим ортогональное разложение масштабных пространств интерполяционной 
задачи (3)

д {1) =  д (к) е  ( д (1) е д (к)) . (4)

Определение 5. Пусть дана последовательность интерполяционных задач (3) п 
матричные представления операторов интерполяционной задачи V '̂\ построенные по 
разложению (4) , имеют вид

тЛ1)  (  \ (/) f  Т (А) O g ( l ) e g ( k ) g ( k )  \
V В«'к)* )  ’ V Т‘21к) т&к) )  ’
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•"  ̂ ( I ) ■ »,в  ̂ ( I -  j  ■ ®
Последовательность интерполяционных задач (3) называется упорядоченной, если опе­
раторы К^к\ Т^к\ v[k\ ii/k\ рассматриваемые как операторы в пространствах п 
И, совпадают с операторами К k̂\ Т^к\ v̂ k\ интерполяционной задачи 'pW.

Для упрощения записи в формулах (5) мы будем обозначать через и т.д. 
Упорядоченную последовательность интерполяционных задач обозначим через [у .
В этом контексте обобщенные интерполяционные задачи называются усеченными 
интерполяционными задачами. В обозначения объектов, связанных с усеченной зада­
чей V ^'\ введем верхний индекс (/). Имеют место включения С (см. [18]).

3. Ортонормированные ОФ, ассоциированные 
с упорядоченными интерполяционными задачами

Рассмотрим упорядоченную последовательность обобщенных интерполяционных за­
дач •{ V 1 \ ■ И пусть в представлении масштабных пространств (см. (4)) k =  I — 1

д {1) =  д {1~1) е  t)(/), i > 2 .

Введем упрощенные обозначения для операторов

,n _  (  KV-V B (/) \ {l) _  (  v«~l)
В ^  С {1) )  ' V ~  {  v{l)

И пусть
С (/) /  1 =  1 '

\ с {1) -  b F k {1- 1] "в ^, i >  1 .
Легко видеть, что выполнены равенства

I  О \ (  KV-V О \ (  I  xb (/)
B W r V - 1)_1 I  J V О Sw О I

Отсюда

A, « -  =  (  *  0 )  + (  j  s „ r l  ( _ B „ r  A,,_ir

Пусть операторы
y(D : g{i) =  g V -D 0  fj(0 fj(0

и естественных матричных представлениях задаются формулами 

Из (7) и (8) следует, что

V =  ( O g ( l - l )  (,(!) /[,(()
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С упорядоченной последовательностью [ Р ^  [у обобщенных интерполяционных за­
дач свяжем последовательность ОФ

P [l\z) =  K [ iyhRTW(z) , P {l\z) =  S{l)1/2V {l)K {irlRT{l){z)v{l] , / > 1 .  (10)

Пусть неванлинновская ОФ w Е J и ее интегральное представление (см. [21]) 
имеет вид

°° /  1 t  ̂ Г  <r{l)(dt)
СХОДИТСЯ.» < » ( ;)  =  +  J ^  „ т щ

i +  t:2

Здесь Е {% }> , Е {% }я , а неотрицательная операторная мера <т определена на 
борелевс.ких подмножествах М. и принимает значения в {% }> . Тогда при выполнении 
некоторых дополнительных условий (см. [14], [15]) имеют место интегральные пред­
ставления

/ О О

RTn){t)v(l)a(l) (dt)v{iyR*Tln{t) + W (l). (11)
• О О

Здесь Е Мы будем считать, что в наших задачах всегда имеет место
интегральное представление (11).

Теорема 1. Пусть дана упорядоченная последовательность обобщенных вполне 
неопределенных интерполяционных задач неванлпнновского типа И пусть,
далее, функция w Е J п допускает интегральное представление (11).

Тогда для любого I Е N имеют место соотношения обобщенной ортонормпрованностп

р  О О

/  P {l\t)a{l\dt)P{ir{t) +  S{l)1/2V {l)K {irlW {l)K {irlV {l)*S{l)1/2 =  IH , (12)

P [k\t)(j[l){dt)P[ir{t) + s {k)1/W {k)K {krlX l'kW {l)K {l)~ W {l)*S^1'2 =  0 H , k < 1 ,
J — oo

(13)
/ оо

P {k](t)a{k)(dt)P{ir(t) + 5(fc)1/V (fc)/ i (fcrlH/(fc)y a7\(/rV (/rS(/)1/2 = On , k >  I .

•oo
(14)

Здесь операторы X l'k E j^ '7' =  Q ® (Q 0  б ^ ) ,  | н задаются с помощью мат­
ричных представлений

X l'h =  (̂ lg(k) Og(l)e g(k)' g(k) j ,

а операторы Y l'k E 0 (Q ^  0 | п задаются с помощью матричных
представлений

^1,к   j Igd)

' —oo
P O O

g(k)e g(0 , g(i)
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□  Имеем
/»оо

/  P {l)(t)a{l)(dt)P{l)*(t) + S{l)1/2V {l)K {irlW {l)K {irlV {l)*S{l)1/2

/ Г°° \
S(l)1/2V (l)K {irl и  RT(n{t)v(lA (l\dt}v(ir R*Tll){t) +  W (l)y < (irlV (ir S(l)1/2 

S W 1 / 2 V { l ) K { i r l K { l ) K { i r l V { l ) t S { l ) 1/2  

S(D1/2V{1) I<{irlV{ir S{1)1/2 = s{l)1/2 s{irl S{1)1/2 = In­

to

Здесь мы воспользовались формулами (10), интегральными представлениями (11) и 
равенством

v mK v r ' vVr  =  ( o s„ - , )t„, ) ( К<‘~0 1> ' о ) ( \ д" Г )

+  ( < W ,  1 , , ) ( - к1' Т В т )

х ^ ) - 1 ( -B iD' KV- V - 1 ^ ^ =  s{l)-i

Формулы (12) доказаны.
Докажем теперь соотношения (13). Из блочной структуры оператора Т ^  (см. (5)) 

следует, что ОФ R T(d ( z ) имеет следующую структуру

Вт, ф )  =  (1да, -  ^ « Г 1 =  (  ° в' ^ Ш )  ■ (15)

Здесь R-2i(z) и R ‘22(~) некоторые мероморфные вместе с R T(d (z ) ОФ, конкретный вид 
которых нас не интересует.

Имеем

vl ,k  ту (   (  Т Г) \ (  О  g [ l )  Q Q [ k )  д [ к )  \ {  ^
А Д г т О  -  (/<,<*> ( \ : •' • •' / у R 21(z) R 22(z ) )  [  г <■>"

{  u(fc) \
R T ( k ) ( z )  O g ( l ) e g ( k ) g ( k ) ) (  j =  R T (k) (z )   ̂ .

Таким образом,
Ят(* , ( ф (А;) =  X l'kRT(l){z)v(l).

Воспользовавшись этим равенством, получим
РОО

/  P {k)(t)a{l\dt)P{ir(t) +  S{k)1/2V {k)K {krlX l'kW {l)K {irlV {l)*S{l)1/2
JO

г оо
=  S{k)1/2V {k)K {krl /  RTlk)(t)v{k)a{l\dt)v{irR^a]( t )K{l)~ W {l)*S{1)1̂

Jo
+  S{k)1/2y{k)K {k)-1x l,kw {l)K {l)- 'yil )*^)1/*

roo
=  S { k ) ^ y { k ) K {k)-^x i,k /  S {1)1/2
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+ sik)1/2v {k)K {krlX l'kW {l)K {irlv {l)* s {l)1/2
/ г°° \

=  SW 1/2V {k)K {krlX l'kn  RT^(t)v{l)a{l\dt)v{irR*Til](t) +  Ж (г))/\  ( /r V (/)* S (/)1/2

=  s('k'>1/2v ('k'> к '̂̂1 x l'k s('i:>1/2 = s('k'>1/2v('k'> k^ 1 x l'kv^* s 1̂12 =  Ou

Мы воспользовались равенством X l,kV^* =  О, которое следует из того, что образ опе­
ратора

у{1)* — {  0^1)
/ Ь (1)

содержится в ядре оператора X l'k=  (lg(k> Og(ue g(k) g(k)J. Равенства (13) доказаны. Ана­
логичным образом доказываются равенства (14). I

4. Предельная интерполяционная задача

Определение 6. Пусть дана упорядоченная последовательность обобщенных ин­
терполяционных задач неванлпнновского типа п пусть J обозначает мно­
жество всех решений интерполяционной задачи V {1). ОФ w Е 7Z называется решением 
предельной интерполяционной задачи, если w Е Т {1), V/ Е N.

Множество решений предельной интерполяционной задачи обозначим символом 
а саму предельную интерполяционную задачу -  символом Пусть Z ^  обозначает
множество особых точек ОФ RTu). И пусть Z ^  a Z ^  =  U i ^Z ^ .  Нас
будет интересовать тот случай, когда предельная интерполяционная задача имеет бес­
конечно много решений. Для этого необходимо, чтобы множества Z ^  и Z  ̂  ̂ не имели 
предельных точек в С±. Будем считать, что для наших задач выполнено это необходи­
мое условие.

Сформулируем некоторые известные результаты из теории операторных кругов Вей­
ля (см. [9]- [11], [22]- [24]). Зафиксируем точку z0 Е С+ \ { Z ^  U Z °̂°'>} и и рассмотрим 
множество операторов

JC{l)(z0) =  {w (z0) : w Е Т {1)}- 

Множество /С^(со) допускает представление вида

Здесь

/С(г)Ы  =  { cw (z0) +  rw (z0)Vpw (z0) : V*V < I } . (16)

c{l\z0) =  (i(z0 ~ z o ^ E ^ M K ^ R r a ^ z o ^ y 1 x 

х{г(50 -  z0)u(l)*R^{l](z0) K (l) -  i l } * ,

r {l\zo) =  (i(z0 -  ло)г-(г)* ^ (г)(ло)А(гг1Дт ,г,(ло)г-(г)) " 1/2 > О , (17)
1 /2

Р{1)Ы  =  ( i ( z o  ~  z o W ^ B ^ ^ K ^ R r ^ z o W ^ y  >  О .



44 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е гЯ  Серия: Математика. Физика. 2013. №19(162). Вып. 32

С геометрической точки зрения множество /С^(со) из (16) можно считать операторным 
кругом с центром в точке c^(zo) левым радиусом ^ ( z o )  и правым радиусом р^(ло). 
Этот круг называется операторным кругом Вейля.

Из включения С следует, что

/ С ^ Ы с / С ^ о ) .

Пусть
ОО

^ (оо)ы  =  п ^ (г)ы -
/=i

Оказывается, что существуют пределы

с(оо)(~о) =  lim ^ ( z o )  , р(оо)(л0) =  lim р(г)(~о) > О , г (оо)(л0) =  lim г(/)(л0) > О .I—̂оо I—̂оо Z—̂оо

Более того,

/С(оо)(~о) =  {гф о ) : G -F(oo)} =  {с (оо)(~о) +  r{oo)(z0)Vp{oo)(z0) : < / }

Множество матриц /С °̂°̂ (ло) называется предельным кругом Вейля в точке со-
По теореме С.А. Орлова (см. [22] ) для любых точек z\,z2 G С+ \ { Z <*> U Z 0о} имеем

т =  rankr(oo)(^i) =  rankr(oo)(^2) , п =  rankp(oo)(^i) =  rankр(оо)(с2) .

Числа т. и /г служат мерой вырожденности предельной интерполяционной задачи. 
Определение 7. Если т =  /г =  dim ?/, то предельная интерполяционная задача

V (oo) называется вполне неопределенной.
Резольветной матрицей для усеченной задачи называется

п{1)( , _ 1  I  +  z v ^ R T{l)*(z )K^ - z v ^ R T{l)* ( z )K^  V /}
1 zi/1'1* RT(d* (z) I^i r l i/l) I  -  zi/1'1* RT(d* (z) I^irl  v^

Матрицей Вейля для усеченной задачи называется

W [l]{z) =  U{irl* (z)JU{ir\z) ,  J = ( ° TH V  (18)
\  l l u On J

В [18] доказано, что

и/|,,м = ( о ~с7 : ) ) ( Г" Т  ) ( - Л )  ° ) • (19)

Теорема 2. Пусть дана упорядоченная последовательность обобщенных интерпо­
ляционных задач неванлпнновского типа [V ^  } г N п предельная интерполяционная за­
дача . И пусть, далее, последовательность ортонормированных ОФ { (~) } ге1 т 
определена в (10), а последовательность матриц Вейля {W ^ (~ ) } /eN определена в (18).
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Для того, чтобы предельная интерполяционная задача V ^  была вполне неопреде­
ленной необходимо, чтобы во всех точках z G С+ \ { _2̂ °°) }̂ существовал отличный
от нуля предел числовой последовательности

lim det W ^ iz )  ф 0 (20)
I—̂ОО

и сходился ряд
оо

J2 p {1)*(z)P{1](z) (2 1)
/=i

п достаточно, чтобы хотя бы в одной точке z G C + y j.Z ^ U i^ 00'*} существовал отличный 
от нуля предел числовой последовательности (20) п сходился ряд (21).

□  Для все / G N и с G С+ \ { Z 0̂0'1 U Z °̂°'>} имеют место равенства

i

r {ir\ z) =  i ( z  P{j r (z)P{j}( z ) . (22 )
3 =  1

Индукцией по I докажем формулы (22). При I =  1 формула (22) очевидна. Пусть теперь
при некотором фиксированном I >  1 формулы (22) выполнены для всех k <  I. Тогда
для к =  I имеем

r {ir\ z ) =  z(z -  z)v{ir R*Til]( z ) K{irlRTinizylA 

_ , л ( у{1 ^ ^ {  RTV- v ( z ) OtfDga-D \

( K " o "  ° o H  ~ K ' ' T Bm ) s " , r '  ')
R t U - d(~) O t f D g d - 1) \ (  ^

R2l(z)  д 22(~) J V ^(/)

=  i(z — z)v(-l~1'1* R?rii)(x )K (-l~1'> 1 RT(i)(x)v(-l~1'>

+ v { i r R*Tll)(x) ^ ~ R { l ~ 1l  BW ^ S { i r l  ( - B { i r K {l~i r l  / )  R T(n{x)

=  r{l- i r 2( z ) + i ( z - z ) v {irR^ll)( x ) K{irlV {l)*S{l)S{irlS{l)V {l)K {l)~1RTli)(x)v{l)

=  r{l~i r \z)  + i ( z -  z ) ( s {l)1/2V {l)K {irl RT(l)(x)v{l)X  - ( s {l)1/2V {l)K {irl

x

л;*1’

=  r (/ ^ "(z) + i ( z  — z)P^* (x )P^ix )  =  i(z — z) ^  P^* ( x )P ^  (x) .
3 =  1

В этой цепочке равенств первое равенство следует из (17), второе — из (6), (7) и (15) 
при к =  / — 1, четвертое — из (9) и последнее равенство следует из предположения 
индукции. Доказаны равенства (22).



Пусть предельная интерполяционная задача V ^  является вполне неопределенной. 
Тогда во всех точках с G С+ \ U _2̂ °°'>} имеем

lim r (/)(z0) =  r {oo)(z0) > О , lim p(/)(z0) =  p(oo)(z0) > О .
l—¥ oo Z—>■ oo

Поэтому
lim r(/^(z0) =  r(oo)̂ 0) > О , lim p(/) “ (z0) =  p(oo) ^(z0) > О . (23)
l—¥ oo Z—>■ oo

Отсюда и из (22) следует сходимость ряда (21). В силу (19) имеем

det W (с) =  — det (с) det p(/) “ ( с ) . (24)

Переходя в этом равенстве к пределу / —>• оо и учитывая (23), получим (20).
Наоборот, пусть в некоторой точке с G С+ \ {_2 °̂°) U _2̂ °°'>} к ненулевому пределу 

сходится последовательность (20) и сходится ряд (21). Из (22) и (21) следует, что

lim r (/^(z0) =  r {o°y (z0) > О . (25)/—>•00

Переходя в равенстве (24) к пределу / —>• оо и воспользовавшись (25), (20), получим 
det р(°°) “ (с) ф  0. Отсюда и из (25) следует, что в рассматриваемой точке с G С+ \ 
j ^ 00) у выполнены неравенства

r {oo)(z0) > О , p{co)( z ) > 0 .

По теореме С.А. Орлова [22] эти неравенства выполняются во всех точках с G С+ \ 
|̂ 7(°°) у И, таким образом, предельная интерполяционная задача 'Р̂ 00'* является
вполне неопределенной. I
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ORTHONORMAL MATRIX FUNCTIONS AND INTERPOLATIONS PROBLEM
IN THE NEVANLINNA CLASS
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Abstract. The sequence of orthonormal matrix functions is connected to the ordered sequence 
of interpolation problems for Nevanlinna matrix functions. A criterion was proven for the complete 
indeterminacy of limiting interpolation problem in terms of the convergence of the series, which was 
built in orthonormal matrix function.
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