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Аннотация. Для замкнутых дифференциальных операторов L : 1Н£Т —> !Н£Т, порож­
даемых задачей Дирихле для эллиптических систем второго порядка, изучена структура их 
спектров. Доказано, что CaL =  RaL =  0  и точечный спектр PaL  располагается в левой полу­
плоскости (Re г ^ 0) комплексной плоскости С. В случае эллиптической системы без младших 
членов собственные вектор-функции оператора L образуют ортогональный базис. В случае 
эллиптической системы с младшими членами вектор-функции оператора L образуют базис 
Рисса, не являющимся ортогональным в гильбертовом пространстве %t,x-
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Работа посвящена сравнительному изучению и описанию свойств спектра диффе­
ренциальных операторов, порождённых задачей Дирихле для эллиптической системы 
(1) без «младших членов»

Я2?/1 О2 и2
——  -  ——  =  А и1 +  f 1 dt2 д х 2 A w + - / ’
д 2 и2 д 2 и1 2 2

+  =  А“ 2 +  / 2’
и для эллиптической системы (2) с «младшими членами», по переменной t

д 2и1 ди1 д 2и2 , ,
- W  + W -  а ?  =  А“  + / '
д 2и2 ди2 д 2и1 , 2 2

dt2 dt. д х 2 А и2 +  /

рассматриваемых в замыкании Vt,x ограниченной области Qt,x =  (0; 7г)2 евклидова про­
странства Е 2Т.

Присоединив к системам уравнений (1) и (2) условие Дирихле

и =  0 , (3)
\dnt,x

получим две граничные задачи: задачу (1), (3) и задачу (2), (3).
Для системы Коши-Римана и более общих, так называемых симметричных и несим­

метричных систем, имеется ряд глубоких результатов, относящихся к описанию пра­
вильных граничных условий [1].
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dt.2 dt д х 2
д 2 и2 ди 2 д 2и1

Описанию регулярных граничных задач для более общих систем уравнений первого 
порядка по выделенной переменной t при числе переменных более двух посвящена рабо­
та [2]. Исследованию свойств задачи Дирихле для 2 x 2  — эллиптических систем посвя­
щена работа [3]; сильно и усиленно эллиптические системы изучались в работах [4], [5] 
соответственно. Однако, спектральные свойства этих граничных задач и граничных 
задач иного типа при числе переменных больше двух почти не изучены. Элементы 
спектральной теории замкнутых операторов подробно изложены в книгах [6], [7]. Спек­
тральные свойства задачи Дирихле для систем дифференциально-операторных урав­
нений изучались в работах [8], [9], [10], [11].

Также, как и в работах [9], [10], системы дифференциальных уравнений (2) и (3) 
для удобства будем называть эллиптическими системами первого типа. Эллиптической 
системой второго типа с младшими членами в данном случае будет система вида

д 2и1 ди 1 д 2и2 , ,
А и1 +  / \

(4 )
Аи2 +  f 2

dt2 ' dt ' д х 2 J '
Отметим, что система (4) равносильна системе (2) (для А =  0) в следующем смысле: 

после умножения первого уравнения системы (2) на (—1) и формальной замены (—f 1) 
на f 1 (в силу произвольности правой части), получаем систему (4). Эти рассуждения 
наводят на мысль о совпадении свойств разрешимости граничных задач для данных си­
стем безотносительно к условиям, определяющим граничную задачу. Однако, исследо­
вания в случае эллиптических систем первого порядка показывают, что спектральные 
свойства рассматриваемых дифференциальных операторов различны; они в некото­
ром смысле аналогичны тем отличиям, которые проявились при сопоставлении слабой 
иррегулярности сильной в работе [12], а также при изучении эллиптических систем 
в [8]. Обозначим символами d  =  (5} 52)т , г =  1, 2; ортонормированный базис евкли­
дова пространства вектор-столбцов, а через 11|— унитарное пространство элементов 
и =  г/.1 е 1 +  г/2е2; ик G С; к =  1, 2; со скалярным произведением (и, и; К|) =  nlv l +  u2v2. 
Пусть ‘К 2х =  (Vt,x) ~ гильбертово пространство комплекснозначных вектор-функций 
и : Vt,x —> С2, норма в котором задаётся формулой

vt,x

Пусть также 2) -  линейное многообразие гладких комплекснозначных вектор-фун- 
кттий?/, =  u(t,iг), принадлежащих классу С П (П) и удовлетворяющих услови­
ям (3). Опишем вначале спектральные свойства эллиптической системы первого типа 
без младших членов.

Эллиптическая система без младших членов. Обозначая символом L опера­
тор, областью определения которого является 2), а множество значений определяется 
правой частью (1), получаем эллиптический дифференциальный оператор. Этот опе­
ратор не замкнут. Применяя в ‘К 2Х стандартную процедуру замыкания, получаем за­
мкнутое расширение L оператора L. В этом случае говорят, что замкнутый оператор



L : M L  -> M L  порождён задачей (1), (3). Изучим его спектр и спектральные свойства 
его собственных вектор-функций. Говоря о спектре замкнутого оператора, мы следуем 
терминологии, принятой в монографиях [6 , с. 25], [13, с. 620]. Резольвентное множе­
ство, спектр, точечный спектр, непрерывный спектр и остаточный спектр оператора 
L обозначим символами pL , aL, P aL , CaL  и RaL , соответственно. Имеет место [11] 
следующая теорема.

Теорема 1. Спектр aL оператора L, порождённого задачей (1), (3), состоит пз 
замыкания PaL на комплексной плоскости его точечного спектра PaL. Множество 
CaL  =  aL \ PaL образует непрерывный спектр оператора L. Точечный спектр опера­
тора L даётся формулой

Ат д-,5 =  —А:2 +  г(—l ) ms2; in = 1 , 2 ;  A: G N; s G N.  (5)

Собственная вектор-функция оператора L , принадлежащая его собственному значе­
нию (5), представима в виде

Um,k,s(t, x) =  (?'е 1 +  (—l ) m+1e2) sin(kt) sin(s^) .

Последовательность {um,k,s(t, х) : in =  1, 2; fc G N; sG  N} собственных вектор-функцпп 
оператора L образует ортогональный базис в пространстве “К 2Х.

Эллиптическая система с младшими членами. Также, как и в случае эллип­
тической системы без младших членов обозначим символом L оператор, областью опре­
деления которого является 2), а множество значений определяется правой частью (2), 
получаем эллиптический дифференциальный оператор; этот оператор не замкнут. При­
меняя в 1К2Т стандартную процедуру замыкания, получаем замкнутое расширение L
оператора L. В этом случае говорят, что замкнутый оператор L : 1К2Т —> 1К2Т порождён 
задачей (2), (3). Изучим его спектр и спектральные свойства его собственных вектор- 
функций.

Теорема 2. Спектр aL оператора L , порождённого задачей (2), (3) состоит пз 
замыкания PaL на комплексной плоскости его точечного спектра PaL. Множество 
CaL =  aL \ PaL образует непрерывный спектр оператора L. Точечный спектр опера­
тора L даётся формулой

А-2 • /■; i r . s 2 j .  (6)

Собственная вектор-функция оператора L , принадлежащая его собственному значе­
нию (6), представима в виде

um,kAt,x) =  (ei -  i ( - l ) me2̂ je~  ̂sin (kt) sin (sx) .

Последовательность {um,k,s(t,x) : in =  1, 2; A: G N; s G N }  собственных вектор-функцпп 
оператора L образует базис Рпсса в пространстве “К 2Х.

□  Достаточно заметить, что последовательность {um,k,s(t.) : in = 1 , 2 ;  A: G N}  вектор- 
функций

um,k,s(t) =  (ei  -  г ( - 1)т е2) sin (kt)
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является полной и ортогональной в гильбертовом пространстве K j  =  Kt  © Kt, Kt =  
^ 2[0,7г], и воспользоваться, доказанным в [9], представлением К 2Х в виде тензорно­
го произведения гильбертовых пространств К 2 и К х, то есть формулой К 2Х =  К 2 О 
К х, где К х =  £ 2[0, 7г]. ■
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SPECTRUM THEORY OF DIRICHLET’s PROBLEM FOR ELLIPTIC SYSTEMS 
OF SECOND ORDER W ITH  JUNIOR TERMS OF VARIABLE t

V .V . Kornienko, D.V. Kornienko, O.V. Alexeeva
Eletz State University I.A. Bunin,

Kommunarov St., 28, Eletz, 399770, Russia, e-mail: o.v.alexeeva@gmail.com, wkl953@mail.ru

Abstract. For closed differential operators L : ‘K t,x —> generated by Dirichlet.’s problem of
second order elliptic systems, the spectrum structure is studied. It is proved that. CaL =  RaL =  0  
and the point spectrum PaL  is lied in left-side (Re 2 ^  0) of complex plane C. In the case of elliptic 
system without junior terms, eigen-vector-funct.ions of the operator L form the orthogonal basis. In 
the case of elliptic system with junior terms eigen-vector-funct.ions of the operator L form the Riss 
basis being not. orthogonal in the Hilbert, space

Key words: elliptic systems, boundary problems, closed operators, spectrum, orthogonal basis, 
Riesz’ basis.
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