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Аннотация. Устанавливаются свойства решений задачи Коши для уравнения Эйлера- 
Пуассона-Дарбу и доказано необходимое условие ее разрешимости.

Ключевые слова: абстрактная задача Коши, уравнение Эйлера-Пуассона-Дарбу, опера
торная функция Бесселя, необходимое условие разрешимости.

Пусть А — замкнутый оператор в банаховом пространстве Е с плотной в Е  областью 
определения D(A).  При к >  0 рассмотрим абстрактную задачу Коши для уравнения 
Эйлера-Пуассона-Дарбу

Случай к =  0 подробно рассмотрен в [1]. В этой статье ус.тановленно, что задача (1), 
(2 ) при к =  0 равномерно корректна только тогда, когда оператор А является генера
тором операторной косинус-функции С it) или косинус-оператор-функции (КОФ). По 
поводу терминологии см. [2] и обзорные работы [3], [4]. В этих же работах приводятся 
необходимые и достаточные условия того, что оператор А является генератором КОФ, 
которые формулируются в терминах оценки нормы резольвенты R (А) =  (А / — А)~1 
оператора А и ее производных.

Задача (1), (2 ) исследовалась ранее в работе [5], в которой необходимое и доста
точное условия разрешимости сформулированы в терминах оценки нормы резольвенты 
R (А) и ее весовых производных. В настоящей работе получено необходимое условие на 
резольвенту оператора А, которое, в отличие от [5], формулируется в терминах дробной 
степени резольвенты и ее, как и в случае КОФ, невесовых производных.

Обозначим через С п(1 ,Е 0) пространство п раз сильно непрерывно дифференцируе
мых при t Е I  функций со значениями в Е0 С Е.

Определение 1. Решением уравнения (1) называется функция u(t), которая при 
t > 0 дважды сильно непрерывно дифференцируема, при t >  0 принимает значения, 
принадлежащие D(A),  то есть, u(t) G C 2(R+ ,E)  П C(R+, D(A)) ,  п удовлетворяет урав
нению (1).
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О пределени е 2 . Задача (1), (2 ) называется равномерно корректной, если суще
ствуют заданная на Е  коммутирующая с А операторная функция Yk(t) п числа М  >  1, 
ш >  0, такие, что для любого щ  G D(A)  функция Yk(t)uo является ее единственным 
решением п при этом

P'fcWII <  M e x p (w i) , (3)

P'fc(i)«o|| <  M expiuit) \\Auo\\ • (4)

Функцию Yfc(i) назовем операторной функцией Бесселя (ОФБ) задачи (1), (2), а множе
ство операторов, для которых задача ( 1 ), (2 ) равномерно корректна, обозначим через
Gk.

Приведем доказательства некоторых свойств решений задачи (1), (2), которые по
надобятся нам в дальнейшем.

Т еор ем а  1. Пусть задача (1), (2) равномерно корректна, A  G Gk, п щ  G D(A) .  Тогда 
эта задача равномерно корректна п для m >  к, то есть А  G Gm, при этом соответству
ющая ОФБ Ym(t) имеет вид

=  В(к/2 +  1/2, m /2  -  к/2) l ( l -  ^ r - k- 2,/̂ Y U ts )u 0 ds , (5)

где В  (a, b) -  бета-функцпя Эйлера .
□  Тот факт, что функция Ym(t)uo удовлетворяет уравнению

тп
u"(t) +  j u ' i i )  =  Au(t ) (6)

и начальным условиям (2 ) мы докажем позже (см. формулу (26)).
Оценки

P m 0 )|| <  Mi exp(o;t) ,

11 Y'm (t) Щ11 <  Mi exp (out) 11 A uq 11 , M0 G D (A)

для Ym(t), очевидно, вытекают из (3) и (4).
Доказательство единственности решения задачи (6), (2) будем вести от противного. 

Пусть Ui(t) и v,2 (t) -  два решения задачи (6), (2). Рассмотрим функцию двух переменных 
w(t, s) =  f  (Y k ( s ) (ui(t) — M-2( i ) )), где /  G E* (E* -  сопряженное пространство), t, s ^  0. 
Она, очевидно, удовлетворяет уравнению

d2w k dw d2w k dw
1 W  +  Т Ж =  +  f - s > 0  (7)

и условиям
5w (0,s) . .

w(0 ,s)  =  — ——  =  0 . (8)

Задача (7), (8) заменой ti =  (t +  s)2/4, si =  (t — s )2/ 4 сводится (см. [6], §5, п. 3) к 
задаче, единственность которой в классе дважды непрерывно дифференцируемых при 
t, s >  0 функций установлена в [6] (§5, п. 2). Кроме того, требуемое нам утверждение о
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единственности содержится также в теореме 6.1 работы [7], в которой рассматривается 
даже более общее уравнение нежели уравнение (7).

Из полученной в [6] явной формулы для решения указанной задачи следует w(t, s) =
0. В силу произвольности /  G Е* при s =  0 получаем U\(t) =  U2(t), и единственность 
решения установлена.

Таким образом, операторная функция Ym(t) удовлетворяет неравенствам вида (3), 
(4), а функция Ym(t)uo является единственным решением задачи (6), (2 ), следовательно, 
задача (6), (2 ) равномерно корректна. ■

Пусть K u(z) -  функция Макдональда или модифицированная функция Бесселя тре
тьего рода порядка и, в дальнейшем всегда и =  (к — 1 ) / 2 .

Теорема 2. Если задача (1), (2) равномерно корректна п ReX > ш, то A2 G р(А) п 
для любого х  G Е справедливо представление

9 ( 1 — fc)/2 гсо

А О -^ Ж А » )*  =  г ( - + 1 ) /2 )  у  K , ,m t ' W )/ 2Yk(t)x d t . (9)

□  Заметим, что интеграл в правой части (9) можно рассматривать как К -преобразо
вание (или преобразование Мейера) функции tk 2̂Yk(t):г, а сходимость этого интеграла 
вытекает из оценки (3) и асимптотического поведения функции K u(z) при ;  0 и
л —> оо (см. [8], с. 217).

Правую часть равенства (9) умноженную на Л̂ ’- 1 ^ 2 обозначим через Q (Л) и прове
рим, что (Л2/  — A)Q(\)  =  Q(A)(A2/  — А) =  I. Пусть ReA >  ш и х  G D(A).  Тогда

\ 2 + v  гсо

(А2/  -  Л)<3(А);Г =  -  —  J  K v( \ t ) t ^ Y k(t)x  dt -

\ v  ГСО /  72 7, 1 \

K v( X t ) f +1 ( — г +  — —  ) Yk(t)x d t . (10)
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Г(// +  1 ) 2  ̂ J 0 \ dt2 t dt

Учитывая экспоненциальный рост ОФБ Yk(t), интегрированием по частям устаж>
вим равенство

K v(\t)tv+1 ( - ^ 2  +  7 " ^  ) Yk{t)x dt

Г» ОО
t»+i

I о
d2

~Ж2

- v t vK v(\t) +  tv+l- ^ K v{\t)^  V /■;/)./• dt =  

+  # lim (—vtvKu(Xt)  +  Xtu+1 K'v(Xt)^ =

A2 /  K v(Xt)tv+lYk{ t ) x  dt +  X -vx\im{- iJsvK lJ(s) +  sv+lK ’v(s)) . (11)
In s—± 0
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Из (10) и (11) вытекает равенство

(Л2/  -  Л)<?(А)* =  ^  "+  lim (,,s4< v(s ) -  ^ « А » )  . ( 1 2 )

Используя определение функции K u(t), предел в правой части равенства (12) вы
числяется, и мы приходим к равенству

(А2/  — A )Q (Х)х =  х  , х  Е D ( A ) .

Поскольку в определении равномерной корректности задачи (1), (2) входит требова
ние коммутирования операторов А  и Yk(t), то равенство Q(A)(A2/  — А):г =  х, х  Е D(A)  
доказывается аналогично.

Из оценки (3) вытекает ограниченность оператора Q (Л) при ReA >  ш. Таким обра
зом, при х  Е D(A)  имеем Q(X)x  =  (А2/  — А )~ 1х.

Если х  Е Е,  то в силу плотности D ( A ) в Е  возьмем последовательность х п Е D(A),  
такую, что х п —> х  при п —> оо. Тогда, по доказанному, при п —> оо будем иметь

(А2/  -  A)Q( Х)(хп - х ) ^ х -  (А2/  -  A)Q(X ) ,

и требуемое равенство Q(X)x  =  (А2/  — А )~1х  для любого х  Е Е  вытекает из замкнутости 
оператора А. ■

Т еор ем а  3. Пусть задача (1), (2) равномерно корректна п пусть Yk(t) -  ОФБ для  
этой задачи. Тогда оператор А является генератором Со-полугруппы T(t) п для этой 
полугруппы справедливо представление

1 [°°
T (t)x =  2 fcr((A: +  1)/2 )t (fc+1)/2 Л, ^  eM - s 2/(tt))Yk(s)x ds , x  E E  . (13)

□  Проверим, что резольвента R([i) оператора А  удовлетворяет условиям теоремы 
Хилле-Иосида (см. [9], с. 68). Из равенства (9) следует, что при /л >  ш2

(  1\П-1^-1/ Г СО r j n —  1

=  ( n - i j i r ( ; + i)  I  < *=

(п — 1)!Г(// +  1) Jo \ z dz

п — 1

   {zvK v{ z ) ) f n- LYk{ t ) x d t ,

где л =  ty/jl.
Учитывая известную формулу



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ И .,Д  Серия: Математика. Физика. 2012. №11(130). Вып. 27 33

выведем оценку для Rn(fi)x. Имеем 

\\Rn(/i,A)x\\
2a+v l (n — 1)!Г(// +  1)цп/ 2 fc/ 4

tv+nK v- n+i(ty/jj)Yk(t)x  dt <

<  /  ^ ‘ - I/2 exp « u - V d t ) d t .  (14)
' 02n+v-l (y?, _  1)!Г(/У +  l ) / / , ” / 2 - A - / 4  

Вычислив полученный в (14) интеграл, придем к оценке

||Д.>(,,УГ|| <  _____________A /i(fc)r(». +  AV2)|N|  ._____ . (15)
2n+v i^n _  1)!Г(// +  1)(у/Ц — ш)п+к/'2р п/'2 fc/ 4 

С учетом предельного соотношения

lim ( / /  2 1Цп. к/2 )) =  Т(к/2 ) ,п—̂-оо

из (15) выводим

м ,\ 1> [ к ) М (к ) 9а;2 , ,г ,,ч

11 ^  -  (4 /3 )"B (n ,fc /2 )(ju - w 1)" “  -  ал)" ’ >  Ul =  Т "  ’ ' >  '

Следовательно, в силу теоремы Хилле-Иосиды, оператор А  является генератором 
Со-полугруппы T(t).

Непосредственной проверкой, используя тот факт, что функция Yk(t)x удовлетво
ряет уравнению (1), можно убедиться в том, что правая часть равенства (13) является 
решением следующей задачи Коши

v'(t) =  Av(t ) , i’(0) =  х  , х  Е D ( A ) .  (16)

Действительно,

1 f°° ь (  s2
AT(t )x  =  —r— --------- . , ., , , , / s exp — — AYk(s)x ds

w  2кТ(к/2 +  1 / 2 р к+1У2 J 0 V 4V

1 Г  ,  (  s2\ /  ч к
2AT(A:/2 +  l /2 ) t ( fc+D/2

 j  / * 0 0

/0

2кГ(к / 2  +  l / 2 )t(fc+D/ 2
(s exp(—s /4:t))' Yl,(s)x ds +

>o

H------— —- -------- . . ., , . Wo /  sfc_1 exp(—s2/4t)Yl(s)x ds
2 кТ (к / 2  +  1 /2 )# к+1У2 Jo

1 Г00 /  ч2J- I k_l_ 1 / «->
2 fc+!r(A : / 2  +  l / 2 )t(fc+ 3)/2 '0

sfc+1exp

Г  к (  S2'\ W  4 7s exp —— y k\s)x ds+
2к+ 1Г(к/2 +  1 / 2 р к+аУ2 Jo \ 41
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'О
sfc+2exp ^ Yk.(s)x ds =  T'(t )x .

2к+2Г(к/2 +  l/2)t(fc+5)/2

Проверим теперь, что T(t)x  удовлетворяет условию Т(0)х  =  х. После замены пере
менных в правой части равенства (13) получим

Т(0)х  =  — — — / тк/ 2~ 1/ 2 ехр(—r)Yk(0)x ds =
r((fc / 2  +  l / 2 ) 7 0

х
тк/ 2 l ^2 exp(—r)d r  =  x  .

Г(А;/2 +  1 /2 ) Jo
Отсюда, в силу теоремы единственности для решения задачи (16), и следует пред

ставление (13). I
Теорема 3 позволяет при нахождении критерия равномерной корректности задачи

( 1 ), (2 ) ограничиться классом операторов, которые являются генераторами Со-полу- 
групп T(t).  Обозначим этот класс операторов через G.

В работе [10] показано, что если А  G G, то при ReA >  ш для а >  0 существует 
дробная степень резольвенты Я (А), которая имеет вид

1 f°°
Ra(X)x =  /  ta~l exp(—Xt)T(t)x d t , x  G E . (17)

Г  ( a )  Jo
Установим далее необходимое условие равномерной корректности задачи (1), (2).

Т еор ем а  4. Если задача (1), (2) равномерно корректна п R eX >  ш, то X2 принадле
жит резольвентному множеству р(А) оператора А, для дробной степени резольвенты 
справедливо представление

fll+*/2(A 2)=  r ( k / 2 + m k / 2  +  l/ 2 )\ L  s‘ “ P ( - As« ( s> *  <18>

п при этом выполняются оценки

И 1+ь/2 (а2))
<  ________ А  2 k М  Г(А: +  n +  1)________
-  Г(А: / 2  +  1 ) Г(Л: / 2  +  1 / 2 ) (ReA -

□  Если задача (1), (2) равномерно корректна и ReA >  ш, то в теореме 2 установлено, 
что А2 принадлежит резольвентному множеству р(А)  оператора А.

Воспользовавшись равенствами (17) и (13), запишем представление

=  т ^ т т у  j T  exp ( - A )  n t )  dt =

t ~ 1! 2 exp(—X2t.) sk exp(—s2/4:t)Yk(s)dsSj  dt =

sk exp(—As)l'fc(s) ds . (20)

'02*T(fc/2 +  1)Г(А:/2 +  1/2)

A 2 - fc
Г(А: / 2  +  1 )Г(А: / 2  +  1/2)A J 0
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Учитывая оценку (3), из (20) получим

d’2 (Ai?1+fc/ 2 (A2))
dX -  Г(А:/2 +  1)Г(А:/2 +  1/2) I  's/" " ('X,,': И, Л S) l |n ( s ) l 1  dS -

<  _______ Му/тг 2 _______  Г k+n д us)ds —
~  Г(А: / 2  +  1 )Г(А: / 2  +  1 / 2 ) J0 Pi +  ’

M у/тг 2~k T(k + n + 1)
=  Г(А:/2 +  1)Г(А:/2 +  1 /2 )(ReA -  u )k+ n+ 1 ’

что и устанавливает справедливость неравенств (19). I
В заключение рассмотрим задачу отыскания решения неоднородного уравнения

7П С С
u"{t) Н u'(t) +  —u(t.) =  Au(t)  +  —щ  ) t >  0 , (2 1 )

t t2 t2

удовлетворяющего условиям (2 ), где A £ Gk, m >  k, с <  ̂m~1̂ . Отметим, что при с =  0
уравнение (2 1 ) превращается в уравнение Эйлера-Пуассона-Дарбу.

Будем искать решение u(t) задачи (21), (2) в виде

u(t) =  [ \ l -  s2) {m- k- 2)/2skQ(s)Yk(ts}u0ds 
Jo

аналогичном (5), с подлежащей определению функцией Q(s).
Вычислив и’ it), и” it) и Au(t),  после элементарных преобразований будем иметь

С ̂
и"it) + — и'it) + —ru(t) — Auit) = / (1  — s2)(m- fc- 2)/2sk+2Q{s)Yu'(ts)uo ds+

t t J0

+  ™ , (k  [ \ l  -  s2) {m- k- )/2sk- 1Q(s)Yl,(ts}uo ds+ml — kt \ Jo

+ t  (1 -  s2) {m- k)/2skQ(s)Yll^s)uo ds +  JQ ( x “  s2) {m- k)/2skQ'(s)Yl(ts)u0 ds ĵ -

-  f \ l  -  s2) {m- k- 2)/2skQ {s )Y ” {ts)uo d s -  -  f \ l  -  s2) {m- k- 2)/2sk- lQ{s)Yl{ts)uo ds =  
Jo t Jo

=  — —~r [ \ l  -  s2Ym- k)/2skQ(s)AYk(ts)uods -  j  [ \ l  -  s2){m- k- 2)/2sk+1Q(s)Yl(ts)uods+ 
m - k  Jo t Jo

+ ̂  [  (1 -  s2){m- k)/2skQ'(s)Y£(ts)uo ds =  -  [  (1 -  s2Ym- k)/2skQ\s)Yl,(tsyuo ds =
in ~ k Jo t Jo

=  skQ\s) ~  jr2 Г  ((1 -  s2y m- kV2skQ,(s)) Yk(ts)u0 ds . (2 2 )
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Подберем функцию Q(s)  так, чтобы

((1 -  s2Ym- k)/2skQ \s)) =  с (1 -  s2)("*-fc-2)/2 sk Q ^  (23)

Легко убедиться, что уравнению (21) удовлетворяет функция

Q (s ) =  /3 2-Fi (р, q-, (т -  к)/2 ; 1 -  s2) ,

где 2-Р\ _ гииергеометрическая функция Гаусса, р, q -  действительные корни уравнения
2 1 — т. с (т — I ) 2

х  Н------------х  Н—  =  U, так как с <  --------------, р -  постоянная.
2 4 4

Выберем постоянную /3 так, чтобы функция u(t) удовлетворяла начальным условиям
(2). Используя интеграл 2.21.1.6 в [11] получим

й = ____ 2 Г (р +  1 )Г (д +  1)___
1 Г(А:/1 +  1 /2)Г (?в/2  — к/2) ' 1 ;

Вычислим теперь предел, входящий в равенство (22). С учетом формул 7.2.1.10, 
7.2.1.7, 7.2.1.2 из [11] и (24), будем иметь

limskQ,(s) = — 2/3limsfc+l2-F1/ (p,q; (т — к)/2; 1 — s2) =
s-> 0 s—s-0 v '

=  —4/3 ^  lim sk+12F[ ( p + l , q + l ]  (m — к)/2 +  1; 1 — s2) =  
m — к s-j-o v '

Be
lim 2Fi (m / 2  — k / 2  — p, m / 2  — k / 2  — q-, (m — к) / 2  +  1 ; 1 — s2) =  — c..

m — к s^o
Итак, из (22) -  (24) окончательно получим

“ w  =  т +% т ( ш - 1 т  *  ( - » - * )  а  ! - № ) « .  * .
(•25)

Отметим ряд частных случаев формулы (25). Если р =  (т — к)/2 , q =  (к — 1)/2 , то 
(25) примет вид

u(t) =  2р (1 — s2)11-1 sYk(ts)uo ds .
Jo

При с =  0 функция Q(s)  =  1 и (25) превращается в

“ W  -  Ж Щ Т й Ь й ^ Щ  / 1 ( 1  -  *  ■ ( ® )
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NECESSARY CONDITION OF SOLVABILITY OF THE CAUCH Y PROBLEM  
FOR ABSTRACT EULER-POISSON-DARBOUX EQUATION
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Abstract. Some properties of Cauchy’s problem solutions of the Euler-Poisson-Darboux equation 
and also necessary condition of its solvability are proved.

Key words: abstract Cauchy problem, Euler-Poisson-Darboux’s equation, operational Bessel 
function, solvability necessary condition.
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