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Аннотация. В работе показано, что задачи Дирихле и Пуанкаре в цилиндрической обла
сти для вырождающихся многомерных гиперболических уравнений с оператором Чаплыгина 
имеют единственное решение.

К лючевы е слова: задачи Дирихле и Пуанкаре, корректность, вырождение, многомерные 
уравнения.

В [1] было показано, что на плоскости одна из фундаментальных задач математи
ческой физики -  изучение поведения колеблющейся струны некорректна, когда кра
евые условия заданы на всей границе области. Как замечено в [2,3], задача Дирих
ле некорректна не только для волнового уравнения, но и для общих гиперболических 
уравнений. В [4] показано, что решение задачи Дирихле существует в прямоугольных 
областях. В дальнейшем, эта задача исследовалась методами функционального анализа 
[5], которые неэффективны в приложениях.

В пространстве [6,7] получены теоремы единственности решения задачи Дирихле 
для строго гиперболических уравнений, а [8,9] доказаны корректность задачи Дирихле 
и Пуанкаре для многомерного волнового уравнения.

Насколько нам известно, многомерные задачи Дирихле и Пуанкаре для вырождаю
щихся гиперболических уравнений ранее не изучались.

В настоящей работе показано, что задачи Дирихле и Пуанкаре в цилиндрической 
области для вырождающихся многомерных гиперболических уравнений с оператором 
Чаплыгина имеют единственное решение.

1. П остан овк а  задач  и результаты . Пусть Dp -  цилиндрическая область евкли
дова пространства Ет+\ точек (х\, . . . ,xm,t.) , ограниченная цилиндром Г =  :
|;г| =  1}, плоскостями t. =  /3 >  0 a t. =  0 где || — длина вектора х  =  (# 1, ..., х т). Части 
этих поверхностей, образующих границу dDp области Dp, обозначим через Т р, Sp, So 
соответственно.

В области Dp рассмотрим взаимно-сопряженные гиперболические уравнения
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т

Lu =  g ( t )A xu — utt +  di(x, t)uXi +  b(x, t)ut +  c(x, t)u =  0 ( 1)
i= 1

Алдашев С.А, док.физ.-мат. наук, проф. Института прикладной математики и информатики при 
АГУ.

mailto:aldash51@mail.ru


НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2012. №5(124). Вып. 26 13

L*v =  g ( t )A xv -  vtt -  ^  ciiVXi -  bvt +  dv =  0, (1*)
i= 1

где g{t) >  0 при t >  0, и может обращаться в нуль при t =  0, g(t) G С'([0,/3]) П 
С 2 ( (0 ,/в)), А х— оператор Лапласа по переменным т  ^  2, a d(x , t ) =  с —
т

Clixi bt-
i= 1

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат Х\,..., х т, t к сферичес
ким г, 9 \ , г  ^  0, 0 ^  9\ <  27г, 0 ^  6i <  7г, г =  2, 3 , т.  — 1.

В качестве многомерных задач Дирихле и Пуанкаре рассмотрим следующие задачи.

Задача 1. Найти решения уравнения (1) в области Dp, который находятся в классе 
С 1 {Dp) П С 2(Dp) и удовлетворяют краевым условиям

или

и

и

=  (р(г,в), и =  ф(Ь,9), и =  т ( т , 9),
S,i Г /3 So

=  <р(г,9), и =  ф(1,9), щ =  и(г,9).
S,} Г ,з So

(2)

( 3)

Пусть -  система линейно независимых сферических функций порядка п,
1 ^  к ^  кп, (т — 2 )\п\кп =  (п +  т — 3)!(2/г +  т — 2 ), Wl(So), / =  0, 1 ,... -  пространства 
Соболева.

Имеет место ([10])
Л ем м а  1. Пусть f (r ,  9) G W^/So). Если I ^  m — 1, то ряд

оо кп

(4)
»г=0 fc= l

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка р ^  l — m + l ,  сходятся 
абсолютно п равномерно.

Л ем м а 2 . Для того, чтобы / (г, 9) G W.^So), необходимо п достаточно, чтобы коэффи
циенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам

оо kn
i / „ V ) i < c ,  Е Е  ™2 /| / « ( r )|2 <  С2, СЬ  С2 =  CO llSt.

п = 1 fc=l

Через a!?n(r,t), a!?n(r,t), b*(r,t), %(r , t ) ,  d£(r,t), p*, ^ ( r ) ,  ф*(1), r%(r), i£(r) ,  обозна
чим коэффициенты ряда (4), соответственно функций щ(г, 9, t)р(9), Щур, b(r,9,t)p, 
с(г, 9, t)p, d(r, 9, t)p, р(9), i =  1 ,..., m, ip(r, 9), ф(Ь, 9), т(г, 9), v(r, 9), причем p(9) G C°°(H),  
E[ -  единичная сфера в E m.

Пусть a,i(r,9,t), b(r,9,t),  c(r,9,t)  G W!2 (Dp) С С  (Dp),I >  m. +  1, i =  1 Тогда
справедлива
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Т еорем а. Если <p(r,9) Е W^Sp),  ф(Ь,9) Е т(г,9), и (г, 9) Е W%(S0),
р >  - у  п выполняется условие

cos p sj3' ф 0, S =  1 ,2 ,..., (5)

то задача 1 имеет единственное решение, где p s n̂ — положительные нули функций Бес-
/з  __

селя первого рода J (т — 2)
2 о

2. Р а зр еш и м ость  задачи  1. В сферических координатах уравнение (1) имеет вид 

/  т — i §u \
Lu =  git) ( urr H :------ur    J -  utt +  2 2  ai(r ’ $■> t)uxi +  ^  t)ut +  c(r, 61, t)u =  0 , (6)

' '  i= 1

^  1 "I о /  о \

• л  =  1 - ^ > 1 .

Известно ([10]), что спектр оператора 8 состоит из собственных чисел \п =  п(п-\-т— 
— 2), п =  0, 1 ,... , каждому из которых соответствует kn ортонормированных собствен
ных функций Y,lm{9).

Искомое решение задачи 1 будем искать в виде

оо kn

и(г, 0 ,t) =  J2 ^ Z  t)Y£m ( 0 ) > (7)
»г=0 fc= l

где и̂ г (г, t) — функции, подлежащие определению.
Подставив (7) в (6), умножив затем полученное выражение на р{9) ф 0 и проинтегри

ровав по единичной сфере Н, для получим ([1 1 ,12])

( т  -  1 m \
(/(t)PoUorr -  Po^ott +  ( —^ ai0 J “ Or +  0̂« 01 +  50«0 +

oo kn (
\ 9(t)Pnunrr -  ! Ы и  +  ( +  J ]

гг=1 /с=1 t \ i= 1

Jfe

fr.k
nt

%  -  -  »<&)
г=1

' О  0 . (8)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

тп — 1
g{t)plQulQ„  -  р 10й1ш  +  — g{t)plulQr =  0 , (9)
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т — 1 Ai
.'/■:/И " !г ,  -  /'. "и/ +  —— 9(t)piukir -  .'/■:/i/'t"!

i
( 10)

/г =  1 , к =  1 , fci,
, г=1

'Ш, — 1

Г. ' / ■ : / ~ ^ g ( t ) P n un

/•‘п — 1 ^

A«
V  V  ?/fc +  / /  7/fc +/  y | /  y u in— 1 u ra— lr ^  1 u,ra— It ^
fc=l k i=l i=l

( П )

U.n—1 ( i

к =  1, A:„, n =  2, 3 ,....

Суммируя уравнение (10) от 1 до к\, а уравнение (11) -  от 1 до кп, затем сложив 
полученные ввфажения вместо с (9), приходим к уравнению (8).

Отсюда следует, что если {й^ } ,  к =  1, кп, п =  0 ,1 ,... -  решение системы (9)-( 11), то 
оно является решением уравнения (8).

Нетрудно заметить, что каждое уравнение системв1 (9)-(11) можно иредставитв в 
виде

g{t) и.*пгг
т — 1 А"п т-.к

Unr  ̂2  ̂” I untt Jnfn (r>*) > ( 12)

где fn(r, t)  определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом /о (г, t)
0.
Далее, из краевых условий (2) и (3), в силу (7), с учетом леммв1 1 будем иметь 

й£(г, /3) =  (р (̂г) , й£(1, t) =  ф*(t) , й£(г, 0) =  (г) , А: =  1, А:„, те =  0 ,1 ,... ,

< (г ,/3 )  =  , < ( l , i )  =  ^ ( i ) ,  < t(r,0) =  //„(г) , А: =  1,А:„, /?. =  0,1,

Выполнив в (12) замену v^(r,t)  =  u^(r,t) и положив затем г =  г,

(13)

(14)

У =  I 9 /

получим

yunrr Uпуу 2 6(г/)и„у fn (г, у) , (15)

-  ( ( m -  1 ) ( 3 - т ) - 4 А „ )  1
а „. = ------------------ j ------------------- . =  ^

dg_ _  д_
с1у у

7кг \ (1~т) fn(.r 't), fn (r ,y )  =  r 2
г

Полагая ехр - У К ® # уравнение (15) приводим к виду

к к У к / \ к fk  / \
Ушпгг ~  шпуу  ^ Y Un =  с \У)шп +  J n { r , y ) , (16)
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с(у) =  ~ т (&2 +  2 К)  е  С (У >  °) > / » ( г ’ У) =  fnir, У) ехр4 2 /

Уравнение (16), в свою очередь, с помощью замены переменных г =  г, :Го =  зУ2 
переходит в уравнение

v k -  v k
l)k \nxp , ' m  ntk __ „ k  t

'ixo r2
+  т  vn =  gn{r, xo) (17)

V*(r,X o) =  W
2 “I

3 N з

3x0 4 3
9(r,x0) = [  —  ) { f n

(  3^o 
Г’ 1 2

+  с
/  3 ^
V 2

r, 3 ^ o  4  3

При этом краевые условия (13) и (14) соответственно примут вид 

v * ( r ,  I30  =  Р « ( г ) > ^ ( i ^ o )  =  V’n(^o) ,  г £ ( г ,  0) =  г * ( г ) ,

Vn(r,f3') =  <p*(r), <•*'( 1../-,,) =  4%(х0), lim х$ -^ -v *  =  vk(r)
•то^О OXq

/3

^ =  I ’i f  Vy(Od£
If t \ (’” - !>  I . ,  \

<Pn (r )  =  r 2 <*p„(r) exp
/3

5  /  ь « К е

Ф п (х o) =  4 ’n (t )  e x P
(m-1) ( ™ - D

(18)

(19)

T„(r) =  r 1 T„(r), i/„(r) =  r s i/„(r ).

Наряду с уравнением (17) рассмотрим уравнение

Т v k =  7,fc _  7,fc ^ ы иа,,п ua,nrr иа,пх qxq -  — v k +  —  г/' =  ak (r Xn)_ а̂.ПЖо 1 9 cJGi.n \ )
£0 ^

(20„)

A,.
L 0% ,„ =  % ,„rr -  < „ . T0.T0 +  ^  4 n  =  ffo,n(r ’ Xo),

9а,п(Г’ *о)
x0

I — a

—2a

fn
Xo

1 — a

1—a
Xo

1 — a

1—a
Xo

1 — a

(20o) 

1—a

9o,n(r ' x o) =  f n ( r ’ x o) +  c(x0)v ln(r,x0), 0 <  Q' =  const <  1.

Отметим, что уравнение (17) совпадает с уравнением (20о ) при а  =
Как показано в [11,12] (см. также [13]), существует следующая функциональная 

связь между решениями задачи Коттти для уравнения (20о ) и (20о).
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У твер ж д ен и е  1 . Если у ^ ( г ,  х 0) -  решение задачи Коши для уравнения (20о), удо
влетворяющее условиям

vo,n (г, 0) =  т* (г) , (г, 0) =  0
д к,1, (21)

то функция

=  7„ /  г ^ ( г ,£ г 0)(1 -  С2) 5 ^  =  2 ( ^ )  хЪ aD 0xl
v ko'n(r, Xo)

т2х 0
(22)

при a >  0 является решением уравнения (20о ) с данными (2 1 ).

У твер ж д ен и е  2. Если У^г(г, ;Го) — решение задачи Коши для уравнения (20о), удо
влетворяющее условиям

uk(r) 9  k, 1

(1 — Q') (3 — a). . . (2 q +  1 — a-) dxt % , м )  =  ° (23)

то при 0 <  a <  1 функция

Х о )  =  Ъ ~ к + 2 д хо дхс
l - a + 2 q  

А О < ; ^ о ) ( 1 - е 2г ^

( Гу \ a_|

q ~  2 + 1 ) Xo
(24)

является решением уравнения (20о ) с начальными данными

i-Л)) =  0, И т (r-, x o) =  v%(r),
,т0—s-0 OX о

(25)

где y/iiY (| ) t a =  2Г ( у )  , Г (с) -  гамма-функция, D$t— оператор Рпмана-Лпувплля 
([14]), а q >  0 -  наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству 2 — a  +  2q >
>  m — 1 .

При этом функции (/^„(г,;Хо), 9о,п(г х̂ о) связаны формулами (22) в случае утвер
ждения 1 и формулами (24) в случае утверждения 2.

Теперь переходим к решению задачи (20„), (18) и (20„), (19). Решение задачи (20„),(18) 
будем искать в виде

v ka,n(r, хо) =  г. хо) +  г. х 0) , (26)

где Va^(r,xo) -  решение задачи Коши (20„), (21), a v ^ ( r , : го) -  решение краевой задачи 
для уравнения
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с данными

va i ( r ’ Р') =  Рп(Г) -  Р'), va l  (M o )  =  V’n(^o) “  ^ ’,\ (M o), (г, 0) =  0 . (27)

Учитывая формулы (22), (24), а также обратимость оператора ([14]) задачи 
(20„), (21) и (20^), (27), соответственно сводим к задаче Коши (20о), (21), имеющее 
единственное решение ([12,15]) и к задаче для уравнения

I =  с(х0)uo,n , (20о)

с условием

(г-Р') =  <Pi„(r) , r .t 'i l..r,,) =  фкЪг(х0) , vo i ( r ’ °) =  0 > (28)

где tpkn(r), 4 ’in(x o) _ функции, вырождающиеся, соответственно через </я (̂г), тк(г) и
Фп(Х о), Т,а{г).

Произведя замену v 0\n(r,xo) =  щ!п(г х̂ о) — 4’in(x o) задачу (20ц), (28)приведем к сле
дующей задаче

j- - fc , l    - fc , l  - fc , l  , _ fc,l ~k / \ ЛтгЛ
=  ^ 0 ,nrr ^ 0,nxoxo ^2 ^0,n $0,71 v >  *^o) ? (2 9 )

(i--13') =  <Pi„(r), r.t'ii..r,,) = o, с 1;:', =  - Ф кЪгхо(о) =  c0 , (зо)

9 o , n ( r , X 0 ) =  c ( X o ) v ^ ( r ,  X o )  +  V’L o t o  -  ^ L ( r ) =  ^ L ( r ) -  4 ’ l n ( P ’ ) ■

Решение задачи (29), (30) ищем в виде

ж0) =  шкЬг(г, х 0) +  „(г, х 0), (31)

где ojin(r^xо)— решение задачи

1st / V  I 1st j 1st /  Q  р . \

\п =  90,71̂ ) Хо =  CoCUln +  Ylnxoxo ~  ~ 2̂Г1п) (32)

шк1п(г,/3’) =  0,  4 п(1 ,хо) =  0, А ^ п(Г)0) =  0, (33)

а Ш2П{г ,хо) -  решение задачи
Ьшкп =  с{хо)шкп , (34)

< 4 г ( Г> Р ' )  =  < f ln ( r ) > 4 n ( M o )  =  °> ^ ~  W2 n (r > 0 )  =  С0 . (35)

Решение выше указанных задач, рассмотрим в виде

О О

и к(г, Хо) =  ^ 2  Rs(r )Ts(xо ) , (36)
3= 1



при этом пусть

ОО ОО ОО
0О,га(Г’ Жо) =  as,n(Xo)R S(r) , фкп(г) =  Y  h n R a (r )  , С0 =  ^  es,nRS(r) • (37)

3= 1 3= 1 3= 1

Подставляя (36) в (32), (33), с учетом (37), получим

Л*’ГГ Н 2 ^ s Î R'3 =  ® ’ 0 <  г <  1 , (’38)

RS(1) =  0, |Д*(0)| < о о ,  (39)

Tsxoxo pTg(xo) ttg nixо), 0 <С *0 /3 , (40)

Ts(l3') =  0 , ТЛ,ТО(0) =  0. (41)

Ограниченным решением задачи (38), (39) является (см. [16])

R s(r) =  y/rJv(iis,nr ) , (42)

п-\-(т— 2) о
где v =  2— V =  К,п-

Общее решение уравнения (40) представимо в виде (см. [16])

•то
COS jti Хо I

Ts,n(xo) =  Cis cos Hs,nXQ c.‘2s sinHs,nXQ H —  /  as<n(£) sin fj,s<n£d£-
l̂ s,n J
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0

Xo
sin /1 3уПхо f

f̂ s,n J 
0

as,n(0 COS [J,S'n£d£ ,

Cis,C2s — произвольные постоянные, удовлетворив второму условию условия (41) будем 
иметь

•то

Ps;nTs n̂(x о) C\s COS p s nXQ +  COS fjLs<nX0 j  Ojĝ nis) sin Ps,n^di^

(43)

-  sinp s;nx 0 J  as ,n(£) costis,n£dt, ■
о

Подставляя (42) в (37) получим

ОО ОО
r ~*9o,n(r ' Хо) =  ^  as<n(x 0)Jv(iJ,s<nr), г ~ 2 ф*(г ) =  ^  bs<nJv(fj,s<nr ) ,

S=1 3= 1ОО
1
i (44)

r “ 2 Со =  'Y ^ es,nJv(i.is,nr), 0 <  г <  1.
3= 1
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Ряды (44) -  разложения в ряды Фурье-Бесселя ([17]), если

1

о) 2 [Jjy_|_i(̂ /,A%ra)] j  \^90;n{Ci X'o)Jv{l-h;nC)d<, 
О

1
А

(45)

'2[Jv+i(fis,n)\ 2 /  \/С с ( Ж о К & 1 о ) + ^ 1в д  “ j V )

b s ,n  —  2  [t/jy_|_i (^/,5 (г) ]  J  \/~^,Ф\п  { О  J v  ( P s , n O d £,, 6 Sifi —  2 [ ^ i  (/-/-s ,/т,) ]  J  Co \ / ~ ^ , J v ( P s , n O d O

о 0

Учитывая свойства ортогональности функций Бесселя (см. [17])

0, п ф т,

[*Л/+1 (Р'«,га)] п =  т

из (45), (36), (42) имеем равенство

1

® s,n (^ o ) c (37o)-^ s ,n (^ o) 2[</jy_|_i (,P's,»г)] ' /  \/sj" V ’ L o . t o  -  ^ 4 ’ 1 п Ы Jv([jis,nQ d £ . (46)

Подставляя (46) в (43) получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода

Хо

Т8,п(хо) =  fs,n(x o) +  /  Gs n̂(xo,0 Ts A O d O

которое имеет единственное непрерывное решение (см. [18])

Хо

Т 8, п ( х о) =  f 8<n( x о) +  J  R s, n ( x О, С; 1 ) f s , n ( Q d £ ,

о

•то (  1

Ps,nfs,n(x о) ClsPs,nCOSf.lsnXQ j  < Tj
0 U

JvUis,nV)dv > sinp s,n^ ~  x o)d£ ,

где

,q2 rin

(47)

(48)

l̂ s,nGs,n(x0,0 = c(0  sinIis,n(£ -  xo), Rs,n(xo,0 1) ~ резольвента ядра Gs,n(x0,0-



Из (47), (41) будем иметь

/3'

f sAP ')  +  J R s A P ,  £; 1 )Л п (£ К  =  о . (49)
о

Далее, подставляя (48) в (49), при выполнении условий (5) однозначно определим
постоянное Cis, s =  1 ,2 ,.... Таким образом, решением задачи (32), (33) является функ-

ОО

< 4 ,(г ,х 0) =  Y  y/rTa>n(x0)Jv(nar) , (50)
3 =  1

где Ts n̂(xo) находится из (47).
Теперь, подставляя (36) в (34), (35), с учетом (37), имеем задачу

к̂то-то “Ь ^s,nYs C.(xo)Vs ,

) bSn, V̂ iTg(0) &S,n 1

решение которого определяется по формуле (47), где

s,n(,Xo) I sfl.sji COS p s nXo I G.s,n ^ f ■

Из (47), (51),(49) при выполнении условии (5) определим постоянное Cis, s =  1,2.... 
Следовательно, решение задачи (34), (35) записывается в виде

ОО

Ш2п(Г’ Хо) =  Y  V rV 8<n(Xo)Jv(ti8Xo) ■ (52)
3 =  1

Таким образом, единственным решением задачи (29), (30) является функция (31), 
где u}in(r,xo) определяется из (50), а ш%п(г,хо) из (52).

Далее, используя утверждения 1 и 2, устанавливается однозначная разрешимость 
задач (20о ), (21)и (20о), (28). Значит, из (26) следует, что задача (20о), (18), также 
имеет единственное решение.

Теперь будем решать задачу (20„), (19) в виде (26), где v kf2(r, xo) -  решение задачи 
Коши (20„), (25), a v ^ ( r , x o )  -  решение задачи для (20„) с данными

Vai(r, 13') =  <fn(r) -  r l; ;i ir . 13'), с 1;;',1 1. . =  4>*(x0) - г££(1, жо), ^ г£Д (г,0) =  0. (53)

Используя формулы (24),(22), задачи (20„), (25) и (20„), (53) соответственно при
ведем к задаче Коши (20о), (23) и к задаче (20о), (28), где <*Pin(r), 4’in(x о)-  функций, 
теперь вырождающихся, соответственно через г/^(г) и Фп(х о)> ип(г )-

Таким образом, задача (20о ), (19) также однозначно разрешима. Следовательно, 
сначала решив задачу (9), (13) (п =  0), а затем (10), (13) (п =  1) и т.д. найдем по
следовательно все v k n(r,xo)  из (26), где v ^ ( r , x o ) ,  v kf2(r ,xo) ,k  =  1 ,кп, п =  0, 1 ,... 
определяются из двумерных задач.

НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ К Д  Серия: Математика. Физика. 2012. №5(124). Вып. 26 21



Итак, в области Dp, имеет место

J  p(0 )LudH  =  0 . (54)
я

Пусть f { r , 9 , t ) =  R{r)p{9)T{t) ,  причем R{r) Е Vo, Vo плотна в L2( (0 ,1)), p{9) G 
C°°(H),  плотной в Ь2(Я ), a T(t) G Vi, Vi плотна в L2((0,/5)). Тогда f ( r ,9 , t )  Е Е V,
V  =  V0 O H O V 1 плотна в L 2 (Dp) ([19]).

Отсюда и из (54), следует, что

J  f ( r ,9 , t )L udD p  =  0

Lu =  0, V(r, 0, t) G -D/з.

Таким образом, решением задачи 1 является функция (7), где Ti,k(r,t) находятся из 
задачи (8), (9) в случае задачи (1), (2) и из (8), (10) -  в случае задачи (1), (3). 

Учитывая формулу 2J'v(z) =  Jv-\(z) — Jv+i(z) (-[17]), оценки (.[20,10])

Ш  =  f f . c o s  (-- -  \  v -  \ )  +  О ( j i j )  . ,/ >  0,
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| кп | <  ci??.'т—2
>

r)q
— (б1)n,m 'ч /

m 1 --------------
<  с2/г 2 4, ci, с2 =  const, j  =  1 , in — 1 , q =  0, 1 ,...

(55)
а также леммы, которые дают ограничения на коэффициенты уравнения (1 ) и на за
данные функции g{t), (p(r,9), r(r,9),  и(г,9), как в [1 1 , 12], можно показать, что
полученное решение (7) принадлежит искомому классу С 1 {Dp) C\C2 (Dp). Следователь
но, разрешимость задачи 1 установлено.

3. Е д и н ствен н ость  реш ения задачи  1. Сначала рассмотрим задачу (1), (2) и 
докажем ее единственность решения. Для этого построим решение задачи Дирихле для 
уравнения (1 *) с данными

v =  0, v
Sp иГ/3

=  т (г ,9) =  Tn{r)Ynm(9), к =  1,кп, п =  0 ,1 ,.. .,  (56)
So

где тк{г) Е V, V  -  множество функций т (г ) из класса С 1 ([0,1]) П С 2 ((0 ,1)). Множество 
V  плотно всюду в L 2 ( (0 ,1)) [19]. Решение задачи (1*), (55) будем искать в виде (7), 
где функции v k(r,t)  будут определены ниже. Тогда, аналогично п.2, функции v k(r,t) 
удовлетворяют системы уравнений (9)-(11), где а|г, а|г, Ькг заменены соответственно на 
—акп, —акп, —Ьк, а с,к на clk, i =  1 ,..., m, к =  1 , кп, п =  0, 1 ,.. ..

Далее, из краевого условия (56), в силу (7), получим

у к(г, j3) =  г£(1, t) =  0, v%(r, 0) =  f-к(г), к =  1,кп, п  =  0,1, . . . .  (57)



Как ранее замечено, что каждое уравнение системы (9)-( 11) представимо в виде 
(12). В п.2 показано, что задача (12), (57) имеет единственное решение, если выполнено 
соотношение (5).

Таким образом, решение задачи (1*), (56) в виде ряда (7) построено, которая в силу 
оценок (55) принадлежит классу С 1 {Dp) П С 2 (Dp).

Из определения сопряженных операторов L, L*([21]) имеем

vLu — uL*v =  —vP(u)  +  uP(v)  — uvQ ,

m m

P(u) =  g(t) uXi cos ( ,  xi) — щ cos {N ± ,t?j , Q =  щ cos (N 1', Xi) — b cos {N ± ,t?j ,
i= 1 i= 1

a N ± -  внутренняя нормаль к границе dDp, по формуле Грина имеем
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/ (vLu — uL*v) dDp =  j
D „  dD,}

du dv \ , r „
v m - u m ) M  +  wuQ

ds , (58)

где

д  m д  d 171
=  cos (N ± ’ ~ cos (N ± ' *) ’ M2 =  g2 ^ 2 cos2 + cos2 *)

i = l  '* ' i = l

Из (58), принимая во внимание однородные граничные условия (2) и условия (56) 
получим

J  т(г, 9)щ(г, в, 0 )ds =  0 . (59)
So

Поскольку линейная оболочка системы функций {Тп(г)Укт(в)}  плотна L-2(So) (см. 
[19]), то из (59) заключаем, что щ(г,в,  0) =  0, \/(r,9) Е So- Следовательно, в силу един
ственности решения задачи Коттти: и (х , 0 ) =  0, щ ( х , 0 ) =  =  0 для уравнения (1 ) (см. 
[21]) будем иметь u (x , t ) =  0, V(x,t)  Е Dp.

Таким образом, единственность решения задачи (1), (2) доказана. Ее справедливость 
для задачи (1), (3) показывается аналогично. Теорема доказана полностью.
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Abstract. It is proved that Dirichlet’s and Poincare problems in cylindrical domain for degenerated 
multidimensional hyperbolic equations with Chaplygin’s operator have unique solution.
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