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Определение. Пусть P(w) -  многочлен порядка т. Финитное распределение (см. [1]) Ф 
назовем сопровождением уравнения

P(D)u =  О

с дифференциальным оператором P(D), если для любого решения u(x) € (7°°^™) имеет место 
равенство

(Ф, и) =  0 ,

называемое формулой среднего для этого уравнения.
Далее, А =  92/дх\ -  оператор Лапласа в R” , е(р) =  1/(|5п|(2 — п)рп~2), если п >  3,

е(р) =  1пр/(27г), если п  =  2, е(|ж|) — фундаментальное решение оператора Лапласа, S r (x о)
-  сфера в R” с центром в точке хо и радиусом R, B r (x о) -  шар с границей S r (x о), l ^ l  -  
площадь сферы S'i(O). Через 5(х — хо) обозначается мера Дирака, сосредоточенная в точке хо, 
через 6 s R (x0){x )  -  мера Дирака, сосредоточенная на сфере S r (x о).

Теорема 1 [2]. Для того, чтобы фпнптное распределение Ф являлось сопровождением опе
ратора Р  (D), необходимо и достаточно, чтобы имело место представление Ф(и>) =  P ( —w)ip(w), w £ 
С ” , где ip(w) -  целая аналитическая функция, Ф(«>) -  образ Фурье распределения Ф.

Далее P(w) -  сумма одночленов с одинаковой четностью.
Теорема 2 [2]. Пусть известно некоторое сопровождение Ф(ж) оператора P{D). Пусть 

Uq{x) € -  решение в R” уравнения P{D)uq +  \щ =  0. Тогда справедлива формула
среднего (Ф +  (—1)тХф, г/,о) =  0, где ф(х) -  прообраз Фурье функции ф(т).

Эти теоремы позволяют вывести формулу среднего для собственных функций оператора, 
зная формулу среднего для самого оператора. Ниже приводится пример, в котором предло
женная схема реализуется.

Теорема 3. Решение уравнения Гельмгольца

A u +  \и =  0
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удовлетворяет формуле среднего значения

Ц(ж°) ~ |g |дга-1 J  u(y)dSy +  X j  (е(|ж-ж0|) - e (R ) )u (y )d y  =  0 .
S r (-г о ) B r ( x 0 )

□  Хорошо известна формула среднего для гармонической функции

и(хо) =  |̂ , |Дгг—1 J  U(X) dSx .
S r ( x o )

Из нее следует, что распределение

Ф ( Х )  =  6 ( Х  -  Х о )  ~  | д га_ 1 ^ д (.т0) ( ж )

является сопровождающим оператор Лапласа А. Поэтому для оператора (А +  Л) можно ука
зать сопровождающее распределение вида Фо =  Ф +  Хф, где

=  * Ф^  '
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Имеем
ф(х) =  е(\х\) * ^5(х -  хо) -  |дга_ 1^ д(,Т0)(ж)) =

=  е ( \ х - х 0\) -  |дга_ 1е(|ж|) * 6Sr {xo)(x ) .

Вычислим второе слагаемое. Пусть

1 1 [
д{х)  =  \Sn\BP~1 е(|ж|) *  ^ д ( -то )(ж ) =  \Sn\BP~1 J  е(|ж-у|)-  У I) dSy .

Sp(.го)

Если \х — Жо| > R) то функция v(y) =  е(\х — у |) гармонична в окрестности шара (круга)
IУ — ж0| < R. Поэтому по теореме о среднем гармонической функции д(х) =  е(\х — а?о|), а 
значит ф(х) =  0.

Пусть теперь |у — Жо| < R- Обозначим через х точку, симметричную точке х относительно 
сферы Sr(x о ) ,  т о  есть точку, лежащую на луче Хох, для которой

\х — жо| • \х — жо| =  R2 ,

Последнее равенство означает еще и подобие треугольников х хо у и у хо х, что позволяет пе
реписать его в расширенном виде:

\х — Хо | R \у — Щ 
R \х — жо| | у — х\

Отсюда
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а, следовательно,
1 f f  \х — хо\ • \у— х\\

»(*> = i s p = r  /  £ ( J--------- j r — ‘ j a v
Sr{.с о )

Функция e (|ж — жо| • |у — x\/R ) , рассматриваемая как функция переменной у, является гармо
нической в окрестности шара (круга) \у—Жо| < R. Поэтому по теореме о среднем гармонической 
функции

{ \ х - х 0\ ■ |ж0 -х\\  , mд(х) =  е I --------------------   I =  e(R ) .

Поэтому при \у — Хо\ < R
'ф(х) =  е{\х — жо|) — e (R ) .

Отсюда вытекает утверждение теоремы. ■
Еще один способ получения формул среднего значения основан на методе спуска Адамара. 

Приведем пример его использования. Рассмотрим уравнение

д 2 и д2и 
дх2 dt2

Пусть функция и(х, t) является регулярным решением этого уравнения. Тогда функция

v(x, z, t) =  eczu(x, t)

является регулярным решением двумерного волнового уравнения

d2v d2v d2v
дх2 dz2 dt2

что проверяется непосредственной подстановкой. Из формулы Пуассона решения задачи Коши 
для волнового уравнения с двумя пространственными переменными вытекает равенство

x + t  ^ +\/t2 - ( C - x )'2
1 Г С еФ1-*) rfr,

u(x, t) +  u(x, —t) =  — «(£, 0) d,(

+  с2 и =  0 .

К
x —t ф 2 -  (£ -  X) 2 -  (Г] -  ZУ2

Внутренний интеграл в последней формуле вычисляется и с учетом этого мы получим формулу 
среднего для функции и(х, t)

и(х, t) +  и(х, —t) =
x + t

J  u(£,,0 )^Io(c\/t2 -  (£ -  ж)2) -  L0 (cs/t2 -  (С -  ж)2) )  <%,
1 

7Г
x —t

где
(z/2)2m+v

h{z )  =  Y mlTOm +  v +  1 )m=0 4

-  модифицированная функция Бесселя первого рода порядка г/,
ОО

Ы - )  =  Е (z/2)2m+v+l
m=oT(m +  3/2)T(m +  v +  3/2)



-  модифицированная функция Струве порядка v.
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