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Аннотация. Для дискретных уравнений кинетики доказано существование глобального 
решения, получено разложение его по гладкости, исследовано влияние осцилляций, порожда
емых оператором взаимодействия.
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1. Введение

Кинетическая теория рассматривает газ как совокупность громадного числа хаоти
чески движущихся частиц тем или иным образом взаимодействующих между собой. 
В результате таких взаимодействий частицы обмениваются импульсами и энергией. 
Взаимодействие может осуществляться путем прямого столкновения частиц или при 
помощи тех или иных сил. Для пояснения математической схемы, описывающей подоб
ные явления, в [1] рассматриваются так называемые дискретные модели кинетического 
уравнения Больцмана и приводится феноменологический вывод уравнения Больцма
на для газовой модели с конечным числом различных скоростей частиц и конечным 
числом разных взаимодействий (модели типа Бродуэлла [2])

& tj^ i I ( t d ix & x  I td iy & y  I ^   ̂  ̂ I ......... A  ̂ (1)

Потребуем справедливости так называемого закона детального равновесия

который обычно имеет место для реальных систем. Более того, для любых ipi имеет 
место

d t i s P i i i 'i )  ( 0 JiX d x  o j i y d y  cuiz d z ') ( ( p i <n i )  ( 2 )

=  X !  VkliVi +  - Щ -  <*Рк)(пкП1 -  щ щ ) .
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Отсюда следует, что щ > 0 ,  г =  1, . . . ,  п^,  если начальные условия /г° > 0 ,  г =  1, . . . ,  п^- 

Для =  1 имеет место уравнение неразрывности
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Для того чтобы выполнялись другие законы сохранения, надо накладывать на законы 
столкновения частиц дополнительные условия, чтобы существовали такие ipj, при ко
торых правая часть уравнения (3) обращалась бы в нуль. Способ выбора дискретных 
скоростей, обеспечивающих описание течения газа с законами сохранения трех компо
нент импульса и с сохранением энергии в общем случае не разработан. Это связано с 
трудностями комбинаторно-геометрического характера [1 ].

Для кинетического уравнения Больцмана широко дискутируются две проблемы:
1. Н ео бр атим ость  (во времени);

2. И сследование  стр уктур ы  аттрактора .

Вторая проблема связана с исследованием сложной размерности аттрактора через 
описание составляющих его разноразмерных податтракторов. Но, кинетическое урав
нение Больцмана чрезвычайно сложно в исследовании. Дискретные кинетические урав
нения, обладающие основными свойствами кинетического уравнения Больцмана, поз
воляют понять природу этих проблем.

В этой статье мы рассмотрим задачу Коши для одномерной модели типа Бродуэлла

N N

3 = 1 3 =  1

для =  In n.j имеет место Н-теорема Больцмана 

dtXmlnm)  +  (uixdx +  Шгуду +  cuizdz)(nilnni)  =

(з)

(см. [1 ]):

i ’ (0) =  v°, u(0) =  u°, w (0) =  w° 

и ее модификацию (комплексификацию):

l r 1



формально совпадающую с (4) на вещественных решениях. Здесь х  Е S 1 =  [0,27т] и 
U(t, 0) =  U(t, 2тг) -  пространственно-периодические граничные условия, е-малая вели
чина, которую мы выберем ниже. Все полученные результаты переносятся на двумер
ную и трехмерную модели (1), приведенные в [1].

Система (4) является кинетическим уравнением Больцмана модельного одномерного 
газа, состоящего из частиц со скоростями с =  1 , 0, —1 (их плотности соответственно 
и =  iii(x,t) ,  V =  n,2 (x,t) ,  w =  ns(x,t.)). Две частицы-одна первого, а вторая третьего 
типов, сталкиваясь с вероятностью, пропорциональной uw =  ni(x,t. )ns(x,t) ,  вызывают 
реакцию, переводящую их в две частицы второго типа. В свою очередь, две частицы 
второго типа, сталкиваясь с вероятностью V2 =  п,2(х,1)2, переходят в одну частицу 
первого типа и в одну частицу третьего типа. Эта модель при всей схожести с моделью 
Карлемана не имеет квадратичных диссииирующих интегралов, в связи с чем, как 
отмечено в [1], получение глобальной теоремы существования затруднительно.

Дискретные модели кинетики достаточно просты, но очень интересны с точки зре
ния now,ери симметрии [3], [4] и наличия эффекта необратимости. Более того, они 
дают подход к объяснению фрактальной, многоразмерной сложности аттрактора через 
его структуировванность, позволяют проверить гипотезу существования податтракто- 
ров кинетических уравнений. По сути, приемом довольно часто применяемым в ма
тематике, удается уйти от хорошо известной сложности исследования кинетического 
уравнения Больцмана за счет разбиения частиц на семейства, расположенные в раз
ных подпространствах и способных в результате взаимодействия переходить из одного 
подпространства в другое. Формально, за счет увеличивая размерность пространства 
переменных, удается упростить, сделать болеет прозрачным действие оператора взаи
модействий, доказать существование глобальных решений и получить их разложение 
по гладкости.

Для нас эти модели интересны еще с той точки зрения, что предварительный анализ 
спектра линеаризованных задач в окрестности равновесия установил наличие «щели» 
[6] в спектре, гарантирующей существование корректного усечения задачи [11], [13] в 
фазовое пространство консервативных (гидродинамических) переменных. Тем самым, 
удастся всю полученную информацию «спустить» вниз, в физические размерности про
странства и получить информацию о природе реального оператора взаимодействия.

Мы докажем существование глобального малого возмущения U =  Ue +  s2U решения 
в окрестности состояния равновесия Ue =  (ue, ve, we)T, v2 =  uewe , It =  (iZ, v, w)T.

М ал ы е  возм ущ ения  (в о крестности  со стояния  равновесия v2 =  uewe). Положим и =  
ue/s,w =  we/s,v =  ve/£. Решение будем искать в следующем виде
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и  =  lie + £ 2 Ue и  , V = Ve + A ’l  V , W =  We + £ 2 w £  W .

Тогда система запишется в виде

дtU +  AdxU +  BU  =  е § /Л г (U, U) 

77(0) =  и 0 ,
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где

1 0
0 ^ / w —2y/wv V \i , J(  W 2

0 0 0
’ B = \

— 2y/wv Av — 2v W -2 m
0 0 {  V — 2 y/uv и J  ̂ uh

г (U,U) =  v 2 — 1Ш , u  = (u, v ,w)T .

Воспользуемся рядами Фурье по х

П / .  -г) Y ,  (M t ) e tkx\ ик е  С , / ,,:/) =  /  / '■:/. x)e~ ikxdx ,

J /*27Г

2-

где [/_д. =  Uk, так как U(x,t )  вещественнозначная. Введем нормализованную Ь2-норму 
для вещественнозначной функции f ( x )

 ̂ р2тт

2тг

Положим

яо =  ii/iiL =  ^  /  / и 2^  =  i/oi2 +  ^  i/fei
Z&Zo

b  =  1Л12 +  и/и2. . и/и2. =  £ |sf U l 2. x e R ,  z „  =  z \ { 0} .Я8 Я8 z '

Далее мы будем использовать это определение нормы как для решения U,  так и для 
последовательности {[/&}.

Используя представление Фурье (в образах Фурье) функции U (как гладкого реше
ния (4) перепишем (4) в виде бесконечной связанной системы обыкновенных диффе
ренциальных уравнений для коэффициентов Фурье Uk(t.) =  (мд., Wk, Vk)T,

d Uk +  m U k  =  s i ^ T ( u X j ) k ,  ц и , и ) к =  Y ,  (8)dt fci+fc2=fc
где

/  w  +  ik V — 2 y/wzi \
(  0 0 0 \

Л  =  A i k  +  В  = 1 V и  — ik — 2 y/m> , G = \ f - 1 0
0

\ — 2y/wv —2 у/ш> Av J ^  o
0 1 /

1). Нулевая мода (A: =  0).

dt.

A(0) =

A(0)Uo =  <5 2 2 Г ( £/, U) о ,

w v —2 y/wv
V и - ■2 y/mj

-2 y/wv —2 у/ш> Av



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2012. №5(124). Вып. 26 151

или

1 d
w V2 dt

Щ +  W1/2Uq +  и 1!2 Wo — 2v 1/2Vq =  £3/ 2 Vq -  u0w0 +  (̂2|i>fc|2 -  U k W - k  -  II / , » ' / ,

k>0
:ю )

1 d
u1/'2 dt

1 d
~ W I 2Jt

Отсюда

Тогда

wo +  w l 2̂uo +  ii1̂ 2wo — ‘2ц1/2 Vo =  £3/2 

t’o +  w 1//2u0 +  u1/2Wo — 2v1/2Vq =  £3̂ 2

l'o -  U0W0 +  ^ ( 2|l)fc|2 -  UkW-k -  II 1,11'I, 
k >  0

I'2 -  U0w0 + ^ (2 |u fc|2 -  ukw _k -  U -kWk
k >  0

" '  ". -  i =  w 1/2(wo -  "i! 1 =  - 2 -  f !o ) .

Подставляя в последнее уравнение, получаем

3
~T,Vo +  - L evо -  £v l/2do =  - е  V1/ 2 
dt £

где Le =  4г;е +  ue +  we

^ Vq + 2bv0 — 2c

t’ok=o — Щ ,

-  2e г>е1/ 2(Б(г>, г;)0 +  H (v )0) , (11)

B(v ,v )  0 =
fcl +fc2 =0

I'i, I'I,,. | ( г i, ik\ I e lkl[t a)vklds)(vk2 +  ik ‘2 /  elk’2{t a)vklds

H(v)  с X ]  (ek2t +  г,°21 JQ e lkl(t S)vkidŝj +
fcl+fc2= 0

+e Al* [ 2»')' ! 2 +  vlx J  ̂vk2 +  ik'2■ ik2 /  егА'2(* ' vk ds

1
<-o — 2 ^  I 2 <  +  <  ] , Zo =  { k e Z , k / 0 } ,

fcl+fc2=0, ki'koGZo V
E

1 / n M.
2

7 *  I 0  U eЬ =  I Uq

1/2 1/2

« « ^  +  < « ) .  c  =  \ ( 2 « s 4 ^  +  +  « *1 /2  1 0 1 /2t’e t’e



Выберем начальные данные из условий

+  „ . / 2uo _  ./2 о =  0 _ (12)
U  +  W

отвечающих двум законам сохранения системы (8). Тогда b =  с =  Н ( Vq)q =  0.
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Н еоднородное уравнение Р и ккати . Теперь рассмотрим неоднородное уравнение Рик- 
кати в случае, когда ао =  const:

~hvo +  -  Levо +  d0 =  г v lJ 2v20 +  2s3/2v 1/2f ( t ) , (13)
at e 2

Vo\t=0 =  Vo ■

Приведем здесь хорошо известные факты о неоднородном уравнении Риккати. Поло
жим Vq =  t ’stn +  s z

4:2 +  - { L e -  'i£2vl/2vstn)z =  — £ v lJ 2z2 +  f i t )  , (14)
at £ 2

~|t=o =  0 ,

где i’stn -  ограниченное решение стандартного уравнения

4 ;vstn +  - L evstn +  do =  ~  | s t’e1/ 2i’s2tn , (15)
dt £ 2

ô|t=o =  Vq ■

Положим
L =  min ( Le -  -  £2vstn j >  0, M0 =  max |/(i)|.

Ô S^OO \ Z J  O^s^oo

П ред л ож ен и е 1. Пусть фиксировано M q ,  max \f(t)\ ^  M o ,  а равновесные значе-Ô ŝ oo
ННЯ Ue, Ve, We II постоянная £ выбраны из условия

2 (1 +  •'! г, А/,,!' { Л | •'! V, ,\/,Л 2
 J Y  ^1 Н jr2 I ^ 1 .  (16)

Тогда существует абсолютно непрерывное решение задачи (15), для которого справед
лива оценка

sup \z(t)\ ^  (1 +  3£veM o f  ( l +
OsCtsiT \  L  J

□  Рассмотрим приближение

d 1 з
— zn +  - ( L e +  3£2vstn)zn =  - ' - £  v\/2zl_  i +  f ( t ) , (18)
dt £ 2

Zn i=0 — 0 i
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zn =  I ехр <; (Le +  3£2vstn)dr
о

\zn(t)\ ^  sup \f(s)\
(Le +  3s2 v stn)

-  £ vl/2z2_ t +  f ( t )

sup \Zn - i

ds

о i/o
- £ V j  -

21

1-1 (*) l  ^  SUP l / ( s ) l y -  ( 1 +  ^ £ V e /2 SUP \f \ )
OsCssCt -b \ *  OsCssCt /

|c2(i)| ^  sup \f(s)\ -  1 +  - e v j  sup \f(s)\—  1 +  - e v j  sup |
OsCssCt Li \  ^  0 < s< t Li \  L  OsCssCt

Положим q =  - e v j 2 sup |/(s)|, 
2 OsCssCt

Si =  1 +  q.

-  1 -L- £2q.4 - l  +  J J
2~ 1  ̂ e2(l  +  q)4 f  £2q\ 2

* 1 +  « - 4 » ^ Ч 1 +  7 Т  « 1 +  «l +  ^ | ( l+ < 7 )2

если q £ (0,1), L >  £ выбраны из условия

e2(l  +  q)a„
L 2 V L 2

e2 ( 1 +  ’̂ £ v j 2 sup |/(s)Л (  | e3 v j 2 sup \f(s)\^
4 0<s<t

L 2

1 +
L 2

Тогда

-  1 , £2(i I 1 , £2(i
S4- 1 +  u \ 1 +  u l +  ^ | (l +  92)2 ^ l  +  ^ | ( l  +  g)2 ^ ( l  +  g)2 ( l  +  ^ |
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Таким образом,

Отсюда следует, что

и

S2j+1 ^  1 +  <?, s 2 j  ^  (1  +  Я ) 2 ^ 1  +  ■

Sj ^  (1 +  q)2{l  +  V j  ^  1

sup \Zj(s)\ ^  ( 1 +  - £ i 'e1/2 sup If ( s )
0<s<t \ * 0<s<t

1 +
- e3v xJ 2 sup \f(s)\
£  OsCssi t

I 2

Далее, положим yn =  zn — zn-\. Тогда

d 1 3
— yn +  -  (Le +  3e2ustn)yn =  -  - £  v lJ 2(zn_i +  Zn-2)yn- 1 ,

У»г 11=0 0 i

:i9)

Vn =  -  J exp (Le +  3e2ustn) d r |  • |  eUg/ 2(c„_i +  zn- 2)yn- ids
о

|y»iWI ^  ^ ег,е1/2Т  SUP \Vn-l(s)\ (  sup |^_i(s)| +  sup |c„_2(s)| ) ^
^ Li 0<Z:ssi:t /

^  Зег;е1/2-  f 1 +  г;е1/2 sup | /(s )A
Li \ L /

Выбираем дополнительно, чтобы

?>eVe 2J  ( 1 +  ^ £Ve 2 SUP \f(S)\)
Li \  £ OsCssi t  J

(  § л //2 sup i / m i
-y ^ OsCssCt

L2

V

(  3

1 +
- е 2г;е1/2 sup \f(s)\
4  OsCssCt

L2
q i < l .

Отсюда следует, что
zn(t) -> Zo(t) в CB(R+) ■
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2. С и стем а  для  стар ш и х  м од

Теперь перейдем к исследованию старших мод (|А:| ^  1), которые описываются си
стемой

j U k +  M k)Uk =  s i  1/5 U U M ) ,  ,

Ut (0) =  11°.

Отсюда

1 ( c l
w1/'2 \dt 

1 ( d
и1/2

+  ik u / ^ j +  w ^ 2Uk +  u ^ 2Wk — 2 v l l'2v k =  е 3/ 2Г ( [ / ,  U )  

{ ^ wk ~  ikw ^ j +  w 1/2uk +  u1/2wfc -  2v1/2i)fc =  е3/ 2Г([/, U) к >

1 d
2v1/2 dt Vk +  »•' 2f//,. +  / /1 2»v, — 2 r 1 2гi, =  е3/ 2Г ([/, U) к *

Следовательно,

— м/с + /kin.V 2 V d i и
1 ( d—wk -  ikwk

1 d
'2 v l/2Jt

vk

или
elktu1/2uk) =  - - е ^ ^ Ч )  , 

d iV ; 2 d iV ;

^ ( e ~ m u ^ 2wk) =  .

dV k> 2 dV }
Тогда

V'k
1 Ve

1/2

Wk

2 u1/ 2

1 gV»
2 w 1/2

r ;, -  //,- / e - ik{t~8)vk ds -  e~ikt | 2 —  + г;
г / 1 / 2 0 . 0
1 7 2  "/, +  '■/,
Ve

1/2

г/, +  /7,- I eik{t~a)vk ds -  eikt 1 2 , «•;: +  г-°

Подставляя в последнее уравнение в (21), получим

t

^jVk + ^{ Le +  :;г 1 2 -7,,)Г/, +  ̂zfc I (егЩ~з)ие -  e~lk{t~s)we) =

Г 20)
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где

Е
к\-\-к2=ку ki,k2>k£Zo

В (v ,v )k =

vklvk2 -  j ( v kl -  iki f  e~%kl{t~a)vklds)(vk2+ i k 2 j  e%k2{t~a)vklds)

H{v) к — E
ki~\-k2=k,ki,k2,k£Zo

+  vt  I '7, //,'1 /  e lkl[t 8)vklds )  +

w,1 /2
,0+  e klt [ 2wkl —щ  +  v°kl J ( vk2 + i k 2 /  elk2(t a)vk,2ds

Ve /0

1 / 1/2  \ /  1/2 

* , -  2ut° ■ "« '  (*■*  *• •+  г’ь  2ufc —j-т- +  , Z0 — {A: G Z, A: 7  ̂ 0},k i f a  г> I ^ ш к2 1 /2  C/fc2 I 1 1 / 2  "T" c 'fci
w t’e /  \ t’e

Положим

4  =  « ’e1/ 2(2«e/ 2U° +  Ue1/2^ )  , d+ =  Ug/2(2Wg/ 2W° +  VlJ 2V°k)

I HI ^ / /  • 1 /.,// • //,•' j  (eik{t- a)U e - e - ik{t- a)we)yds
0

г A:
.1/,// J  ( e tk{t~a)Ue -  e - ik{t~a)W e)yd s  , .1,' // =  ik J  (etk{t~a) -  e~ik{t- a))yds .

о 0

Так как наша техника базируется на разложении Фурье, мы можем выбрать задачу 
Коши для систем

~tlvo +  -  Levо =  - е  v}/2 ^ Vq -  2s vl/2(B(v,  v)o +  H(v) 0]) -  £vl/2d0 , (22)
dt. s 2

Vo\t=0 =  Vq ,

//,'•/, =  ;<r' 2 г,,г/, +  Ve/2£V0A (,1}Vk + Г 23)

+  \dh.,':k< +  -  2 £v lJ 2[B{v, v)k +  t f  (t-)fc]

-  svV 2 E
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за первоначальную форму системы (8), которая эквивалентна системе (4) для гладких 
решений. Запишем ее в слабой форме

t

v0(t) =  Vq -  v lJ 2e /  e * Le {t s) | Vq +  2(B(v,  v)q +  H ( v ) q) -  d0 ds , (24)
о

vk(t) =  exp <j ~  ^  (Le +  3e2i’g/ 2i'0)ds| -  ^ Tfc ^ Tfc l (e lkt) -

-  £vlJ 2Tk 1(dk(t)) -  v lJ 2e Tk 1 X k(v, v ) , к e Z 0 

X k(v, v) =  3u0 vk +  vl/2svoA[})vk +  2[B(v, v)k +  H (v )k] ,

4 ( t )  =  J ]  ^ ~ k^ d klM .

ki-\-k2=k,\ki\,\k2\,\k\̂ m,ki,k2yk€.Zo

Определение 1 . Функцию U(t,x) ,  с коэффициентами Фурье Uk(t), k ^  0, U- k(t)
Uk(t), A: >  0, назовем решением (8) на временном интервале [0,Т], если для любого 
к £ Z0 функции vk(t) удовлетворяют системе интегральных уравнений (24).

3. Галеркинские приближения

Определим оператор усечения Пт , действующий на последовательность коэффици
ентов Фурье

_  . , _  Г ipk если \k\ ^  т ,
П т^к — (П т̂ Р)к — i n  17 I \[ 0  если |к\ >  т.

Теперь определим галеркинское усечение системы (70), (23) для аппроксимирующего 
решения С/М такого, что

и(ш) =  и{ш) ^

j t v {om) +  7  Lev{0m) =  - s  V1/ 2 | ( 4 m))2 -  2e v}/2(UmB (U mv , Пт г-)0 +  Я (П т г-)0]) -  sv lJ 2Umdo,
25

M I оЩ |t=0 =  VQ

ь Г ’ь 'Г ’ +
(26)

+ 1~4еш +  i < £ e - iw  -  1’У2[НтВ(Пт(’, П „ ,у )д .  +  П , „ Я ( П т 1.)ь]

- e v l ' 2 £
ki~\~k2=k,\ki l\k2l\k\^mMMMZo
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Ufc|t=o =  v l , |fc| ^  m ,k  ф 0.

T , 4 m) =  :5г 1 2 v{0m)i {m) +  v l /2e v {om )A[}]‘v[m) +  (27)

+ 7  d+eikt +  I  d-k e~m  -  2s vl/2HmH(Hmv)k

-  sv 1/ 2Пт  J ]  e ^ - kl)tdklM(t) ,
k1+k2=k,\k1l\k2m^mMMMZo

vk\t=0 =  vl, \k\>m.

и уравнения состояния

1 1/2 1 1/2
( m )  1  V e  ( m )  1  V e  ( m ) ,  ,

W0 =  7) 1/2 '̂0 ’ =  — ̂  —172̂ 0 ’ (28)
Z Ue Z И'е

..0
1 1/2 i ft 1/2 1 1/2

+  9 й: /Z Ue Z -/0 Ue Z tie
1. 1/ 2 I f *  : /2 1 : / 2

-  9 Й: /  +  е-‘ Ч .  +  f a .
Z We Z ./0  №e Z We

Т еор ем а  1. Пусть a >  2 п  u(0) =  v° G H a(0,2n). Пусть m  G N  фиксировано. 
Тогда существует T* >  0, возможно зависящее от т., такое что система (25), (26), (27) 
имеет единственное решение на интервале [0,Т*]. Это решение v =  i^"^(i) может быть 
продолжено на максимальный интервал [0,Т^ах) такой что Tj*ax =  +оо, если норма 
Нг’(0)||яст(о,27г) достаточно мала.

Заметим, что для доказательства теоремы существенна конечность системы обык
новенных дифференциальных с квадратичной нелинейность. Следовательно, можно га
рантировать конечный временной интервал [0,Т*] существования и единственности ре
шения и максимальный интервал существования [0,Т^ах). Отметим, что в принципе Т* 
п Tj*ax могут зависеть от т.. Ниже мы покажем, что это не так, т.е. Tj*ax =  +оо.

Чтобы доказать это и перейти к пределу при т. —> оо в галеркинском усечении си
стемы, нам необходимо получить глобальную априорную оценку для решений системы 
(25), (26), (27). Прежде чем переходить к доказательству априорной оценки, исследуем 
интегро-псевдодифференциальный оператор (гиперболический вариант оператора типа 
Гуртина-Пипкина [7]) в левой части уравнения (26). Свойства этого оператора позво
ляют избежать при доказательстве глобальной разрешимости схемы Мозера-Нэша и 
доказывать разрешимость в одном весовом гильбертовом пространстве.
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4. Интегро-псевдодифференциальные уравнения

Сначала найдем условия существования глобального решения интегро-псевдодиф- 
ференциального уравнения

dtv +  -  (4ve +  we +  ue)v +  -  [  [ed x s ûe — e дх{~ь ^we]dxvds =  /  +  h . 
£ £ Jo

y(0 ) =  v ° .

f:29)

В образах Фурье

d
— vk +  A(k, s)vk =  .DM) +  hk{t) 
dt

Vk\t=o =  v°k ,

(30)

1 ik f4
A (k , e)vk =  ~  (4t’e +  We +  ue)vk +  ~  [егк{*~з)'ие -  e ~ tk{t~ s)W e]v kds

£ £ Jo
-  осциллирующая правая часть,

hk(t) =  2 г! 2 и) 2- ;k,n'i +  2 v lJ 2w lJ 2e - lktul +  -  (we е~гЫ +  ue eikt)v°k
£ £ £

и для некоторого fj, >  0 функция fk(t.) G Ь2,7,о>7> -^ ) где

2
b2,7g(-R+)

Заметим, что этот оператор возникает при исследовании старших мод \к\ ф  0, т.е. 
к G Zq. Поэт,ому, в дальнейшем, мы будем считать, что целое к ф 0.

Далее, положим vk =  ук +  е- £(4г’е+г"е+“е)*г>°. Тогда

//,///. =  4 ;  Ук +  -  (4'1’е +  We +  ие)ук +  —  [  [etk{t~s)ue -  e~lk{t~s)we]ykds =  
dt £ £ Jo

f k ( t ) + 9 k \ t ) + 9 k \ t ) (311

9{k\t )
i k  uP

У к |t=o — 0

ik.We

A v e +  ue +  we +  is к Ave +  ue +  we — isk

для любого 7  >  — ̂ (4ue +  ue +  we) и для любого 7fl >  0

ik ii, ikt ik We

_ \ e-f(4,e+«e+«-e)tt)0 £ 
lErC /

—ikt
4 u e + Ue + We + ге/с 4г>е + Me + We — i.£k

vk +  G L2,79(-R+)
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измененная осциллирующая правая часть.
Сделав преобразование Лапласа по t, получим

1 i k / s  i k / s
Р +  -  (4г>е +  We +  ие) Н----------~  Ue ---------— 7  W,

s  p  — гк p  +  гк

где =  fk(t) +  g[}\ Введем символ

E (p , к; s )

Ук(р) =  f k ) ( p ) + f J k )(p )

a( p )
p 2 +  k 2

1 %kj 4/ĉ
E(p, k; e) =  (p2 +  k2)p +  -  (4i>e +  we +  ue)p2 +  — (ue -  we)p H t’e .e s s

Формально мы можем написать преобразование Лапласа по t решения уравнения (31)

V  =  — г fe2 + fc2)(41>(P!i  ш -  + <32>
(р2 +  fc2)p +  -  (4г;е +  we +  ue)p2 Н (ие -  we)p Н ve

S S S

+  _____________________ (р2 +  к2)9к\р)_____________________  >  0
1 ik Ак2 ’ 1 '

(р2 +  fc2)p +  -  (4г;е +  We +  Ue)p2 +  —  (ме “  U.’e)P Н Уее s s
Чтобы получить оценки этого решения в соболевс.ких нормах, приведем сначала 

широко известные факты, которые мы будем использовать в дальнейшем.

О п ределен и е 2. Назовем пространством Харди Н2(^р >  l i  Н ) класс вектор-функцпй 
f (p ) со значениями в сепарабельном гильбертовом пространстве Н , голоморфных в по
луплоскости {р  Е С  : Ш.р >  7  ^  0}, для которых

/+°° ..
II f ( x  +  w)  IIн с1У <  00 > P =  x  +  iy.

■oo

Сформулируем теорему Пэли-Винера для пространств Харди.
Т еор ем а  (Пэли-Винера).
1. Пространство Н2(^р Н ) совпадает с множеством вектор-функцпп(преобразованпп

Лапласа), допускающих представление

— - 1 г°°
/Ор) =  ~ ^ =  /  eptf ( t )dt  (33)

V 2тг Jo

для f { t )  Е L 2ri{R+ , Н), р Е С, Ш.р >  7 ^ 0.
2. Для любой вектор-функцпп f (p )  Е Н2 {Ш.р >  7> ^0 существует единственное пред

ставление (33), где вектор-функцпя f ( t )  Е L 2 l (R+ , Н), причем справедлива формула 
обращения 1 л со ^_

f(+\ — ______ /  -(7+iy)t ^ г? ^  n
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3. Д ля вектор-функцпп / ( р ) G Я 2(Э?р >  7 , Н ) п f ( t )  G L 2 ,7 (i?+ , Н ), связанных соот
ношением (33), справедливо равенство

/ + оо  

■оо
\\f(x +  iy)\\2Hdy

3-2 jt jydt. = 2

L2n(R+,H)

Если мы установим, что функция ук в (32) такова, что рук, У к и АкУк принадле
жат пространству Харди /(р )  G Я 2(Э?р >  7 ) при некотором 7  G R, то по теореме 
Пэли-Винера функции -^ук и принадлежат пространству L2i7(i?+ ) и, следователь
но, yk(t) G W 2 ^/Ry, А). Отсюда следует разрешимость уравнения (31) в пространстве 
И/217(Я+ ;А ). Здесь

I м2 I U II П 'Wl (R+;A) L2,1 (R+)
d

~rU
dt Win(R+)

|| Au\ L2,1 (R+)

Нам нужны оценки символа <т(р, к;е)  снизу. Докажем его строгую устойчивость то 
есть, что его корни находятся в левой полуплоскости Э?р <  0 параметра р.

Л ем м а 1. Существует ц >  0 такое, что равномерно по k G Zq имеет место

|Е(р, е, к)\ ^  со >  0, VA: G Z, р G С, Э?р >  —fio£, 0 <  fio <  1.

□  1). Сначала рассмотрим случай, когда ие =  we. Тогда

1 , 4А:2
Е0(р, к; е) =  (р2 +  к2)р +  -  (4г>е +  we +  ме)р2 Н ve =  0

£ £

или

Р + 7  (4t’e + We + Me)̂ j '[? = “ А: 2 ^Р + 7  Уе

Очевидно (из изучения графика), это уравнение имеет ограниченную ветвь корня 
рк(к, е) G (—  ̂ (4ve +  we +  м.е), —f  v e ) ,  которая монотонно возрастает от pR(0) =  —  ̂(4ие +  
we +  ме) к Рк(к) —> — j  ve, к —> +оо. Есть еще две комплексно сопряженных ветви с 
вертикальными асимптотами р± (А:,е) =  ±?'А: +  Kr +  О(^),  где

1 /Hr =  (ме +  We) •

Покажем, что эти ветви при |А:| > 0  не пересекают мнимой оси. Если р =  i y ,  у G R, у ф  
0 имеем

1 , 4А:2
i  ( к 2 -  у2) у  (4:Vе +  We +  U e )y 2 Н Ve =  0 ,

£ £
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т.е.
к2 — у2 =  0 , у2 =  Ак2

(4Ve + We + Ue ) ' 

Эта система не имеет вещественных решений, поскольку

4'1’е

Отсюда следует, что

(4'1’е + We + Ue ) ^ 1 ’

Е0(р, к] s )  ф  0, Ур £ С*, 3?р  ̂0 .

2). Теперь проверим устойчивость символа Е(р, к,е).  Для этого покажем, что корни 
находятся в левой полуплоскости параметра р. Сначала, также как выше, покажем что 
ветви корней не пересекают мнимой оси. Для р =  iy, у £ R, к ф 0 имеем

1 к 4А: 2
i (k2 -  у2) у  ( 4г ; е +  we +  ие)у2  (ме -  we)y Н ve =  0 ,

£ £ £

т.е.
2 2  1 ч 2 к ,  4А: 2

к -  у = 0 ,  - -  (4г>е +  We +  ие) у  (г/.е -м>е)уН ve =  0  ,
£ £ £

из второго уравнений получаем

А:2 [ ± ( и е — We) +  (we +  Me)] =  0 = >  2ие =  0 или 2we =  0 ,

что невозможно, поскольку we >  0, ие >  0. Таким образом, ветви не пересекают мнимой 
оси, если \к\ ф 0.

Теперь разделим полином Е на р(р2 +  к2). После простых преобразований получим 

Е 1 1 гк {  1 1
-------------  — 1 Н --- 1 Ме  ГТТ" — W e -------
р(р2 +  к2) £ р £ \ р(р — гк) р(р +  гк)

Откуда

ш 1  Е

р(р2 +  к2)

1 +  -  Э?р ( 4l)e AY. , 9 1 , 9 +  Mie /гул N9 , L.------ ГГ? +  We
£ 1 \  { Щ 2 +  ( З р ) 2 (Э ?р)2 +  ( З р  -  А:)2 (3 ?р )2 +  ( 5 р  +  А:)2

Имеем

ур ' й р г 0 -

В случае !Rp <  0 и mindSpI, \Qp +  А:|, |Sp — к\) ^  £ >  0, 8 <  1, имеем
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£ 82
если |Э?р| <  ~ ~j—- Отсюда 

2 Le

т > \ м у + *2i > \ л  vp, я р < о, |жР|< | £ .  (34)

Далее рассмотрим прямые р =  —7  +  гу, 7  =  >  0. Тогда

У (к2 -  у2) =  //а [2(4г;е +  we +  ие)у +  к(ие -  we) -  '2^i£2y\ , (35)

(4t’e +  We +  Me)у2 +  k(ue ~  We)y ~  4k2Ve =  £2Ц\[(k‘2 +  Ц2) ~  3y2 +  (4l>e +  We +  Me)^l] .

Теперь рассмотрим случай, когда >  —fi\£, |Sp| ^  8 или \Яр — к\ ^  8 <  1 или 
\Яр — к\ ^  8 п к Е Zq. Для больших к, |А:| ^  А:*, к* $̂> 1 в силу (34) для двух волновых 
ветвей корня полинома Е(р; А:,е) =  0 с вертикальными асимптотами асимптотика: р =  
±гк  +  Кд +  0(|А:|-1 ), где =  —ие/£, Кд =  —we/£. Для ограниченной диффузионной 
ветви (3?pD <  0 имеет место асимптотика р =  — Ave/e +  0(|А:|-1 ). Отсюда следует, что 
для Щ) >  — //. 1 в , \Яр\ ^  8 или \Яр — к\ ^  8 <  1 или \Яр — А:| ^  8 и к Е Z0 система (35) не 
имеет вещественных решений для любых е ^  1 и достаточно малого =  fi(8 ,£) >  0, 
поскольку для конечных |А:| ^  А:* этот результат следует из исследования случая р =  
гу, у Е R, к ф 0.

Таким образом, равномерно по к Е Zq имеем

|Е(р, е, А:)| ^  Со >  0, Ур Е С , Шр >  — ~HiS ■ Ш

Теперь уточним полученную выше оценку.
Л е м м а  2. Существуют положительные fio Е (0 ,1 ), Со >  0 такие, что равномерно по 

k Е Z0

sup р
<т(р,к)

^  Со , (36)

Д Л Я  любых >  —fi£.
□  Для этого оценим снизу функцию Zk(p) =  ст(р, к) /р. Имеем

£ Z k(p)
£(р2 +  к2)р +  (4г>е +  we +  ие)р2 +  гк(ие — we)p +  4А:2 г;е

р(р2 +  к2)

ч 1  ,  , 1  , 1
£ + (г;е + We )  — т + ( v e + Ме) гг + 4t>e-  •

р +  гк р — гк р

Следовательно,

еЗ? Zk(p) = £ + ( v e + We) (г’е + Ме) , 4t>e
( щ 2 + (я Р + к)2 ( Щ 2 + (Яр -  ку2 ( щ 2 + (Яр)2; '



Откуда следует, что
3? Zkip) ^  1 , ^  0

и требуемая оценка.
Теперь посмотрим поведение \Zk(p)\ в окрестности Ш.р =  0. Если \Яр\ 7

0 <  ^  - ,  |Яр — А:| ^  //. 1, |Яр +  к\ ^  к ^  1, то

|еЗ? Zk(p)I ^  -  —̂ |3?p|(^2(10i'e +  we) +  (ve +  ме)) ^  \$tp\(llve +  ме +  «>е) >  7  £ ,

если

1ЭД ^  ^
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2 (1 1  г 'е +  и е +  ше)

В случае |Ор — к\ ^  ^ 1, |3?р| ^  имеем

Р <  1»П»2 +  Л-2 1 <  ( l jRP|2 +  4А'2 -  ><j)1/2(l»P |2 +  ^  -  /< f )1/2 (№  12 , 2W 2
<r(p,fc) " |Р||Р +  ^ ( р . Ч Г  со{|р|2 +  fc2) (1 Р| ' [) '

если в этой области |Е(р, к)\ ^  со(|р|2 +  А:2). ■
Последнее неравенство есть следствие следующей леммы:

Л ем м а 3. Существуют /̂4 , 0 <  < 0 ;  Со >  0 такие, что равномерно по к Е Zq

выполняется

|Е(р, А:,е)| ^  с0(|р|2 +  A:2), (37)

□  1) Начнем с области { /i03?p >  \Яр\. Здесь оценим главную часть символа Е(р, А:, е). 
Покажем, что в этой области |р(р2 +  А:2)| ^  ci ( |р|2 +  к2) при |р| ^  с0 для достаточно 
большого Со =  с-о(ко) 1 .

Положим р =  y(±i+/j,), у ^  Д0, Ц Ко- Рассмотрим три случая: min{|y—А:|, |у+А:|} ^  
8 к, \у — к\ ^  8 к и \у +  к\ ^  8 к, где 0 <  £ <  1, А: ^  1. Случай целых А: ^  — 1 исследуется 
таким же образом.

В первом случае
\р(р2 +  к2)\ =  \у\\г +  ^ 2у2 +  6 2к2) ^

>  Ml* +  »\min { ^ ' T + J i 2 }  ^ 2 +  к^  ^ Ro(yl +  ^ 1/2min 1 +  ^2 }  (l l̂2 +  к2) •

Во втором случае \у\ ^  (1 — 8 )к. Тогда

|р(р2 +  А:2)| ^  |у|(1 +  ц 2) 1/2ц\у\(ц2у* +  (2 -  £)2А:2)1/2 ^

^  ^ Ron (m in{^2, (2 -  8 )2} ) 1/2 min {(1  +  fj,2) 1/2, (1 +  ^2)1/2(1 -  £ )} ( |р12 +  к2) ■ 

Теперь выберем До =  R-o(k>o) из условия
,2

До niinо min < (1 +  /л2)1/2 min < 8г2 L1
1 +  /Л2 I ’
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1
-  (min{^2, (2 -  8 )2})  min {(1  +  /̂2) 1/2, (1 +  ц 2) 1/2( 1  -  5 )} \ >

1
^  -  (4ue +  we +  и,е) шах

£  Ы 2+А-2 =  1

9 (и,е — We) . 9
р +  ik—------------------- -р  +  4А:

(4 Ve +  We +  Ue ) 

Третий случай рассматривается аналогично.
( 4 '1’е +  We +  Ue )

2) Рассмотрим случай \Яр\ ^  к0|9?р|, и |3?р| ^  ^\£. Напомним, что все оценки прово
дятся для |А:| ^  1 .

а) Начнем со случая ?R.p =  0. Тогда

Я(Т.(р,к;£))\щ=о =  Ы к 2 ~  Ш 2)2

3?(Е(р, А:; е))|э?Р=о =  ^ ((4г;е +  we +  ие)(Яр) 2 +  к(ие -  и>е)Яр -  4А:2г>е)  .

Пусть для определенности к ^  1. Рассмотрим три случая, когда Яр — к 7  8 к, 
к ^  (1 — 8 )Яр ^  0 или |Яр — к\ ^  8к.

В первом случае

1Яр(к2 — (Ор)2)2| ^
1

-  £A:|Sp| (\Яр\ +  (2 +  8 )к) +  £2|Ор|А:2

^  \ min , £2}  (\^Р\2 +  к'2) ■

Во втором случае используем тот факт, что также как выше, если |Sp± А:| ^  S\k\, 
0 <  8 <  1

\Яр(к2 — (Яр)2)2\ ^  82 , \ Яр\ к2 ^  ^ 8 2 |%?|(1 — 8 )2 (к2 +  \Яр\2) .

Отсюда следует, что для \Яр\ ^  с.\ имеем

\Яр(к2 — (S p)2)2| ^  ^ 82c i( l  — 8 )2 (к2 +  \Яр\2) .

В третьем случае \Яр\ ^  (1 — 8 )к, Яр ^  (1 +  8 )к и

13?(Е(р, А:; е)) 11^=0 ^  ^[2ие -  (4г;е +  we +  ме)(2 +  8 )8  -  \ие -  we\8 )]k2 ^  

^  -  иек2 ^  ие(к2 +  ( 2  +  5 ) _ 2 | 3р|2 ) ^  ие ( 2  +  8)~2(к2 +  |Sp|2 )
е 2е 2е

для достаточно малого $.
В тоже время, для достаточно малого с.\ при \Яр\ ^  с.\

|3?(Е(р, A:; e))||sRp=0 =  -|4г;е +  we +  ие)(Яр) 2 +  А:(г/.е -  -  4А:2г>е| ^ -А:2г;е , \к\ ^  1.
£ £
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Следовательно,

|Е(р, &;е)||яр=о ^  с0(А:2 +  \Яр\2), |Sp| ^  0, |А:| ^  1.

Отсюда вытекает существование достаточно малого fi\ >  0 такого, что

|Е(р, k;s)\ ^  c0(^i)(|p|2 +  к2) 

для \Яр\ ^  к0|3?р|, |Э?р| ^  /lie.

b) Теперь рассмотрим случай \Яр\ >  Ko$tp, 7  Hi£- Заметим, что корни полинома 

(4'1’е + We + ие)р2 + /kill, -  We ) p  +  4A:2l>e =  (4t’e +  We +  Ue ) ( p  ~  P + ) ( P  ~  P ~ )  =  0

чисто мнимые

p± =  %-
k

-(-(lie -  We) ± \J(lie ~  W e ) 2 + lQve{Ave + We + Ue ) )  =  ikh^ .
2(4ue + We + lie)

Положим p =  kz, В  =  ^(4t’e +  we +  we)- Тогда

E {p, k, e) =  k2 (jx z(z  +  i)(z — i) +  B(z  — ih+)(z — ih“ ) j  .

Рассмотрим случай Г2+ =  {Яр >  к0 7  (случай Яр <  — к0№р, 7  fJ>i£
анализируется аналогично). В Г2+ имеем

\z(z +  i ) ( z - i ) \ ^  ^ i£N ( N 2 +  1)1/2 ^  ^ ^ 2( 1-|2 +  1 )-

Отсюда

|Е(р,А:,е)| ^  k2 (k: -^=^2£2(|л|2+ 1 ) - Б т а х ( 1 ,  |Л_ |)(|л| +  1)2  ̂ ^  с0А:2(|л|2 +  1) =  с0(|р|2+А:2)

для достаточно большого |А:| ^  2\/2В m ax(l, \h~ \ ) ( f . i i s )~2 .
Теперь рассмотрим случай \Яр\ >  к0 7  fJ>i£ и 1 ^ |А:| ^ к0. Тогда

|Е(р,А:,е)| =  А:3|(л +  г )(л -г)|
1 (z — ih+ )(z — ih ) 

z +  - B y ’
к (z +  i)(z — i)

1 (z — ih+ )(z — ih ) 
z +  - B y ’

к (z +  i)(z — i)

Очевидно, что в области Г2+

mm
^еп+

1 (z — ih+)(z — ih ) 
z +  - B y ’

к (z +  i)(z — i)
C i  >  0 .
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|£(р,А :,е)|^ ci~^=fii£(\z\'2 +  1) ^  ^ | -^ i£ (| p | 2 +  А:2) .

Суммирование полученных оценок приводит к неравенству (37). I

Лемма 4. Д ля ц >  0 из предыдущ ей леммы справедлива следующая оценка 

А (р , е, к)
<т(р,£,к)

равномерно по к Е Zq.
□  В силу оценки (37) имеем

^  Ci, VA: ^  0, р Е С , Шр ^  —Ц£, (38)

A
a(p, к)

H i v e +  We +  U e ) p 2 +  ik ' ( И, -  We ) p  +  4A:2~ Ve

(p2 +  k2)p +  - (4 t ’e +  we +  Ue)p2 +  ik -(u e — we)p +  4A:2-  ve

Р а з р е ши мо с т ь  инт е г ро - диффере нциально г о  уравнения.

Теорема 2. Пусть функция G L 2 ~if(R+ , Н ),  7 /  >  — п g ^  =  0. Тогда для  
любого 7  >  7 /  задача (31) однозначно разрешима в пространстве W 2rf(R+ , /I) л для ее 
решения справедлива равномерная по к оценка

\\Vk\\wi(R+,A) ^  d (\\1 к\\ь2>1 (Я+) +  k’°|) (39)

с постоянной d, не зависящей от к п  Д., . 
Здесь

U'hvl^R+A)
d

~rU
dt. L 2rl{R+)

\\Au\\b2rl(R+) L 2>1 {R+)

□  Умножение на аналитическую и ограниченную не выводит из пространства Харди

Н2(Щ  >  7 ,Н).  Поэтому из G Н2 (Ш.р >  —/.is) следует, что функции рщ, А кук 
принадлежат пространству Харди H2 (?R.p >  —fi£) и справедлива оценка

\\А У кЩ 12Мп+)
d

+  II 1 , Ук\\ь2,1 {К+) ^  4(|| f i  +  I г;А' 12 ) •dt

Отсюда следует искомое неравенство (40) с постоянной d\, не зависящей от f^ ^ v ^ k .  
Таким образом, мы получили решение yk(t) уравнения в (29). Покажем, что полученное 
решение удовлетворяет начальному условию у^.(+0) =  0. I

Замечание. Если функция <р(р) Е Н 2(Ш.р >  7 ), то для любого R >  7  можно найти 
последовательность (Rn), такую что lim,woo Rn =  +00 и

r*R
lim

П—̂OO || tp(x +  ill,,) i/d.r =  0 .
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Очевидно, это есть следствие оценки 

[■Rn / f'R \ f'R / roe

/  ( /  \<f(x+ i,Rn)\2d ) dy ^  /  I /
’ —Rn J J7 \J — oo

|^(^ +  Ш„)|2^  dy ^  J (̂J У ( х  +  iRn)\\2Hd^ dy ^  (Д -  7 ) И 1я2(»р>7) •

Из доказанного выше следует, что у&(£) G L 2,7 (i?+), т.е. уд G H 2 ^ftp >  7 ). Тогда по 
теореме Пэли-Винера получаем

rj+iRn
УкЩ =  —=  lim /  уд. (7 +  /./-к/./- =  —=  lim /  ^ ( р ) ф .

у27Г Rn̂ -oo J_Rn у/2 тг Rn^oo J1_iRk

Функция Ук(р) является аналитической в правой полуплоскости ?R.p >  7 , следовательно, 
по теореме Коши

р-у -\-iRn . pR-\-iRn pR-\-iRn pR-\-iRn

/  у  k ip )  d p  =  ( -  +  /
f j —iRn J-y—iRn J j —iR n J  R —iR n

r R  r R  r R n

=  / ук-(х — iRn)dx — / yk(x +  i.Rn)dx +  i / yk(x -  i.Rn) d x .
J 7 </7 J - R n

Согласно замечанию
f Rlim / |yfc(# — =  0 .П—̂OO '7

Отсюда

R n

^  “7^= I \Vk{x  ~  iRn)\dx ^  
R nJ-

1 /  Г00 \ 1 / 2  /  f 00 Hr \ 1 / 2

4  7 |( й +  ! х Ш Л  +  “ )l x )  ( / « ,  л ^ )

^  с ( я ) \ \ т Ы ^ )  ■

Таким образом, при Rk —> 00 получим ук(0) =  0.
Наконец, покажем, что полученное решение vk(t.) удовлетворяет уравнению

4;Ук +  ~ (4t ’e +  we +  ие)ук +  —  [  [etk{t~s)ue -  e~lk[t~s)We]ykds =  f [ 1]. 
c lt £  £  J  0

Для этого достаточно проверить, что yk(t) есть решение задачи

AD
— y k +  -  (4ve +  We +  ие)Ук +  — /  [егЩ s)ue - e  гЩ  s)W e]yk d s  =  f l  , 
ctt. £ £ J  0

Ук{ 0) =  о.
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По теореме Пэли-Винора

yk(t) =  lim — =  /  <7(7 +  гх, k,s)  1 [ f [1) ( j  +  ix)]e{l+,lx)tdx =
R ->+oo у/2тт J - R

1 n + iR

lim - 7=  cr(p, k, e )-1 ^ .1 ] eptdp, 7  >  -p s  .R̂ +oo у ‘2тГ Jj-iR
Отсюда получаем

1 i /-7+гД -~ -
=  Hm - 7 = /  -7 — гТлС/fc1 ] -eptdp, 7  >  . (40)

dt R^+oo /̂2tV Jy-iR VyP-.k-,'-)

Далее, для 7  >  0 имеем

Ayk(t) =  - ( 4 v e +  we +  ue)yk+
£

i i  f t  f y + iR  1 ——-

+  Л . т ш I  [ e ' k t , ~ ‘ h “  - e _ , b , ‘ " 4 1 ( L  e ‘ r d p ) d s

1
-  (Ave +  We +  ие)Ук +
£

1 1 n + iR  \ f  (1) 1 pt . f t
+  i k -  lim - =  Uk . ( /  [егА'(*-л̂ и е - е - й'(*-5)и д е^ ^ ) ф

e я^+00 ^ 2тг 77-ш  <t(p, k,£)\  J0 )

-  lim - L  Г +гК f kf  [fl 1]] ept dp. 
£ R ^ + o o  y/2jr J y - i R  cr(p,k,£)

Следовательно,

A y M  =  I  Um 1 Г ж 1 1<4^  +  «■ +  + ; fci; (“ • - ^ ±  [7 ч  ^  d p ,
yk y J S R У7_ш E(p, A:, e) J

(41)

7  >  ,

поскольку выражение под знаком интеграла не имеет особенностей и для любых 72 >  
0, — /is <  71 <  0

1 1 P 1+iR 7 [(4г;е +  We +  ue)p2 +  /А'1 '1 и, -  we)p +  4A:2± ve\ept 7 m  pt ,
-  l i m  — =  / ^ — г----------------------- ---------- If I \ epl dp =
£ r^ + oo у/27г J^-iR  E(p , k, e)

1 1 P 2+iR 7 [(4t’e +  №e +  Ue)p2 +  /7,'1 ( a, -  we)p +  4A:2± ve]ept 7m vt ,
=  -  l i m  —=  / ---------------------------------— — —̂  ----------------------- ---------- \fl \ep dp.

£ r->+oo /̂ т̂г Jl2_iR E(p, A:, e)

Из соотношений (40), (40) вытекает, что функция yuit) удовлетворяет (31) в случае
д ^  =  0. Теперь рассмотрим дк2\ Очевидно g^\t) £ L 2,7 (R+), 7  >  0. Преобразование
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Лапласа

9к](р) =  ~ (
ik и, ik tг,

(4ие +  ие +  we +  isk ){p  — ik) (4г>е +  ие +  we — isk )(p  +  ik)

имеет чисто мнимые полюса р =  ±А~. Поэтому, также как выше, показываем, что соот
ветствующее решение y£\ t)  задачи (31)

1 г'у+гК
Ук](*) =  Rlim —ПГ= /  А:,е)_ 1(р2 +  к2)д[2] (р) eptdp, 7  >  - p s  ,

Я—>+оо л/ 27Г 77_гД

поскольку (р2 +  к2)дк2\р) аналитично в полуплоскости sRp >  —ps, и

||Е(р, k: ,s) -l (p2 +  к2)д (к2) (р)\\2Н2{Щ}>1М] =

/ +оо —
\Т,(х +  гг/, Л:,в)|—21( (;х +  гг/)2 +  к2 )у, 2 [х  +  iy)\2dy ^  оо .

■оо
Отсюда получаем, что для —ре  <  7  <  0 имеет место

^  £ " в Е(р, *. £) - w  +  % t,e +  u^ ^ L ) ( P - a : )  е" <гр +

поскольку, в силу оценки (37), для — <  7

sup /
р=3?р+г.т, J — оо

Е(р, к, е) 1р {[)2 +  А:2) ^  Uelfc
(4г>е +  ие +  ше — isk)(p +  г/с)

cir ^

г°° А’2 7/)21?)°12
< С2Ы  4UD / _____________  Uell fcl______________  7

^  ° p=9tp+ix, щ » 7 ./-оо ((4t’e +  ие +  we)2 +  s 2k2) ( i 2 +  (;r +  А:)2)

А:2«>2|г;°|2 , ^  1
I СГ̂C" ( 7 ) r t S ^ 7 i - 00 ((4t-e +  'Ue +  u 0 2 + Ae 2A:2) ( 7 2 +  ^ ) d ; r i ^  ^  Cl(7)2

Следовательно, что, равномерно по А:, выполняется

!2) ||я2(»р>7,я) ^  с*|г;°|, ||у[2)||я2(»р>7,я) ^  ш\ с*1г,°1 ==> У(2)(°) =  0 ’ (42)

в силу оценки символа Е(р, к,е).
Замечание. За счет перехода от системы (10), (21) к системе (70), (23) в правой 

части А:-моды возникают осцилляции

hk(t) =  \{d+em  +  dke~m ) -  evl ' 2 J ]  ,
k\-\-k2=ky k€.Zo
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которые определяют часть решения

где D f  =  Тк 1(e±lfct), для которого

■'/,///,' =  //,//;,' -  ^  =  hk{t )  -  ^  .

Отсюда
А к У к h k ( t )  G  L'2,j ; 0 > j >  —fie ( R  ) •

Оператор A k на функциях h,k(t) действует из L27 (i?+), —fis <  7  <  0 в Loo(i?+ ), но не в
l 2(r +).

В этом смысле решение можно считать обобщенным. Определим, в каком слабом 
смысле мы построили решение задачи (31).

О пределени е 3. Функция уk(t) G W/21t7 (-R+), 7  >  называется обобщенным ре
шением задачи (31), если для любой финитной ф(1) £ C,oc(i?+) выполнено интегральное 
тождество

роо РОО

/  Tkyk(t) 4>(t) d t =  ( 4 1} +  g[2)) ф(Ь) dt. (43)
Jo Jo

Покажем, что построенное формальное решение является обобщенным решением 
задачи (31) в сформулированном выше смысле. Действительно, для любой финитной ф 
существует 7  ̂ <  0, такое что образ Лапласа ф(р) аналитичен в полуплоскости ?R.p >  7ф. 
Тогда для 0 >  7 i >  — min{^e, I701} в силу доказанных свойств решения имеем

роо f'OO
/  Tkyk(t) ФИ) d t =  (e“ l7l|t Tkyk(t)) (el7l|fy (i))  dt =Jo Jo

/ 00 ^  _
(/fc1} +9k2))( Iti I + г х ) Ф ( - \ ъ  \ +  ix)dx =

-00
POO

( e - bll‘ ( i f  +  V W )  *  =  /  ( Л "  +  « Г )(< ) « * )  * •
Jo Jo

5. Р азл ож ен и е по гл адкости

1). Начнем с того, что заменой

1

ОО
р о о

[m) =  y[m) +  vk exP \ ~ ~  [  (Le +  ■is2v lJ'2v {™])ds , Le =  4ve +  we +  ue
£

в системе (25), (26) перейдем к нулевым начальным условиям. Положим
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ПтВ  ^Пт г;°ехр J  (Le +  3v1/2s 2v(™])ds^ ,

(Le +  Зь1 2̂ e 2v ^ ) d s ^ j  +

п т  Y ,  et(fc2' fcl)tn™ [
ь- I u^ — u L t/0

Пт г,иexp

к\-\-к2=к
егА-1“ ехр <j — -  J  (Le +  3v1 2̂£2v ^ ) d s  [> du x

x  11, A:2 /  e гА’2“ е х р < —  /  (Le +  3v1!2e 2v£n'))ds 1 du G L2,7 ,0>7 >-fio£ i

H*tv{0m))k =  ПmH  ( Пт г;°ехр J  (Le +  3v1/2s 2v{0m))ds \ ) +
1

1/2
0 U’e | ,0

ki~\-k2=k,ki,k2,k£Zo

/
oo ( I f'U

егА-1“ ехр | — - j  (Le +  3>vll2£2i ^ ) d s  [> t’̂ du ] +

+  ( 2w°kl^ j ^  +  v°kl I Umk2 I e гА'2“ ехр <j - -  I (Le +  3v1/2s 2v{0m])ds \ c'l du G L2,7 ,o>7>-
1 /2

fcl 1/2 1̂ i i ~ I с
Ve / J O  I  °  . /0

I 0

bfci.fca =  9 (Пт  /m'V.' j  £%kiu exp | - -  j  (Le +  3u1/2£2uJm))ds j  du

1 Г

£ Jo 

1 ru

(Le 2i’om))ds }> du G L2,7 ,o>7 >- )

X

x  I L
1r»oo

.0 I e ~ikn u  L

1 JO  I  £  . /0
A w')' I e гк’2и e x p  <j — -  I (Le + 3v1/2s2v ^ )d s '>  du

1 /2

-  ( 2wl2- ^  +  г;°2 ) Umki /  etfcl“ exp <j - -  /  (Le +  3i>1/2A>om))ds r),' du +
/о

+  | +  v°kl j Пт А:2 I e гА'2“ ехр | I (Le +  3i>1/ 2A>om))ds I r),!//uj ;' fcl  1/2
Ve

1 rU 

£ .10



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е..Д Серия: Математика. Физика. 2012. №5(124). Вып. 26 173

Тогда

Ck(vom)) eTikt ехр (Le +  3v 1̂ 2s2v^n'l)ds \ dt

d— 7,(m) J .2  f ,,
dt V° +  e eV° 2 ~ ê- ^ / 2( « Г ’ )2 -  (44)fc I

-  2ег)е1/ 2Пт (Б (П т у,П т у )0 +  Я (П т у)0 +  H(Umy, v{0m))0) +

+  G (™ \ t ) - s v l/ 2Ilm Y ,  ^ - k̂ U m(dk lM + b kuk2) ,
k i + k n = 0

(m) I 0Щ |t=0 =  VQ

T , y lr '  =  - 3  v ^ s v ' r ' y ' r '  +  v p a t i r ' A S V r '  +  С Г ’ М + (45)

- i  (<£ +  v‘/2e2tim>t.kv° 4 ( i i ’n,))e'H + j  (<4 +  ск (г&т>))е

- я 4 /2Пт  J ]  « " ^ l U i W O t W ) )  -

—ikt

ki~\~k2=k

-  2s vl/2Um[B(Umy, Пmy)k +  H(Umy, vj,m))k +  Я (П т у)А.] , A: G Z0 ,

yim)|t=o =  0 , |A:| ^  m, к ф 0 .

Здесь билинейные операторы В {у (-т\ у (-т'}), H(y^m\ v ^ ) \

В { у ^ \ у ^ ) к =  Y ,  |_П ш{у[кМ ш { у ^ У
к 1+ к п = к

- п т ( y f 1 -  i k , J  п ,„ (г/ i : "  +  ik2 j  « - i k n ( t - s )  (т )Ук2 ds к е  Z

и

я ( г/ " ” , 1Г ,)о =  п т (
&1+&2=0> |fci

ехр (4г; +  +  и +  5s3/2v 1/2v ^ ) d s  > х

х i W < ) i W y £ ° )  +  п т « ) п  ™ (й г))

Пт ( , С ) 4-Й-1 £ « - Л1(‘ -*> 1 С ,* ) п » ( < Я » м , ( 4 - , ,< ) )  -

< я ^ " й, « ) ) д » ( * г й + ^  [ ‘ c - ^ - h / ^ d s )  +

'О

- I L



174 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ К..Д Серия: Математика. Физика. 2012. №5(124). Вып. 26

+  П,„ ( Нь.„(г&т) J ) ) П,„ (г>“,Я ь,,„,(ti"’ 1,

n (v " "> . i im,)k =  n m(  V
к 1+ к 2= к

ехр < — /  (4г> +  w +  и +  5e3/2v 1/2v ^ ) d s  > х

х п - Д г Г )  п » « )  +  п » « ) Д . ( С ’ )

/ Г̂
Ur.

„О \тт

< * ’  -  i h  I  « - ‘ ‘ ■ « - ' 't C ’ * )  п - ( <  V 4 < T \ t ) )

+ п„, (г,», , ()) п„, + ik2 f  e^'-^ds

2). Оценим вклад билинейного оператора £>(г/т \ г/т )) в решение, выделив члены, 
принадлежащие L 2^;o>1 > l̂£(R+) . Наша цель -  получить так называемое разложение по 
гладкости

,,,(m) _ гр— 1л/-{т) . гр—1 тл(т)
У к 1 к ' к +  1 к ' 'к > (46)

D f  =  й т)еш  +  Ч;т ) е - К
  rp—l/ + ik t \  \ И т ) ^  т^ /1D f  =  Tk 1 (e±ikt) , Y ™  Е W2\/; о>7 >- , j R + )

где для к < 0  положим £к =  Щ =  £\к\, D k =  D ^ ,  D k =  Бщ.  О тсю да ikDk =

'Ik 1> к • /М/} /, =  €\k\D^\,Dk =  D\k\. Заметим, что Tk lD [™]\t=0 =  0, Tfe_ 1y fe(m)|t=0 =  0. 
Тогда

B ( y {m\ y {m]) =  B ( T - lY {m\ T ~ lY {m)) +  B ( T - lD {m),T ~ lY {m)) +

+  Б (т - 1у ( т ) , т - 1д ( т )) +  B T̂ - l D (m )T -^D {m))

Начнем со старших мод к Е Zq. Для к, к\, к2 £ Zq\

B { J - l y i - i j - i y i - i ) ,  =  j - ,

(47)

(48)
ki~\~k2=k

-П ,

Лемма 5. Для любых к , hi, к2 Е Z0, к +  к\ +  А:2 11 и, v G 0> > (д+) справедлива 
оценка

uv -̂ 2,7;0>7>/Lt£ (-̂ +)
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d
~rU
dt. -̂ 2,7;0>7>̂ £ )

“Г*’dt -̂ 2,7;0>7>/Lt£ (-̂ +)
+  ̂ 2||г,1||2,7;о>7>,1£(Д+))

а). Следствием этой леммы является приводимая ниже оценка для первых слагае
мых в (47). Во-первых,

Пт т г 1к (т)т г 1к (т )"2^  у -1 д-1 к2 1 к2 ||L2i7;o>7>M£(i?+)
fcl+fc2=fc, 0<|fc|,|fci||fc2|̂ m

1 E d
dt. ki ki k2

X

1

_^_7^-ЦЛт )
dt fc2 fc2 ^2,7;0 >7>̂ £(-R+)

,4 ||у (m ) ||2

fcl+fc2=fc, 0<|fc|,|fci||fc2 m 

( m )

^2,7;0>7>̂ £ (-R+ )

-I- l' 2 ПТ^-Ц'^М II2 A^  2 11 A’i 2 fc2 \\ L2rr,o>̂ >i_,s{R+) J

P'fc! }||12̂ :0->̂ ->„,(Я+) P 'a

^2,7;0>7>̂ £ (-R+ )
X

(m) и 2
A‘l 11 Ln ,7;0>7>̂ £ (^+ ) II k2 11 L2 ,7;0>7>̂ £ (^+ )

с постоянной Ci не зависящей от Yk G 0 > >At£.(i?+) и A: G Z 0,

V C ’ -  « ;i J' e*'̂ ->T̂Y™ds = J‘ e*«->±T̂ Y™ds.
Далее, из приведенных выше свойств интегро-псевдодифференциального оператора Тк 
следует, что символ р(р  +  ik\)/Yj{jp, hi) оператора 7 у  =  / 0* егк1̂ ~3'> j -T ^ y d s  ограничен в 
полуплоскости Ш.р >  7  =  —Цф. в силу Лемм 2,3, отсюда следует,что

sup
t> о

1,00 e - 2^ d f  1/2
kl ds kl L2,7; 0>7 > lie (-R+ )

^  y j 2 ano/e ||Е̂ т ) ||ь2л;0>7>^ (д+) .

Окончательно получаем

<

< dt ( А  4,10
1 V А:2 е Е г » (m )||2 II у

А‘1 11 L/2,7 ;0>7>̂ (£ {R-\- ) II ‘̂2 11 ̂ 2,7 ;0>7>̂ (£ (-̂ + )
М  II2

Д ок а за тел ьств о  лем м ы . В образах Лапласа по t получим

I^ ’IIl2,7;0>7>,£(^+) =  SUP /7>— J9tp=~(
u(p — s)v(s)ds

f 9̂ 8=7
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С 2
d
~rVdt. -̂ 2,7;0>7>̂ £(-R+)

^  w II * II L2,7;0>7>̂ £(̂ +) ^

dp

d
~rU
dt.

=7 b l2 +  k2 y »s=n

+  2̂||'и'1||2,7;о>7>^(Я+))

| u(p — s )|2ds +
7>— J 8bp=j \£'\ 1 ,u */>ws=7

00 dp

Ь2,7;0>7> (̂Д+) 7 l^ l2 +  ^

Здесь мы воспользовались тем, что (|р|2 +  к2) ^  2[(|s |2 +  А:2) +  (|р — s |2 +  Щ)]. U

Для последовательности { f l m\t), к Е Z0, |А:| ^  т }  положим

II f(m) и2 =  i|f(m)ii2
II*/ 11 ̂ 2,'7;0>'7> — /j,qs(R-\-') /  j  WJ к 11 L/2 ,7;0>7> — ^

k£Zo,

11̂ (т )|1̂ 2.7:0>7>-мпs(R+) -  S

II f (m) II2 1

117 ||̂ 21,7;0>7>_№£(Л+^)

Тогда

k£Zo,\k\̂ m

= E
k£Zo,\k\̂ .m

d /»(m)
Jt.h

d f.(m)
J th -̂ 2,7;0>7>/ле (R-\-)

\k\2\\fl } 11ь2,7;0>7>_мо£(я+); >

\k\2\\fl } |||2л;о>7>_ТО£(д+)

P * / ,
(m) и 2
к 11 L2 ,7;0>7> — 1-tQsiR̂  ) J

I ̂ 2,7;0>7> — ̂ q£(-R+)

M ||2 || у
A‘l 11 Z/2 ;7;0> — 7>  — /_! q£ (R-\-) II k? 11 Ln ,7 ;0>7> — ̂  q£ t R-\-)

(m) и 2

k £ Z 0 /ci-|-/c2 =  fc>0<|/ci|,|/c2|,|/c|^rn.

b). Теперь оценим два следующих члена в (1). Имеем 

J1 =  B ( T - 1D ^ \ T - 1Y^m))k =  £
ki~\~k2=k

- п -  -  <*. [  e'l“ " - ‘ K 1D {H ‘t‘>) п -  ( 1 5 ‘ С  +  <*» [  e - » * ~ > T g Y ™ < k

к , Ai, А:2 G Zo .

Также как выше

49)

- I T
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Из приведенных выше свойств интегро-псевдодифференциалвного оператора Тд. сле
дует, что Tk lD {™] Е L 2r(;o>1 >-^0s(R+) и Tk l f sD {™] Е L 2r(;0>1 >_^o£(R+). Отсюда

sup
t> о е Jfci ds^ kl ds

p o o  \  1 / 2

£  I j  e~2hltdt r j l —  1  7 - ) ( m )

fcl ds kl

л/'2 ц0/е rp — 1 гл(пт-)
kl ds kl -̂ 2,7;0>7> — /Ltos(-̂ +)

Оценим таким же образом TjT^D^ =  Тд” 1 ds. На основании этих оценок имеем

2 с2ф 0 Е

IJ III 1 II Z/2,7;0>7> —

к .
(га) и 2

е  /  j  "  & 2  11 - ^ 2 , 7 ; 0 > 7 >  —  /j ,q £

ki~\-k2=k,ki,k2,k€.Zo, |fe|,|fci||fc2|̂ га
,я + ,) ( C ’ l2 +  l d 2) -

с). Наконец, оценим 

B ( T - 1D {m\ T ~ 1D {m))k Е
ki~\-k2=k, ki,k2,k£Zo, |/c|,|/ci||/c2|̂  га

—П т  ( T , I 1_D[m) — j elkl{t- s)T - 1D ^ )d s ) u j T - 1D ^ ) +  ik2 /  ds■ fci fci " fc‘2 fc'2 " fc‘2 fc'2

E
fcl+fc-2=fc, |fc|, 0< |fc'l I |fc'2 I s£ Г7Т,

fcl fc2

-U r ( J ‘ e* « - ‘ )T - ' ± D ™ d s )  Пт (  — J ‘ e - * « ‘ - » T ^ Y g " d s )

Решим теперь проблему с членами ik f*  etk^~s^D+ (s)ds, ik J* е~гк(~г~^D~ (s)ds, которые, 
как мы показали вьтттте, не принадлежат L 2^;o>1 > l̂£(R+) . Выделим в них вклад осцил
лирующей части.

Слагаемое UmTk̂ D ^U m T jT 1 оценим по Лемме 5. Имеем

НИ т~ 1 Г)^Т\ 71- 1 n (m)||2 <lliimJfcl ^k'l ко \\L2nlo>'Y>-i_,0s(R+)) ^

— ( C V  +  l - T i 2) (К Г ’ ^  IxT ’ i*).

Далее,

S.fci 4k2 e~ikl{t~s)— Tkl\ e ikls)ds /  eik2{t~8) —  T ^\e~ik2S)ds
ds ds fc‘ 2

^2,7;0>7>— jiQ£ (-R+)
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< clегЫ1~8) — T - ^ e -^ s y i s
'О-̂ 2,7;0>7> —/Lto s(-̂ +)

А° Л\  I -г IЧк1^ ( i C ’ i ' +  i C ’ r2) ( i C ^  +  i C ’ i2)-

Здесь мы воспользовались выражением для преобразования Лапласа

L U o  elk2{t~ S)^ s T ^ ( e ~ tk2S) d s )
V

£(р, к2)

Откуда, в силу Леммы 3, следует, что || егк̂  s)£ T k.2l (e ik*8)ds||l 2rf;0>„f>_iios(R+) <  с? 
Теперь оценим члены вида

h  =  гЦ1Г )?Й г) (Ткг1^ * 18) -  г к 1 f  e - %k̂ - s)Tkil { e - ^ s)ds^ J *  eik2{t- 8)^ T ^ ( e - ik̂ )ds,

и

h  =  (г,-11<е‘Ь1‘ ) -  <*» [ a e,k'-<‘ - ‘ ] j T ; 2l (e,k'-‘ )ds) .

Далее, для определенности, рассмотрим случай hi, к2 >  0. Тогда

- г к г ( \ - lk^ - s)T r \ e - lk^)ds =  ± -T klT r\ e~ ikl8) -  (50)

£
WP,

_  I LeT- 1(e-ifclS) _  f/> 1 Г  eik^ - 8)T ^ ( e - ikl8)ds

_£_e-ifcis___
W P W f

Таким образом, осталось оценить только члены вида

=  C ,C , ( I h 1(e_“ '“ ) +  ifc1 J ‘ e - W - ^ e ^ d s )  х

х (Tg\eik'J)-ik2 j  е‘Ь(‘-',Г1-1(е‘‘’*)<гз) =

- C C i W - ' l  ( г * * *  +  : 4 ^ V  (<=*” ) -  (L, -  « J ^ n  -
s\

U, ue dt

w e l \ - lk2{t- s) j T - \ e lkn d s ] )  +
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1

М’е
X

x [  eik2{t- 8)^ -T ^ \ e ik28)ds
ю ds

Здесь мы дважды воспользовались (50).
Из приведенных выше оценок следует, что

<   ̂ А  £  < С ’ 12 +  К " ’ !2) ( 1й ” “’ г2 +  I d 2) •
ki~\-k2=k,

Ц0£ 1
J2

k uewe ^  1 2ki~\~k2=k, \ki\,\k2\y\k\̂ m

Зам ечание. Для fci <  0 имеем

тк1у =  4  У +  -  Ley +  *|fci| f\w e ег̂ - 8) -  Ue e ^ ^ y d s
dt £

Положим

Ты У  =  T ,v  +  7 Ь‘ У +  ‘ N  / '< “ .« _  Uedt £ 

Тогда для <  0 имеем

т.е. ТГ' =  ( Т Г Т 1-

ТнУ =  З Д у

к 1 V fci
Из этого наблюдения можно сделать следующие выводы .
1. Для ki <  0, к-2 <  0

( * .  jf e - ^ - ' T ^ D ^ d s )  (гк2 j f  e ^ ' - ' T ^ D ^ d s )  =

Цк,\ f  ( < N  Г е - ‘ |Ь1|“ - ' ) (1 Й Т )'1 с Й ‘*8

-4M & t1|eHtel+l‘ ll,‘ +  • • • =  —  4|tl|5|k1|e,te- bl)‘
Me We UpWe.

2. Для fci >  0, fc2 <  0

ч ✓ pt

( i h  ^  e - ^ - ' T ^ D ^ d s )  ( i h  jf =
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/О '  x JO

   V\k2\Vkie~ ^ ~ kl +  ■■■ =  — V\k2\Vkiek2~kluewe uewe

3. Для ki <  0, k2 >  0

(«• , jf  e - W - ' T ^ D g ' d s )  ( i h  j f  I ' D ^ d s )  =

-  i|fc,| f e ^ - ^ T ^ r ' D ^ d s )  ( i h
/ 0  7 4 Jo
„2 2

fc2 + lfcll J — ___£__c, c,, ,gfc2-fcl---------- 6 -2?|fcl|e 2 H----- = ----------- 6 -2?|fcl|uewe uewe

Положим

B*(Y {m), Y {m)) =  B ( T - lY [m\ T - lY [m)) +  B (T ~ lD {m\ T ~ lY {m)) +  B (T ~ lY {m\ T ~ lD {m)) , 

B * (D [m\ D [m))k =  B ( T - lD (m\ T ~ lD (m))k +  ei(fc2“ fcl)̂ r }^ r } •
W e U ’e fcl+fc2=fc

Тогда £>* часть £> которая переводит

В#(У М )У М ) :  (Ь2,7;0>7>_№г(Я +))2 L 2^;0>1 >_ , 0£(R+) ,

5 * р ( т ) ,Д (т ) )А. =  Б ( Т - 1д ( т ) ,Т - 1д ( т ))А. +  —  £  ei(fc3- fcl)t^ )4 r ) ^ 2,т;о>т>-№£.
I i /э 'ХХ) р k\-\-k<i=k

Таким образом, в переменных у^т\ система (45) записывается в виде

i f г) +  Зг1 2 -  vl/2£vim)A ^ T ^ Y i m) (51)

=  _ £ ,М  _  3i;i/2e i;^ )T fc- i 4 m)

( 4  +  *’е / 2 - Ч т ) * Ь °  с + ( ' 4 т ) ) ) е гИ +  ^  №  +  г;е1 /2 е 2г;£т ) г Ь 2  с *  ( ^ m ) ) ) e _tfct 

-вг;У 2П„г ^  ei(fc2- fci)*nm(<ifcbfc2 (i) +  Ь,,д,  (i) +  — Й Г ^ )
к1+к2=к UeWe

— 2s Ug/ 2n m [В* (У (m), У (m) )д. +  B *(D {m\ D {m])k +  H (T ~ lY {m) , v [™])k +  Я (Т " 1У (т))й] 

-2 е г ;е1/ 2Пт [Я (Т - 1£>(т ) ,г ;?г))й +  Я ( Т - 1£>(т ))й] +  с1т ) (*), к E Z0, к С ш ./r /  0 .
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Заметим, что Тк 1-D[m |̂t=o =  0, Тк 1У^т |̂*=о =  0. В силу Лемм 3-5 и приводимой ниже 
Леммы 6 получим

(т) и 2
1 / j II fc‘l II -£'2,7;0>7> — /.iq£{R-\-)

ki~\~k2=k,\ki |,|̂ 2 \,\k\̂ m,ki,k2,k̂ 0
E  i m

I*

x ( i k

X

r { m ) II2 I |t(m )|2 , I (m )|2\
fc’2 11Ь2,7;0>7>-дог(̂ +) ^'2 ' ' 'fc2 I /

Л ем м а  6 . Аналитические в полуплоскости flip >  7 ; 0 >  7  >  —да функции

pQ k
Е  р ± г А :

Е  р ( р  ±  г/с) ’ 

pQ  1

Q =  р +  к' , ограничены, т.е. существует Со >  0 такое, что

Е  р ±  ik
pQ к
Е  p{jp ±  ik)

^ с0 , V р £ С, flip >  7  , 0 > 7 > — д а  .

□  Действительно, во-первых 

pQ  1
Е  р ±  г/с

1

pQ к
Е  р (р  ±  г/с)

^  со г т  '

| р ±  гА:| 

к
\р\ \p±ik\

\р ±  ik] >  -  .

Далее, в окрестности \р\ 7  1/2 имеем

pQ к Q к
Е  р(р ±  ik) Е (р ±  ik)

^ с 1

и в окрестности |р ±  г'А:| 7  \ имеем

. pQ к

Точно также

Е  р(р ±  ik) 

pQ 1

k :\ p - (±ik)\
IEI

E  ± ik
\p\\p -  (±гА:)|

IEI

Из доказанного утверждения следует, что указанные функции интегрируемы с квад
ратом

sup Г ( pQ 1
2

1 pQ к 2

/  SRp=y1 ^ Е р ±  г к
1

Е р(р ±  г/с)
 ̂dp < 0 0 .
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Л ем м а 7. Из приведенных выше оценок частей билинейного оператора В* ( у М   ̂y ( ”i)) 
следует равномерная по к априорная оценка

£2 \\B*(Y{m\ Y {m))k\\2rII ' 5 ' 11-̂ 2,7;0>7> — fj,Q£ < (52)

< «4 Е лире**» + Ci*+iCVhiiC’iiL.,̂ , + id2 + I'C’i2]
ki~\-k2=k, 0<|fci|,|fc2|,|fe|<m-

Д Л Я  любой Y {m) G L 2,7; 0 > j > - ^ o e -

Более того, справедлива априорная оценка вида

К Г 1 2 + 1ч Г |2] [ксГ ’ 12 + Ь Г ’ 12]lk2 

f 53)

для любых G Cm.

6 . Н улевая м ода

Теперь посмотрим как влияет билинейный оператор 

Пт  (-В(Пт (г/т ) ), Пт (г/т ) ))) .= Е
ki~\-k2=0,\ki\̂ m,kî 0

rVk\Vk2

-  - 1 V.
,м  

4 V k‘
-  ik i /  (vg >  +  i h  I  e‘tel‘ - a) iC ' d skn Jk 1

JO  '  4 JO

на нулевую моду. При условиях на начальные данные (12) и (62), которое мы рассмот
рим ниже, когда H(v)о =  do =  0, уравнение для нулевой модьт принимает наиболее 
простой вид

~т,11о +  -  Levо =  - \ e  v lJ 2vl -  2£ v lJ 2B{v,v)o  ,
dt. s 2

Vo\t=0 =  Vq ,

(54)

Для v =  u°exp j  —  ̂ f 0 (Le +  Зе2г;У2г'дт )d s j  dt. +  y(m\ y(m)|t=o =  0, положим

=  В  '̂v° exp | — - J (Le +  Зе2г'У2г'о”^)ds| dt., v° exp | — - J (Le +  3£2v ^ 2Vq”^)ds| dt ĵ

Я (у (т ) , 4 m)) =  Б^г;°ехр (Le +  3e2De1/ 24 m))ds | +

+  в [у ^ т\ v° exp | — -  f  (Le +  ?>£2v lJ 2v ^ ) d s



Далее, полагая, так же как и выше +  T ^lY^m\ получим

П , „ ( в ( П , П , „ ( ; ! / (’“ ))'

Е {(Т̂ Т } + T̂ D̂ KT̂ Y'f + -
&1 +&2= 0 , \к\\^m,ki

{ Th " > T } +  Th D 'H +  Й;1 J '  е - ' ^ - Н Т ^ Т '  +  T ^ D '^ d s )  x

x (T̂ Y'f + + <*» £ •
Суммируя, изложенное выше, мы можем разложить компоненты билинейного опера

тора, выделив осциллирующую часть. Тогда Вq часть оператора В , которая переводит

В * ( у М , у М ) о :  ( Ь 2,7 ;0>7> - ^ ( Я + ) ) 2 Ь 2,7 ;о> 7 > - ^ ( Я + )  ,

по следующему правилу

В * ( у М , у М )0 =  Б ( Т - 1У (т ), Т - 1У (т ))о + Б (Т -1Д (т ) , Т - 1У (т ))о + Б (Т -1У (т ) , Т - 1Д (т))о. 

Далее,
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-/Uoe 5
~2

«РЧо = — Е <*«* e‘(te_bl)‘ ■uewe ki-\~к2 —0, |fei|,|fe2|>|fe|̂wi

Следовательно, несуммируемый в Ь2 вклад осцилляций определяется функцией а̂ т\ 
Функция а^  Е C g (R +) меняет предельную константу на плюс бесконечности для стан
дартного уравнения

-77 ystn +  -  Levstn =  — 3t’g/2e u2tra -  2г;е1/2е a(0m) , (55)
ar e
d 1

bet’stn =

t’stn(O) =  t’o • (56)

При этом нулевая мода

4 m)(t) =  v(stn (t) +  £ v (0m) (t) , V(0m) (t) E L 2^;0>1 >_ ^ £(R+) .

Мы потребуем, чтобы a ^ ( i )  G C^(R+) была гладкой ограниченной функцией. Тогда 
стандартное уравнений имеет глобальное решение
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х ^1 +  ехр |:Зг'У2е j  ( (З г ^ е 2) 1Le +  2v^\t.))ds +  r j  +  z 1'™'1 (t.)  ̂ , t E R

такое, что supe*|w^(t)| ^  Со, стабилизирующееся при t —> + oo  к функции v ^ \ t) ,  
t^o

z {m)(t) E L2,7;o>7>-^0£-- Параметр г  находим из условия

v T \ 0 ) -  ( ( 3 +  2 v ? \ 0 ) )  ( l  +  / ) "  =  .

Здесь у =  (t ) — (t ) решение уравнения

Ly =  j f y +  \ L eV -  3 v l/ 2s  y(y -  2 v("2) (t)) =  0 .

Если

- l
У =  -  ((Зг;е1/2е2) ^ e  + St’̂ ^ ^ ^ l+ e x p  | з г 'У 2е j  ((3г’У 2е2) + 2v{™]{t))d.s +  т

TO

Ly = - 2 -^ v {"2) (t.) ^1+exp |зг'У2е j  ((3г’У 2е2) +  ' I v ^ ^ d s  +

при условии
Am ) ,

2 ,7 ;0 > 7 > —/.toe

(Зг'У2е2) 1i e — 2 sup \v™(t)\ >  дае .
t>o

Невязку c ( m ) ( i )  G £ 2 ,7 ;o > 7 > -

-1
L^(m) =  - 2 ^ v [™\t) ^1+exp |зг;е1/2е ((3 г;е1 / 2 е2) %  +  2 uJ"} (i))d s  +  r  j  J G L 2 ,7 ;o>7 >-/t0£

будем искать, так же как во введении.

Частное решение (t) будем искать как решение задачи

+  ^Lev{™\t) -  3vl/2s {у{"г))2 (1 ) +  2vl/2£ a{0m) =  0 (m _1) . (57)

Для agm)(t) =  Ĉ|fc|<c2m, /,,,, fn.-1 |̂ fc| ^ |A:|_1_<J, a >  1, решение будем искать в виде
v{+ \ t )  =  k9tockeikt. Тогда

3Ve £ ^   ̂О.-1 rk j
к1+кп=к hk

ск = -------------------j-------------- 1----------j—  . (58)
ik Т  — ik Т  ~Le

£ £

Положим А =  |А:|СТ| .̂|. Разрешимость системы (58) есть следствие утверждения:
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Л ем м а 8 . Пусть А =  |fc|>:l <  оо, hk Е С, для некоторого а >  1 и для се
мейства билинейных квадратичных форм B m{u , и) равномерно по m справедлива оцен
ка \Bm(c.,c)k\ ^  Sfc!+fc2=fc I 11Cfco |• Тогда для любого in Л 1 система билинейных урав
нений

C-к =  e(hk +  В(с, c)fc) , А: =  1 , . . . ,  т, (59)

имеет решение ( c i , . . .  , c.m) Е Cm, для которого равномерно по m п к справедлива оценка

Ы  ( \hk\ +  тут—) , А: =  1 , . . .  , in , (60)

если
£28 сА  ^  1 , с =  V  — -  .

U  №

□  Фиксируем т. Тогда для приближений ( c f  \ . . .  , Cm) Е С

cjf} =  s[hk +  B (cb l\ c b 1})fc] , A: =  1, . . .  , m  ,

e f  =  0, A: =  1 , . . .  , m, справедлива оценка (60), поскольку в силу индукции

lc fc } | ^  -  ( W l  +  +  ^ ) ( Ы  +  й г р )  +
fci+fc2=fc ' ?

+  ( | А:2 Г | ̂ -а-2 | +  A) +  |дГр)

^ е (\hk\ +  ^ £ (l^'l +  ]

если £2%сА ^  1 . ■
Из ограниченности приближений следует существование решения ( c i , . . .  , ст) Е С п 

системы (59), для которого справедлива оценка (60).

Зам ечание. Для оценки |А:сд.|, к Е Z0, умножим (60) на |А:|. Тогда

\кск\ ^  s(\khk\ +  |А:| Y  lc fcillc fc2 l )  ^  e(\khk\ +  |Aicfcl||cfc2| +  |cfcl||fc2cfe2|)
k\-\-k2=k ki~\~k2=k ki-\-k2=k

Следовательно,

e  ̂| khk | +  2 ^  | kic.kl 11 A:2cfc2
fci+fc2=fc

IA’ Cfc| ^  (  A7//, +  A l  =  ^ l 2 \ k:\1 + a \h k\ <  o o
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если
1 б£2сА 1 ^  1 .

Для функции v {™\t) =  Eifciscm, кфоскеШ имеем

j t v T \ t)  +  ! м г ’ («) +  Ч * *  <‘ ’(Г ")2(() +  =

, \  2 i k t  \ __
2 г ^ е  V hkcikt +  Зг'У2е ^  ] Сд.е

m<|fc|$2m, fĉ O к=̂О
'//.7 О (т. )

В зависимости от знака нулевая мода либо проскакивает состояние равнове
сия либо не доходит до него. Решение стремится к нулю экспоненциально только при 
условии а^  =  0. В случае а^  ф 0 мы имеем только устойчивость по Ляпунову в 
окрестности состояния равновесия.

В переменных уравнение для нулевой модьт

i v < r ‘ +  -  ( L . -  т  А - У Ч " ”  ) 1’1Г ' +  2s v ‘/ 2
1

dt

Gim) =  - 2 v V 2e

e L 0
Am )

Je Lb0

v° exp
1

£

=  G{0m) -  2£v 1/2H ( T - 1Y {m\ v {Jll))o -  2£v l/2B * (Y {m\ Y {m)) 

Б ^г;°ехр|  —-  J (Le +  ?yvl 2̂£2v ^ ) d s  

(Le +  Зг;1/ 2е24 т ) )^ Л  )  +  В*(D {m\ D {m]) 0 +  H (T ~ lD {m\ v{0m))

(61)

о ,

7. У сл ови я  н есек ул я р н ости

Как видно здесь за счет взаимодействия появляется члены с e^fc2-fcl^. Образ Лапла
са решения с такой правой частью не будет аналитичен в полуплоскости flip >  —fi£. 
Появляются полюса в точках р =  i,(k-2 — к\). Мы должны потребовать выполнения до
полнительного условия на начальные данные мод любого порядка:

dfci,fc2 =  -  2 w
1/2

,0 We , у 0
k2 1 /2 

Ve
k 2 2 и0 Ue

1/2

k i  1 /2  ' k i
Ve

4  =  Ue/ 2(2Ue/2Ufc +  vl /2vl) =  d+ =  u1/2 (2w 1/ 2wl +  vl/2vl) =  0 , 

т.е. потребуем, чтобы

w\t2{2ulJ 2u°k +  г’У 2г;°) =  u lJ 2(2w ^2w°k +  vlJ2vk)  =  0 , к G Z 0 . (62)



Тогда

1

/о к е Jo
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hiM  =  ) ( . )  (  у  e%klt ехр j  (Le +  3v1/2£2v{0m))ds j  dtj  х

х  ̂ f  е_гА-2* е х р | — - f  (Le +  3v1/2s 2v ^ ) d s \  dtj ,
Iо I £ Jo

и оставшиеся секулярные члены имеют вид

e v l* ( i k v i r 4  № Г У И +  ( t r V - Kl -  £  +  —  С С ’ ) )  •

Зам ечание. Положим Qm =  {(fci, А’г); fci, к2 G .Zo, |fci|, |А~г| ^  т, |fci — к2\ >  т}.  
Отметим, что случай |fci — Â| >  2т  невозможен для к\,к2, |A~i|, |А~г| ^ т  Действитель
но, пусть для определенности fci >  0. Тогда —к2 >  т. Таким образом, в секулярных 
условиях мы исключили все возможные пары из Qm.

Также как при исследовании нулевой моды разобьем осцилляции на две группы. 
Учитывая, что по построению есть линейная комбинация экспонент E|fc|<TO к^ 0 СиегН, 
положим

-2
z kevT 'v l  [ с № Г ’ )еш  +  (bh M (t) +  С ’ ч Г ’

V и е ш е
k i + k n = k

=  S (m) +

где
S{m)(t) =  Y 1  4 т )еШ > 5 im)W =  5 ]  s[m)elkt

\k\>m

Имеем

M  “  Щ2°д\ Vg2 Cq2 (VC>m) ) +  J 2  CqiCq M o ^ ) ~
q i + q 2 = k ,  \qi I$ m ,0< g 2$ m ,g i^0 q i + q 2= k , \ q i\ ^ m ,0 > q 2 ^ —m ,q i ^ 0

S k =

E (fw + ̂ 7 С’€”) • l‘l<”^0.
<?i+i?2=fc, \qi\,\q2\Km,qi,q2̂ o

Нетрудно проверить, что равномерно |А:|СТ |s^| =  0 (m _1) и поэтому, также как при 
исследовании уравнения Риккати (нулевой моды), мы эти члены отбросим. Они будут 
не существенны при обосновании схемы Галеркина.

Оставшиеся секулярные члены |fc| ^  т, к ф 0 приводят к нелинейной
;теме для коэффиг 

следующего условия.
системе для коэффициентов , ? /j^ . Для коэффициентов s^  потребуем выполнения



У сл о ви е  несекулярности . Потребуем, чтобы для любых к G Z0, |А:| ^  т, к ф 0 были 
выполнены соотношения
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Vk

где

i im) +  2 е I'У2 ( « Г »  +  ^ « Г ’ )  =  0 , 0 < Ж  т

Г ’ +  2г v 1/ 2 ( s ™  +  ^ 4 "” )  =  0 • - т  «  к < 0

(63)

dim) Jm)
Kk — 9̂2 4q i

qi+q2=k, |<?i|,|<?2|sS"i,<?l,<?2̂0

Существование решения системы для достаточно малой нормы Н^оНя^о^) следует 
из Леммы 9, приведенной выше.

В дальнейшем, мы потребуем выполнение условий несекулярности (63) и условий 
(12), (62).

Остается вопрос, что будет в случае, когда для старших мод это условие не выпол
нено? Можно ли получить пусть слабое, но глобальное решение?

Заметим, что

'^ 4 ( i im)) =  ± ik  [  е ^ е - т /о ^ + з ^ /^ Ч " *  )*>dt =
Jo

=  1 --------[  (Le +  3v1/'2s 2v ^ ) e Tlks e x p / —  [  (Le +  3v1 2̂£2v ^ ) d s \  d t .
£ Jo I e  j o

Отсюда следует равномерная по к ограниченность

M b ' - W " ' ) ) !  <  max 1 1 sup,?0 (L‘  +  3t,1/2£2l‘ ,» ,‘ ) l) I

Точно также для
jk =  ~ 2 vJ' <̂?i,<?2 =

qi +q2 =k,\qi I, |(J21 ̂ rn,qi ,<J2̂ 0

vee/2 ^  J  eiqit exp | —~ У  (Le +  3v1/2£2VQ2)) d s ^ d t x

f*00 (  -y f t

'о К £ Jo

<?l+l?2 = fc, |<?1 M<?2 |s£r7T,,<5fl ,£/27̂ 0 

POO

x I e_t**exp< j—-  j (Le + 3v1/2£2v ^ ) d s \  d t :

для c r ^ l  имеем

)
'|A:|\jk\ ^  l e/ 2]TT7 J ]  \ Ы 1+аК \  X

qi+q2 = k, \qi\,\q2\̂ m,qi,q2^0
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X e%qit ехр
£

(Ье +  3v ll'2£2v ^ ) d s  > dt.
/о

х

х [  е %q2t ехр <[ — 7  [  (Le +  3v1/2£2v{0m))ds\dt
ю £ 'О

+ ш 1+ а К \ e%q2t ехр
£

(Le +  3v1 2̂£2Vqm'))ds > dt.
ю

х

х gii'° [  е г?1*ехр<[—  [  (Le +  3v1/2£2v ^ ) d s  }> dt.
ю £ Jo

, ( m )  I

/  о 1/2 1 ) л supt>0(Le +  3u1/ 2£2K m I) I^  — — max < 1 , --------  — -----  > > \q\
1 (infi;,„(Le - 3 tIV2£2|t,W|))2 J I ^\k\c

* \ v 0 \  

g I

При выполнении условия достаточной малости нормы ||у0||я,т равномерно по т  одно
значно разрешима система для определения двух векторов коэффициентов осцилляций

е т) =  ■ ■ ■ . s i r ’ ) , ч(т) =  (> /г\ ■ ■

так, что для решения системы (45) справедливо разложение по гладкости

Ук
( ш )

(< ) =  S n ] D t  +  ч Г ’ -О* +  I f ‘ > м  , D t  =  J T V * ) .  1*1 <  > » . М »

где € L2. ,-/;0>-(>fie(R+), и проблема существования глобального решения задачи
(61), (51) сводится к проблеме для возмущения оператора Л =  I -\-£ A ( Y (-m"1) билинейным 
оператором с малой нормой

A { Y W )  -  еВ (У (т ) ,У (т )) : ( ь 2,7;0> № (Я + )) ‘ 2,7;0>7>/i£ (-R+) i (64)

A ( y (m))fe =  3v1/2v ^ T jT 1Y]j;m  ̂ +  ue1/ 2̂ m)4 1)Tfe- 1y A(m)к )

B ( y M , y M ) fe =  г;е1/ 2Б *(У (т) , F (m))fc, fc G Z0, |fc| ^  m  

о существовании решения в пространстве L 2,7;o>7>-wr(-R+) неоднородного уравнения

Л (У (т )) -  е В (У (т ) ,У (т)) =  G(m). (65)

П ред л ож ен и е 2. Пусть v° Е Н а, и >  1, выполнены условия несекулярности п 
условие (12). Тогда существует число Со =  со(е) >  0, независящее от m такое, что, для  
достаточно малого £ ^  £q, при условии ||г,0||яст ^  с-о п для любого m Е N, существует



решение v =  г /т (̂£) системы (25), (26), которое является глобальным по времени. Более 
того, равномерно справедлива оценка
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I (m) II ^  I 0|К’о — Vstn\\w l (Д ) ^  Со Ы2,7/0>7> — fie 4
\v ™ (*) ~~ A™  llw21i7;o>7>_^(R4-;A) ^  со|Ы|, VA: G Z 0

1Й "’ | +  1п Г К * щ К 1 ( К 1 +  р з ; Л

где Д, =  E fcez0 1^Г1г,°1 <  00 •

Замечание. Очевидно, что проведенные построения применимы к модификации 
(6). Но этот случай намного проще, поскольку здесь

(ш)   2 1
а° £ U2W2 L'̂ eS.fc! S,fc2

e e fci+/c2=0, k£Zo, |/c|̂ ra

есть константа и можем не приближенно, а точно решить уравнения для нулевой моды. 
В тоже время

1

Н Й Г Ч Р  +  < * Г Ч Г ’ ]

(га) 2
Ч  — е utw ; , ,ki~\-k2=k,k£Zo, |/с|̂ га

Е («гс’с ’е*+«ecssvi ■
Это упрощает условие несекулярности и позволяет решить систему для к мод (|А~| ^ 
т., к ф 0) опять же не приближенно, а точно. Ниже, для простоты, мы приведем вспо
могательную задачу (линейную относительно старших мод) для такого случая, когда

( ш )а0 — константа.

8. Модельная задача (априорная оценка)

Сначала рассмотрим задачу, линейную относительно у М  (см. (44), (45)):

+  J  ( l *  ~  f  e W ’ )  > t '  +  ^ > i/2aS'‘> =  (66)

=  FQ- 2 £ v l /2H ( T - 1Y {m\v%n))o,

Fo G Ь2,7;о>7>^0£) в случае, когда для простоты, — константа.

Y ™  +  3vV2£ -  vl/2£v{0m) A ^ T ^ Y ™  +  2s vlJ 2H (T ~ lY {m), ^ m))fe =  (67)

= - D [ m) -  3v ^ s  v ^ T ^ Y D ^  -  v l/2sv {0m ) +  2s v 1/ 2H { T - 1D^m\ v {0m))k+

+  ( ~ d +  +  ikvl/2s v {0m)iPk 4 (v{™])\ elkt +  Q -d *  +  ikiPk ck (i^m}) )  e~tkt



к Е Z q , \к\ ^ т ,  к ф  0 ,

где
D [m\t) =  C{km)em  +  4 m)e~m ,

/ / / , =  1 i/'/nr;; м/7,'2г;; ;■ [  etkise~ ^ < f
2 " Jo Jo
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4 bfc2 =  ^ ( 2u’°2^ i 7̂  +  l,°2l  f 2u°i 1̂72 +  l’°i I =  0

dk =  Wg/ 2(2ug/2u° +  i’g/ 2y°) =  =  ulJ 2(2 w lJ 2uPk +  t’g/ 2u°) =  0 ,

Fk £ -̂ j2,7;0>7>Jtt0£'' Правая часть определилась разложением билинейного оператор В (и, и). 
Здесь мы упростили задачу, положив что -  константа.

Постоянная а меняет предельную константу на плюс бесконечности для стандарт
ного уравнения

d 1
TTt’stn +  -  (4ve +  ue +  We)vstn =  - 2t>e1/ 2£(t>2tn -  Cl^) , (68)
dt. s

Vstni0) =  Vq . (69)

Как мы показали выше, в этом случае Vqm\t) =  vstn(t)+£ z ^ f t ) ,  где z ^  E Ь2 ;̂о>у>/ие(В+), 
Vstn(t)— решение стандартного уравнения Риккати.

1. К уравнению (66) (когда v^  =  const) применим результаты, проведенных вьтттте 
исследований неоднородного уравнения Риккати, согласно которым существует гло
бальное решение Vqm\t), если

е2(1 +  Зе  ̂ +  3 г, А/, Л 2 <   ̂ Q
L 2 \ L '2

где в нашем случае

М 0 =  sup |F0 -  2е v lJ 2H ( T - l Y {m\ v [Q l ) ) 0|.
t '̂ 0

Это решение =  i’stn +  £ z(t.) абсолютно непрерывно и z(t.) удовлетворяет следующей 
оценке

sup \z(t.)\ ^  (1 +  Зе3 г, М, , ) 2 ( l +  . (71)
OsCtsCT \ F  J

Оценим М 0 в  э т о м  случае. Начнем с

| Я ( Т _ 1 У ^ т \  t ’om ) | ^  J i  +  J 2 +  J-з,
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где

J i =  2г;°х ехр j  — ~ /  (Le +  3s2vl/2v{0m))ds\
fcl -\-k2 —0, \ki\̂ m,kî 0

l
J2 -  ~ 2  c/fci

fcl+fc2=0> | fci | fci
г;? (e “ ^ °  (Le+3£:

1
J-л — 2 Efcl+fc2=0> | fci | fci

/7,-1 j  etkl{t- s)e - ^ °  (Le+3e\>l/2dTds>j x 

x ( ^ 1П Г ’ +  *  £  e - ^ - ' T b ' Y ™ d s )  ,

)ds+*fc2 f  e - ik2{t- 8)e~*ti  (L^ 4 /2drds>j xV l f e - ^ o

x ( V C  -  l  •

Имеют место следующие неравенства:

<
V b \

^ Со \/е /да  P'fcm) II Ь2,7;0>7- де(Я+) •

Ат^-НЯ™) 
dt k

<
,-y; 0 > -y — /Lt£ ( )

Следовательно,

I J i l  ^  2 с о у / ф ^ е - * *  ^ M L £- 3 e 4 / 2 \v{0m) \} £

f c l + f c 2 = 0 ,  | f c l  | fc l  7^0

г;° !  I 11 Â ” ’} I U 2 ,7; 0>7 - )

4
a — 1

Далее

Со V  £ да e inft>0{ b e - 3 e 2t)e'/2|t)Qm ) |} ( m )  I I 2

fc‘ II Z/O,7;0>7 —̂£(^+)
1/2

|fc#l l$|fc|$m

e -ik{t-s)T - i Y {m )^  _  f  e -ik{t-s) d T - i Y (m)sJn ds <

<  \ т ^ т ) ш  +

V b \

d  r p — l \ r ( m )

dt к к
1

^  2C°^f=T P'fcm)|U2,7;0>7- (̂^+)
2̂,7;0>7>-fj,£{R+) V  iTl

Отсюда следует

Мг| ^  c iy/s/цое-^  Lo*( |fc|(TL.O

|fc#l

V  n y (m)n2 V /2/  j  II fc 11 -£'2,'7;0>'у — у  ^
l̂ |fc|̂ m

где inft;>o{L e — Зе2г'У2|г'о"̂ |} >  L0 >  0. Таким образом

H (T ~ i y (m) , 4 m))0| ^  ^ с 2е -^ ° * (  J ]  |А:Пг’д°

|fc#l

iiy (m)ii2II fc ll̂ 2,7;0>7 — i-ts(R-\-)
l$|fc|$m

1/2
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В силу (70), (71),

sup |c(m)(i)| ^  (1 +  3 г, А/,,!' ( 1 +  1е^ °
0<t<oo

где

если

Мп

L 2

1 /2(Ewki)( Е +^т)\
|fc|5sl l$|fc|$m

s2 (1 +  Зе г;3 Mq )4 (  Зе г;е М0 4 2
1 +  — То— ^  9 <  1 • (72)

Здесь

если

L '2 \ L 2

Ь0 >  (Le -  Зе2г>У2|г>о|) -  5е3г;е1/2 max |4m))| >  7: Le ,Oî sî oo 2

s 3 max | > г)| ^  j—тт (Le — 10е2г'У2|г'о|).
0̂ o o IU ЮиУ

Достаточно, чтобы

e3(l +  Зе3 r, A/,,)2 ( 1 +  lTeM° \̂ ^  [max((L2, 1 ) +  12e3 г;еМ 0]3 ^

Юг;,

L 2 J L2 '

<  - Л д ( ^ - 10в2г-1/ 2|г-оо|)

или

Le — 10е2г'У2|г'о| >  0 , e rnax{L2, 1} ^  -------- -— -j-  , (73)
2 ( 1 0 ) 1/ з г,е1/ 6

S4M 0 ^  ---------1 7/6 be •
24(10)1/3г'е

Точно также получим, что

е2(1 +  Зе г;3М 0)4 (  3 г, ,\/,, \ 2 4е2 , , r
1 е ° ' ' 1  +  — ^  [m a x {L f,l}  +  12et;e3Mo]6 ^ g ,L 2 \ L2 J а

если

( | )  7 Ье -  e1/ 3m ax{L 2, 1 }
12г’3

Выберем е так, чтобы выполнены неравенства (73) и

е1/3 m ax{L2, 1} LP
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Тогда условие разрешимости (72) выполнено, если

е4/ 3М 0 ^  min { ---------  —  , — ( - ) 1/6
^24(10)1/ 3г'е 24г;е3 W

ЬР.

Таким образом, условие разрешимости (72) выполнено, если

*w ( ( E i fcr i ^ i ) (  £  im <” ‘>iiL.-rio,-,-t„<«+) ) 1/2+ SUp|Jb{t)i) =s <74*2г0

1 . f 1 I LP
$  -  111111 <  7̂7  —7 -

|fc|5sl l$|fc|$m
1 

2 24(10)V3t,V» 2to* W  J 1 ж  1/2 _ 2 f l /2

1А:П г,°1 ) +sup|F0(i)|
l . f  1 1 /• С/ \ i/6 'I
2 mU11 24(10) ' Щ  V i )  /  ••

2. Теперь перейдем к оценке норм Y^m\ Точно также оценивается Н (Т  lY^m\ v ^ ) k ,  
|А:| ^  m, к ф 0. Справедлива оценка

\\H(T-'Y"">. г Г ,)/,'И|1;0>1 <

^  1 .,°  l2 IIV '(m )||2
^  о £  / J I Ач I II к'2 \\L2n-,0>'Y>-/.ts(R+) '

А’1 +А’2 = A’, |A-i|,|A-2|,|fc|$m,A-i,A-2,A-̂ 0
Аналогично получаем, что:

||3i4/2£tiJ’“ ,T(7 1i;!”“) -  «

Оценим оставшиеся члены в правой части (67)

3 v 1/2£ v {0m)T ~ 1D {km) -  vl/2£v{0m) A {k ]T - lD {™] +  2е v 1/2Н ( Т - 1 D {m), v{0m))i

—ikt̂
vl/2s ( v ^  -  t f i ° )  гк. 4 1 4 ^ ) ) ^  +  c-k ( v ^ ) ) e  

где
v{£ l) =  lim v{Z \ t ) .t—̂OO

Здесь существенно, чт.о мы рассматриваем модельный случай, когда предел — 
констлнтл. Такое условие, как мы уже отмечали, выполнено для модифицированной 
системы.

||v lJ 2£ (ь {о г) -  v{™]) (ikt), 4 (v{0m))elkt +  ikc'l cA (vom)) e - lkt)  |||2,7;0>7>_w  ^



<  -Со ( l  +  +  |„0|2||(„<».> _  „ М Ц 12

если (t’o"  ̂ — v ^ )  G L2,7;0>7>,tte(-R+)- Докажем этот факт. Для стандартного решения

d
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sup е
О ~ Г  l ’stndr

|t’s t n (r )  -  V%n <  OO ,

где t’̂ °n =  lim t^ +00 vstn(i). Вернемся к уравнению для невязки:

1  z {m) +  - ( L e -  3s уУ2(1 -  t-stn) )^ m) =  т  £ v 1/ 2 ^ ) 2 +  F0( t ) , (75)
dt £ 2

- (m) |t=o =  0 .

Потребуем чтобы supt>0 e'7'*|/( )̂| <  oo. Положим x  =  . Тогда

^ x  +  (w +  и +  -  3e vl/2( 1 -  t’stn) -  =  I  e t;e1/ 2e_l7|t^2 +  / 7 ( i ) , f 7 (t) =  el7|tF0( i ) .

К этой задаче применимы процедуры доказательства существования глобального ре
шения задачи (18). Приведенные там условия разрешимости и оценка решения в нашем 
случае

(1 +  3 e v eM o f  f  3s i >eM 0\ 2 

L 2 V L 2 )  ^

те же, поскольку коэффициент |s vlJ2e~^2t при х 2 убывает и, по построению, мы должны 
взять максимум 3s г’У 2е_№*, т.е. опять же получили 3s vlJ2 . Тогда существует абсолютно 
непрерывное решение задачи (66), для которого справедлива оценка

2 Л  , 3s v eM 0sup \x(t)\ ^  (1 +  3 г, Л/,,) ( 1 +
0<t<oo L 2

Откуда следует требуемый результат sup^g | <  оо.

3. Остались секулярные члены

/ ,е о  =  - К Г ’ ^ ‘ +  - Г ’ е - ‘ Ы) +

+  ( j  dt  +  l'e/2- ‘ £ "  М 4 ( < Г ) ) е , к +  (v'0m)) ) e

2
™1/2 \ " rUk2 — ki)t( 1 ,7  , £ с{т) {т)\

~ £Ve 2 . ^  [ d k i M  + bk iM  +  S>fc2 J
ki-\-k'2 = k , I A’i I, I A’21, sC г?г, , A’2+0 6 6

в которых предел -  константа.

—ikt
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Прежде всего определим 2т начальных данных из 4т  данных u°, w®, \к\ ^  т, к ф 0 
в силу 2т  уравнений

2
(  г] + h  +    С{т) (т) \  аI 5̂1,52 * USl,S2 \ SS2 'fsi /V  u e w e  /

s2 -  si =  ± 1 , . . . ,  ± m  ,

которые есть возмущение системы

Е
51+52 = 5, \si |,|82|,<Г7г, Si, S2^0

E
1/2

si+«2=s, |si|,|s2|,̂ m,si,s2̂ 0

поскольку

Ve
2 w l % ^  +  v l ) ( 2 u° Ue

1 /2

ко 1/2 J \ fci 1/2 fci
t’e

(76)

0 , s2 -  Si =  ± 1 , . . . ,  ±-m.,

E bS l , S 2

si+s2=s, |si|,|s2|,̂ m,si,s2̂ 0

5 l + S 2 = S ,  | s i | , | s 2 | , < m , s i , s 2 ^ 0

poo

isi*e_ £ So(L^+3vl/2£2vo")'>ds(it x

x I e~iS2te~^ io(Le+3i’1/2A ’0m
Jo

у poo

« 1 + -  I elSlt(Le+ 3 v 1/h % {̂ )) e - ^ {Le+3vl/2£2v°m))d8dt 
£ Jo

x

X
1 r 00

-  1 +  -  /  e-
£ Jo

■*fc2t(Le +  3t'1/ 2e2t'om))e-  ̂/o(Le+3*’1/2£'2*’om))<isĉ j =  q (s2) .

Систему же (76) из 4m  уравнений можно свести к 2т уравнений

qjj
2« ’L ~ ш  +  г,ь  =  °> к2 =  ± 1 , . . . , ±  т .

Ve

1 /2

.  ? .  .  .  j  _ 1_  f | I/ j

2w°i “ 1/2 +  г,°1 =  0 ’ fci =  ± 1 , . . . ,  ±  m .
Ve

1 /2

Положим

Е (dSl,S2 + 6S1,S2) , fc=  l , . . . , m .
«2—si=fc, si+s2=s,|si|,|s2|,̂ m,si,s2̂ 0

Cfc =  X !  (dsi -s2 +  6ei.ea) > к = l , . . . , m .
s 2 — s i  = —k, s i + s 2=s,|si|,|s2| ,^ m ,s i,s2^0

Теперь неизвестные постоянные , ? /j^ , к =  1 , . . .  , m, найдем из следующего условия.



У сл ови е  несекулярности .

~ й т) +  l dk +  v\/2£ v{™] ike I 4  (v(0m)) -  £l’e/24 -  (77)
1 /2

- e 3^ -  J ]  =  /r 1.........
«2 -*’1 = fc, A’l +*’2 =*’, |*’11, |*’2 |,Sim,*’! ,*’2 ,ŝ 0

- v [ m) +  +  i'c1/2£ i ^ } /7, r;; cA ( i im)  -  sv 1/ 2СдГ-

V2
- e 3 ^ -  E  ^ Ч Г ) =  0 > /r 1............

*’2-*’l = -fc, *’l+*’2 = *’,|*’l|,|*’2|,sSm,*’l,*’2,*’^0

НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е д  Серия: Математика. Физика. 2012. №5(124). Вып. 26 197

где

I-I +/ W\| ^ 1 , 8иР г^ {1 е +  3'У1/2£2 \'У{от)\}
\ г к 4 Н  )| ^  1 +

in f^ o {L e -  З и ^ е2) ^ ) }

Оценим решение этой системы .

Л ем м а  9. Пусть равномерно по m ^  1 имеем |а̂ т |̂ ^  К 0 п  ||Fq”^ \\l2 0> >_ ^  Ко-
Тогда для a >  1 для достаточно малого 8о >  0 существует постоянная с.\ >  0 такая, что 
равномерно по k Е Zo ii m  ^  1 справедлива оценка

й Г ’ к н Г ’ к  <=. ( « 1  +  4 ) .  а , =  Y ,  1*1
0< |fc |$m

если

\к\с

Ф о1 А к ^  50 .

СГ|7)°1 vk 11

4. Решение у ( т ) системы (67) определим линейным уравнением

Y {m) +  еЛ У (т) =  G {m) +  F, (78)

G[m) =  ~ D lm) ~  3v ^ e  v ^ T ^ Y D i m ) ,  -  v l/2sv {0m ) +
+  2 s v 1/2H ( T - 1D {m\ v {0m))k,

Л,.У,'" =  Зь1/2ь {от)Т - ^ т) -  vl/2v {o 2)A {k )Tk lYl m) +  2vlJ 2H { T - lY {m\ v [o \ .

Из полученных выше оценок следует, что функция F  Е Ь2,7;0>7>^е(Д+) и что огра
ниченный оператор /  +  еА  является малым возмущением тождественного. Тогда для 
достаточно малого е у него существует ограниченный обратный ( /  +  sA )~ l . Решение 
вспомогательной задачи

-1
у[т) =  Т - 1 ( /  +  е л )  (Ffc) +  Т - 1^ ^ ) . (79)



Как видим, мы получили так называемое разложение решения по гладкости, поскольку
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и эта функция не принадлежит L 2,7;o>7>^(-R+)-

Последнее, что нужно сделать, чтобы убедиться в справедливости неравенств (74), 
которые очевидно выполнено, если достаточно мала норма ||г0||яст(о,2тг)-

С тарш и е  м оды . Исследование линейной системы для \к\ >  т  есть следствие резуль
татов для вспомогательной задачи. В этом случае, очевидно, справедлива оценка:

в то время как

9. Исследование нелинейного оператора

Теперь перейдем к исследованию нелинейной системы

у{т) =  Q{m) _  £A ( Y {m)) -  e £ ( y (m), y (m)) ,

A ( Y {m)) =  Y {m) + s A ( Y {m)) ,

A ( Y {m)) =  3 i ^ m)Tk7 h ' t 2) +  ,

A 0 {Y {m)) =  2vl/ 2H {T ~ lY {m\ i i m))0, B 0(Y (m) =  2vl/ 2B * (Y {m\ Y (m))0

(80)

Сначала рассмотрим

A (Y (m}) -  £ % (Y (m),Y (m}) =  G[m) (81)

0< |fc |$m

и пусть постоянная b >  0 определяется оценкой

Лемма 10. Пусть А ^  <  оо. Тогда для любого in ^  1 билинейное уравнение (81) 
имеет решение Y ^  Е Ь2,7 (Я+) , для которого равномерно по in п к справедлива оценка
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если

^1 — e262^sup К Г ! ) '  ^ e^C asA ^  ^  1, а >  ^ , (83)

1
m e c a = J 2  —  ^  2/ (2<j — 1 ).

kez0 I 'I
Доказательство Леммы 10 аналогично доказательству Леммы 8, из него следует су

ществование решения нелинейного уравнения (81) и оценка решения при фиксирован
ных г’о"г\ ^ т\ Как мы показали выше, для билинейных операторов B (y (m); y ( m)) 
равномерно по т  справедлива оценка

в  (84) 

< 4  £  [ H C ’ i i L . w  + C i ’  + K ’ n  -
ki~\-k2=k, 0<\ki\,\k2\,\k\̂ m

х [||>Г 11! 2,7(я+) +  1е !г }12 +  1* }12]-

1) Фиксируем т. Тогда для итерации A(Z^m'j)) =  G(m)- £ Ъ ( г ^ ~ 1\ ^ m j- 1}), j  ^  1 , 
4 т ’0) =  G (m) справедлива оценка (82), поскольку

1| гГ 'Л|11„ №+, -  s||3t,‘ /4 ,W T - . Z ^ >  +  v l ' h t ' A f T ^ Z ^ f r , , ^  «  ||СГ, ||1 , л(В+)+

+ « i  £  [1|гГ , - 1,111,л1я+) + 1 С )г2 + 1 < ‘, г2] х
ki~\-k2=k, 0<\ki\,\k2\,\k\̂ m

х [| iC '2+ I I m * + >  +  i C ’ I2 +  i C ’ I2]-
Отсюда следует

( i  - Л 2( 8ир|гП ) 2)  «  11с Г , И1 , , , я +,+

+ « l  Е  [ l I z l r ^ ’ l l L ^ j  +  C ’ ^ +  l’C ’ l2] х
ki~\-k2=k, 0<\ki\,\k2\,\k\̂ m

х (114Г’, ' 1,и13„(я +, +  I 'l r ’ i2 +  i C ’ i2] ■
В силу индукции

Il4 mj)ll!2,7(̂ +) ^ ( i - e V ( s u p | t i m)i) )  ^\Gk\\i2MR+) +  j j - ^ j .

Следовательно, последовательность итераций Z^m^\ j  ^  0 ограничена. Отсюда сле
дует слабая сходимость Z^m'  ̂ —> y ( m) Е L2,7 (i?+) при j  —> оо. В тоже время, мы имеем 
сильную сходимость T ~ 1 Z (-m в L 2,7;o>7>-^£-(-R+) и в  Cb (R+). Тогда последовательность
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сходится к

<*. f  (<*> f  е - л* ,- * п ? у £ > < ь
Ю '  у J  о

для всех t Е i?+. Отсюда, из структуры оператора Ъ и оценки его частей (см. раздел 5) 
последовательность

+  vl/2v{™)A k )T k 1Z {™'i) +  Z (mj'" 1})

сходится поточечно к

e (3 u 1/ 24 m)Tfe- 1y rfe(m) +  +  В (У (т >,У(т >)

для всех t Е R+ . Таким образом, для почти всех t Е R+ имеет место

Л (У (т )) -  е Ъ ( У {т\ У {т)) =  G{m).

Следовательно, существует решение Е L2,7 (i?+), для которого справедлива оценка
(82) при условии (83) и фиксированном v ^ .

2) Используя существование глобального решения вспомогательной задачи для пра
вых частей специального вида, мы доказали обратимость оператора Л ( У ^ )  в 
L 2rc,o>''(>i-is(R+) и ограниченность решения

У .  1 * Г (1 С } | +  1 С } |) +  Р " ( т ) |и2,7;0>7>^(Д+) +  1 К Г  -  г «"«11и/217;0>7>^(Д+) ^  (85)
О <к^т

^  Co[||-P1||l2,7;0>7> ,£(^+) +  1г’°|я-(0,27г)] , О > I.
в случае a ^ \ t)  =  const.

Теперь рассмотрим систему (86). Метод итераций дает систему уравнений

+  7  (^Le-  +  2eue/ 2a[,m) =  G {0m) -  sA 0 (zn) -  s%(zn- i , z n ) 0 ,

zn =  G [m) -  sA(zn) -  sB(zn_ i , Zn). (86)

Те же рассуждения, что и для модельной задачи, позволяют и в случае a ^ \ t.)— глад
кой функции получить оценку (85) для решения системы (86) с точностью до 0 { т ~ 1) 
(см. раздел 7). Достаточно потребовать а >  2, чтобы в этом случае

У  \к:\а 1 ( I I +  \Vn\) +  Н-»г|и2,7;0>7>м£(Д+) +  II -  ystn) ||wi7;0>7>/L(£(^+) +  11аот ) ||я1(Д+) ^
О <к^т

^  cô ||G||l2>7;0>7>/L(£(^+) +  £cH\\zn\\L2,7;0>7 >fj,e(R-\-)
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Т £СВ || ~П—1 II L2 ,7;0>7>де(Д+) II ~"п || L2 ,7;0>7>де(Д+) к' 1

где v ^ ( t )  определяются функцией a ^ ( i )  =  ^ 0<|fc|scm cke%kt, норма которой Ц а^ ||я!(д+) 
Eo<|fc| ^  М Ы - Выберем М 0 такое, что

II ̂  II ̂ 2,7;0>7>̂ £(-R+) ^

1 -  £{сН +  СВМ 0)

s cbMq — Mq( 1  — £ с-н) +  ||G|U3i7 ; 0 > 7 > / L t e ( - ^ + )  ^  ^  *

Возьмем
________________ а д  -̂ 2,7;0>7>̂ е(Д+)_____________Мп
(1 -  £  Ся) +  \J{ I -  £  c - h ) 2 -  4e св||С||ь2,7;0>7>м£(Д+) 

и e выберем из условия, что

(1 - е  с я )2 -  4е св||С||ь2,7;0>7>м£(Д+) >  0 •

Тогда для любого /?. ^  0
||~»г||ь2>7;о>7>А1£(Я+) ^  М0 .

Выразим разность между двумя приближениями следующим образом

(л„ -  C„_i) =  £%(zn -  Zn- 1) +  £[B(zn- l ,Z n) -  rB(zn- 2, ~ra-l)] •

Если справедлива оценка

||S ( Z M  y M )||L2 ^  Св(||уМ||£з +  ||г’°||яст)(||2’(т )||l2 +  |И|я<0 , (87)

\\%(zn - l , Z n ) -  23 (  Zn—2 , Zn— 1)  11 ^

^  Csll ~»г—1 II Ь2,7 ;0>7>^£(-К+) ( II ~"n ~»г-1 ||l2,7 ;o>7>/li£(-R+) +  ||~>г—1 ~»г-2 || L2n -,o>^>^,s(R+)) •

Отсюда

11 ~"п ~  ~"п— 1 1| Я  ^  £ с о ( с Я  + В  ( II --гг—1 II Ь2,7 ;0>7>,_<е(-К+) ) 4“ ||'У ||)||~га — ~ »г -1 1| L2rfto>1>l_,s (R+ ) 4“ 

+£СоСв(|| zn- l  ||l2 >7;0>7>/l(£(_R+)) +  |К’ Н L2(0,27r)) || ~тг—1 ~  ~"п—2 || L2i7;o>7>̂ £(i?+) i

если равномерно ||̂ ||l2,7;0>7>/„£(^+) ^ м о, то

^  £СоСв(Мо +  ||г,0||ь2(0,27г)) и и
||~п -  ^-1||£2,7;0>7> (̂Л+) ^ 1 -  есо(сн +  СВ(М0 +  |И|Я<0) ~~ Zn~ ^ L̂ > ^ R+^'

При этом должно быть выполнено условие

£CqCb (M0 +  ||г’°||я-)
(1 -  ес0(ся  +  св (М0 +  ||г’°||я-))

<  q <  1 .



Отсюда следует сходимость zn в L 2^;o>1 >l_l£(R+)) к решению y ( m) Е Н  задачи (86).

В ы бо р  постоянной  М0. Последнее, что нам осталось сделать -  обосновать равно
мерный по п (и, соответственно, независимо от выбор постоянной Mq. Для этого
нам нужно оценить правую часть Gk- Очевидно, все определяется оценкой G k^ v^ )  для 
vlom) =  l!stn- Тогда постоянную М 0 можно определить , например, по 2||G(t>stn) ||l2,7;0>7>^(^+)-

10. Обоснование галеркинских приближений

Построенные нами решения задачи (25), (26), (27) имеют следующую структуру

v{0m\t) =  vS>(t)  +  4 m)W  >

где (t) определяются функцией a ^ ( i ) .

4 m\ f)  =  Vk exp { - - £  [  (4l’e + Ue +  We +  4 s v l /2v {™] (s))ds \ +  ̂ D k +  D k W  •
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Теорема 3. Пусть a >  2 ii u(0) E H a п выполнены условия Предложения 2. Тогда 
существует подпоследовательность v ^ \ t ) ,  к Е Z  (которую будем обозначать также) 
решений задачи (25), (26), (27) с тем же начальными данными и(0) Е Н а такое, что 
Uqm\t) п v^\t.), k E Z0 сходятся строго в CB(R+) ii L 2rrfl>1 >j_l£{R+) соответственно ii 
слабо b W ^ ( R +) n W l Tfl>J>fl£(R+) к функциям v™(t) n v ^ ( t ) ,  k E Z0; v™(t) , v™(t) , k E Z0 
являются решением задачи (8) (в смысле определения (24)) для почти всех t Е i?+ , с 
ограниченными нормами

|«Г(<) -  ‘й . (* )11, ч , ;0>, <  М . и * '  • И -^ И я —>. 1|тм ||„.-> <  ,

||я“ (() -  Г - 0 +  -  »Г 1 > -II,ч ,;0>, .4, <  М .  |я“ |я. ,

с постоянной Ма не зависящей от k Е Z.
□  1) Постоянные £д.т \ равномерно ограничены

н (̂т )н нх(т )н ^  ̂ и,,ои II— 11яя-1,||1 ||яя-1 ^  соЦг; ||яст ,

где ||я«||н. =  т ***, № Ш  | Н И | „. =  E l'L i W * ie r i.| T < -> | » , =  T Z i  W h H -
Откуда следует существование предельных постоянных векторов

s ° ° ,  T (m) Т ° ° ,  о о .

и
£3

a{m\ t) ->• a°°(t) =  — 2 (S00̂ 00)el^ -k i ) t  B H 1B{R+) .
'̂e 0<|fc|$m

Тогда
vsto(t) —> v™n(t) в C g(R +)



где |М|с1 (я+) =  sup \y(t)\ 
в t^o L

11г,0 }W  “  г'^ }(^11и4,7;0>7> -,£(^+) +  У  )|1̂ 2117.о>7>_^(Л+;А) ^  С0 11г,С
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dtV
и справедлива равномерная по т  оценка

,0 112 
I Я ст •

fc=l

2) Теперь покажем, что Y^™'1 —> Y£° в Ь2,7;о>7> -^ (Л + )- Из равномерной ограничен
ности ограниченность норм p '̂ "^  ||l27.0>7>_^(д+) следует слабая сходимость Ykm ̂ —> Y£° 
при т —> оо. В тоже время, мы имеем сильную сходимость T ~ lD в W.j^.0>7>_^£ (Д+) 
и в C b(R+ )• Отсюда следует сильная сходимость D ^ )  —> B^(D00,D°°)  и
Д Д у М  Д М ) ДДуоо^ ДОС в L2,7;0>7>_ ^  (-R+). К тому же последовательность

zfci £  ( ik 2 j f  e - ^ - ^ T ^ Y ^ d s

сходится к

(<*i I  (<*, I  e ^ - ^ Y f f d s )

поточечно для всех t G i?+. Отсюда

A(Y°°)  - £ ® ( У “ ,У °°) =  G°°

для почти всех t E i?+.
Тогда с силу (81) имеем

( Y (m) -  Y°°)  =  - e A ( Y (m) -  Y°°)  +  £ (B (Y (m), Y (m)) -  ‘В (У 00,У 00) +  (G (m) -  G °° ) , 

где ||(G(m) -  Goo)||L2i7;0>7>_ ^ (i?+) ->• 0 когда m ^  oo и

||£ Ж У М - У 00) + £ (3 ( УМ У М )  _  3 (у -)| | Ьз7;0>7>_ ^ (Л+) ^

^  e1/ 2G0||(y(m) -  ^ оо)|и2,7;0>7>_ ^ (л+) •

Отсюда, для достаточно малого £ ^  So, следует сильная сходимость Ŷ ™'1 —> Y£°
в -̂ 2,7;0>7>-,tte(-R+ ) Д Л Я  Любого \k\ ^  1. В Т О Ж в  Время, получим, Ч Т О  Z ^  =  Vqm\ t )  — 
v {2 \ t )  4  ; ” в Ь2,7;0>7> -^ (Я + ) И слабо в Щ 2т0>1>_ ^ [К+) к функции л°° G

, »  .Ау -̂ 2 ,'7;0>'7> — fxs (,-̂ Н- i-A)
3) Теперь покажем, что функции

t-S°M =  « £ ,(< )+  - “ (<). 

v f ( t )  =  vl ехр j - i  f ( L ,  +  'ive2v ^ 2v^  (s))ds X +  +  i f f D ;  +  T ^ T ( t ) , t £ Z,
£ 10

являются решением задачи (70), (23) в смысле определения (24) (D f  =  Тк 1 (е£кгкьл
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т т  ( т )Для v0 имеем

4  4 m)(t) +  7  Lev{™\t) -  vl/2s dt £

_ 2 v w e о m+ 2Пт  £  -  Пт 4 7 }Пти ^ ])
fcl+fc2=0

Ogm) =  2v lJ 2e У  / / / , ' ;/,/ +  Зг;е1/2£ ^  ск1ск.2егМ =  0 ( - т -1 )
m<|fc|$2m, fĉ O |fci+fc2p>m, |Ач|,|А-т|

где

sup|0[,m)|^ (  ] Г  \hk\ +  3vlJ 2s £  | Qci I I Qc2 I ̂  ^

< c ,  £  |*Г К П  =  C 4 m - ') .
\k\̂ m

Далее, второе уравнение в (24) запишем в более удобной нам форме

Y lm\t) +  D {™\t) =  ехр ^  (Le +  Зе2г;е1/ 24 т ) ) ^ |  +  7  ^ e %kt +  \ dk e~tkt 

+  sv l/ 2dk(t) +  г>У2е Пт ЗСА.(Пт г-(т ), Пт г-(т )) +  0 [т) ,

(89)

0[т) =  - 2 e v lJ 2S{r \ t )  =  Y .  4 т ) еШ =  0 { т ~ 1)
\к\̂ т

Положим П_т  =  /  — Пт . Тогда

jt « * )  +  i i e c w + ^  [ § « ) *  +  Е  « с  - « )
fci + fc2 = 0

гЗ
(̂г'о“ + 4 "” ) ( » Г - » Г ’ )+ П т  J ]  ( n , „ ( t e - t. r ’ ) n , „ i g - n m( < - < ” )n ,„ u g(mb (mb

L2
fcl +fc-2 = 0

+  ; £ , « ( * )  -  « Г )  -  « J M n .  E  ( п - 4 " ’ п - «  -  « С )  -  -  < • ’ )
fcl +fc-2 = 0

+  ^ o ° ° ( i )  -  ^ v (Qm) +  v l/ 2e U .m \ Y ,  (n mc n mi-!°fc -  П„гиГПт№
dt

+  v'Jh

0 < | f c | $ m

E  ( 4 - < n . t g  -
fcl+fc-2=0

+  vl/ 2e llm \ Y  (п » С п - ш С  -  Пт г,^П _т « Н  +  2vlJ 2e o[,m ).
f c l+ f c 2 = 0
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Для фиксированного к имеет место

n °°W  +  D ^(t )  -  v°kTk( e - e t i {Le+3£2vl/2v~ )dT) =  ^ d+eikt +  ^ dke~tM +  £vl/2dk{t)

+ v l/ 2£ (Зг;0°° v ?  +  v ° ° )A ^ v ^  +  2[Б(г-°°, v°°)k +  Hv°°)k\

+ E T W  -  Ykm\t) +  D T(t)  -  D (k 2\t)  +  vlTk[e~e t i {Le+3^ vle/2v°m))dT -  e- 7 /o (^ + 3̂ 2«e/2«g°)dr|

- v lJ 2e П - Л ^ г ; 00) -  vlJ 2e Пт ЗСА.(П_т г-°°, v°°) -  vlJ 2e Пт ЗСА.(Пт г-°°, П_т г-°°) 

+ v l/2e ( З ( г ^ ^ - С ) п т г-Г+Зг^^

+ 2Пт [В(г;(т ) , v°°)k +  B ( v {m),v {m) -  v°°)k +  H (v {m) -  г;°°)А.]) +  0■Jm)

Здесь важно отметить, что Тк не принадлежит Ь2,7;0>7>-^£-(Л+).
Теперь отметим, что П_т г>£° — это предел решений г’[т \ \к\ >  т, задачи (27), для 

которых очевидна оценка

II (т) II ^ I ОI г\\\vk 11wj ^  с о Ы  ->• О, т  ->• о о .ь2,7;0>7 >-fj,£\Hjr)

Из полученных выше оценок следует, что

■з1

£ L2
« ) 2 +  2  V  ( г £ г £ - « )

k i + k 2= 0

Tkr^ii)  -  v°kTke -*  t i {L‘ +3e2vl/2v~ )dT =  v l/ 2s X k{v°°, v ° ° ) , к E Z0 . (90)

в смысле интегрального тождества

1  „  . I / O  / 3

/о
d_
dt

fcl+fc2=0

'il’dt =  0

/♦ex;
/  [Tfct-nt) -  о.'//, / о ^ + з ^ Ч 00)^ _  г,1/2е зсА.(г;°°, г;00)] Vdt =  0 ,

Jo

для любой -0, (f{t) Е C£°(R+). U

Замечание. Для комплексификации (6) мы получаем точное решение (24)), по
скольку в этом случае поправка а^  в уравнении Риккати является константой и усло
вие несикулярности позволяет точно решить систему для к мод, \к\ ^  1 .

Теорема 4. Пусть а >  1 п  г>(0) Е Н а п выполнены условия Предложения 1 для ком- 
плекспфпкацпп (6 ). Тогда существует подпоследовательность t{"^ (i), k Е Z  (которую 
будем обозначать также) решений задачи (25), (26), (27) с тем же начальными данными



г(0) G Н а пи«н-. что Vqm\t) я  v ^ \ t ) ,  к G Z0 сходятся строго в (.‘ц{ Н. ) и  •/< ■ )
соответственно н слабо в W ^ ( R +) п  П/217;о>7>ме(-^+) К функциям Щ°(t) ii v ^ f%  k G Z0;

(t ), i / ). /,- G Z„ являются решением задачи (8 ) (в смысле определения (24)) .для всех
t G i?+ , с ограниченными нормами
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1 | * ? (< )  -  « , ( * ) И , ч , ;0>, > „ , ( « +| <  |г? | „ .  , И З ' ^ И я - ! .  ||Т( т , ||я- 1  <  св||»0 ||я.

Ц 7;о>7>(1£(й+;^
с постоянной Ма не зависящей от k Е Z .

□  В этом случае а^  -  константа. Секулярные члены в уравнении для к— модьт 
возникают только для пар к\ +  к> =  к, т.е. для той же моды. Поэтому условиями 
секулярноети можно убрать осциллирующие члены в правой части приближения Га- 
леркина. Отсюда следует, что функции v^™\t) G L2,7-,o>7>-/t«ri \к\ С ///. к ф 0. Также 
(г4т ) (t ) — v £ > (I)} G -^2,7;0>7>— и (i) —>■ i’+ (a^"^) при i  —* + o o  стабилизируется к пре
дельной константе однородного уравнения Риккати, определяемой постоянной ч'"' .11; 
полученных выше оценок для комплексификащш (6)следуют предельные уравнения-

Г Г < * )  +  W  -  Jo'| I ‘ + 3 ' S" ' / ’ " “ )* 3  =  _  с (+ е ‘ и  +  7  d-t e~ ‘kt +

+ v 'A -  ( 3 <  i f  +  2[В(я“ , О *  +  Я (0 *]’

| ( С ) Ч 2 ( « - « )
fc!+fc2=0

для всех t G Д+. I
Как следствие этих результатов получаем
Т еор ем а  5. Пусть a >  2, начальные данные v° G H a (i), 27г), н выполнены условия  

Предложения 2 (условие несекулярности, законы сохранения для начальных данных и 
условия малости нормы  ||v ||^). Тогда построенное решение системы (25), (26), (27) 
является глобальным классическим решением задачи (4) в малой окрестности точки 
равновесия я  удовлетворяет системе почти всюду. Из за осцилляции во времени ustn 
нулевая мода функции v(x, t) осциллирует так же как п нулевые моды функций u(x, t.) 
II w (x, t ).

Т ерем а 6 . Пусть о  >  1, начальные данные v° G / / 'т{0. 2,т) , выполнены условия 
Предложения 1 (условие несекулярности, законы сохранения для начальных дайны п 
условия малости нормы ||у0 ||я,т )• Тогда построенное решение системы (25), (26), (27) для  
системы (6 ) является глобальным классическим решением этой задачи в малой окрест
ности точки равновесия п удовлетворяет системе для всех t G R + . Функция v(x, t) ста
билизируется к константе. Осцилляции в протпвофазе на больших временах функций 
ii{.r. I ). tt'i.r. I j остается за счет пнтегро-пс ев до  дифференциальных членов в уравнениях 
состояния.



З аклю чени е. Можно сделать следующие вьтводът.
1. В построенном решении задачи Коши для системы (6), для вещественных началь

ных данных, функция a ^ ( i )  равномерно по t сходится при т —> + оо  к постоянной. 
Поэтому функция v(x , t )  стабилизируется к константе, возможно не равной нулю, а 
функции u(x , t ) ,w (x , t )  осциллируют при больших значениях t в противофазе. Остает
ся вопрос о том, совпадают ли построенные решение для задачи Коши для систем (4) 
и (6) для одних и тех же начальных вещественных данных. Проблеме единственности 
слабого решения как для модели (4), так и модели (6), в более общей ситуации о  ^  0 
будет посвящена ближайшая публикации.

2. В этой статье мы рассмотрели модели типа Бродуэлла [2] (дискретных уравнений 
Больцмана, см. [1]) спонтанной потери симметрии. Часто хиральная специфичность 
биоорганического мира воспринимается как феномен нарушения зеркальной симмет
рии, проявляющийся в существовании жизни [3], [4]. Сразу возникает вопрос, а где 
именно искать причины нарушения симметрии-в ходе химической, предбиологической 
или же биологической эволюции. Интуитивно эти этапы молекулярной эволюции пред
ставляются различными, но какими бы они не были, они привели к возникновению 
уникального полимерного мира-гомохиральных молекул, обладающих удивительными 
структурными и функциональными свойствами. Ключевой является проблема-как воз
никли гомохиральные молекулы, сложность которых адекватна сложности информаци
онных и функциональных носителей в биологии? Ответ на этот вопрос во многом, если 
не во всем, может определить подход и к вопросу о причинах нарушения зеркальной 
симметрии биосферы в целом [3]. Но потеря симметрии-это не только природа биологи
ческой среды. Многие эффекты неравновесности неорганического мира, как например 
ликвация [15] (начальная стадия разделения на фазы в ж идкостях, сплавах и даже 
газах) можно смоделировать как спонтанную потерю симметрии (классическая триада 
Ван дер Ваальса-двух устойчивых зон и одной неустойчивой). Эти факты определяют 
интерес к моделям потери зеркальной симметрии.

3. Все полученные результаты переносятся на двумерную и трехмерную модели (1 ), 
приведенные в [1]. Естественно, технически это намного сложнее, но суть одна. Полу
ченные результаты позволяют выдвинуть дерзкую гипотезу о структуре решения кине
тического уравнения Больцмана в окрестности распределения Максвелла. На больших 
временах для парных взаимодействий возмущения распределения Максвелла имеют 
локальный аттрактор, размерность которого равна числу законов сохранения, и дисси
пация определяется бесконечномерным уравнением Риккати, имеющим сепаратрисное 
решение.
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Abstract. It is proved the existence of global solution of discrete kinetic equations. Besides, 
it is obtained its expansion according to smoothness and it is studied the influence of oscillations 
generated by interaction operator.
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