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Аннотация. В работе доказано, что к заданному числу N  можно подойти суммой трех 
квадратов простых чисел на расстояние, не большее, чем ЛГш exp(ln08 N)  и можно подойти 
суммой двух простых чисел на расстояние, не большее, чем N  ™ ехр(1п° 8 JV).
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Введение. Пусть N(a,T)  -  число нетривиальных нулей £(s) в прямоугольнике а < Res < 
1, 0 < Ims < Т. Оценки вида

N(cr, Т) «С 7i2A(1_<t) 1пс Т , А > 1, с > 1 ,

где А и с — константы, называются плотностными теоремами.
Наилучшим современным значением А является А =  |  (см. [1]). Константа с играет мень

шую роль. В работе [2] доказано, что с < 18.2.
Со времен Римана известны формулы, связывающие суммы по простым числам с суммами 

по нетривиальным нулям дзета-функции. Такие формулы называются явными. Пусть ф{х) -  
функция Чебышева. Одной из самых известных явных формул является следующее равенство:

хр _ / x l n 2x \
гр{х) = х -  Y ,  ~  ) ’

|Imp|<T ^

где 2 < Т  < х, а суммирование ведется по нетривиальным нулям дзета-функции р.
В сороковых годах двадцатого века Ю.В. Линник [3],[4] разработал новую технику решения 

арифметических задач с простыми числами, основанную на явных формулах и плотностных 
теоремах. Эта техника получила название плотностной. Плотностная техника особенно эф
фективна для решения задач о попадании простых чисел в короткие промежутки.

В монографии С.М. Воронина и А.А. Карацубы [5] содержится следующая теорема, дока
занная на основе плотностной техники.

Теорема 1. Пусть А — константа из плотностной теоремы. Если Н > 
дг1-(2А) ехр(1п0'8 N), то неравенство

\р — N\ < Н  (1)

разрешимо в простых числах р.
Д ля  числа решений J (N ,H )  неравенства (1) справедлива оценка J (N ,H )  j—— .

В 2006 году в работе [6] В.В. Гирько и С.А. Гриценко при помощи плотностной техники 
доказали следующую теорему.
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Теорема 2. Пусть А — константа 'из плотностной теоремы. Если Н  > 
ЛГ1-(2Л) 1 exp(ln0'8 N), то неравенство

\ p l + p l - N \ < H ( 2 )

разрешимо в простых числах р\ и  р2.

Д ля  числа решений I (N ,H )  неравенства (2) справедлива оценка I (N ,H )
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1пЛГ '
Сформулируем основные результаты настоящего сообщения.

Теорема 3. Если Н > y/N  ехр(— In01 N), то неравенство

\р 21 + р 1 - К \ < Н

разрешимо в простых числах р\ и р2 •

Теорема 4. Пусть А — константа из плотностной теоремы. Если Н  >
дг(1-(2А) 1 )2 exp(ln0'8 N), то неравенство

\р\ + Р2 +Рз ~ N \ < H  

разрешимо в простых числах р\, р2 и Рз ■

Теорема 5. Пусть А — константа из плотностной теоремы. Если Н  >
дК1-* 1 )(1—(2А) 1) ехр(1н0'8 N ) , то неравенство

\pi + Р2 -  N\ < Н

разрешимо в простых числах р\ и рч-

Замечание 1. В отличие от утверждений Теорем 1 и 2 утверждение Теоремы 3 не зависит 
от константы А из плотностной теоремы.

В доказательстве теоремы 3 содержится оценка снизу для числа решений диофантова нера
венства, однако эта оценка, по-видимому, не является точной.

Замечание 2. Интересно сравнить Теоремы 1 и 3. В Теореме 3 параметр Н  можно выбрать 
меньше, чем y/N, а в Теореме 1 разрешимость неравенства (1) при II = y/N не следует даже 
из гипотезы Римана.

По поводу доказательства Теоремы 3 см. работу [8].

Схема доказательства Теоремы 4.
1. Применим явную формулу. Положим в ней Т  = N\ In3 N /H .
2. Полученное выражение суммируется по р\ и р2 и, в результате, имеем сумму S'4:

S4 =  Y 1  1 ]  ( v ' N  + H - p l - p l  -  у/N  -  Я  - р\ - р\ -
Р1 р2

N-2Ni <pj +р% <N—Ni

-  v  +  о ( Щ £ Л
|7|<т Jy/N+H-p\-j% \  Т
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где Ni = 1 exp(ln0'8 N).
3. Используя следующее неравенство

^2 ( ^ J N  +  н  - р \ - р 22 -  \Jn -  Я  > С 0
NiKIpI+pI - N ^ N x \  

на основе неравенства треугольника получается, что

h / n ,

InN ’

h J n I

4. Тогда достаточно получить оценку

\W4\ < Н у / % \ п 2 Nexp( -0.2 \n01 N ) . 

Для этого W\  представляется в следующей форме:

r s / N + H - p f  —Р2 .

и̂ 4 =  ^2 /  , I X , х
N - 2 N i < p l + p % < N - N i  J V N - H - P i - P l  |7 |< Т

d x .

5. Полученный интеграл оценивается на основе плотностной теоремы Хаксли. 

Схема доказательства Теоремы 5.
1. Применим явную формулу. Положим в ней Т  =  N\ In3 N /H .
2. Полученное выражение суммируется по р и, в результате, имеем сумму S$:

f N + H - p  _ /  N \ In2 N 4,   ,  r N + H - p  /
( 2H  -  Y " ' /  x p ~ l d x  +  0  (  -
v x t^ T  J N - H - p  \

Sb =
N - 2 N i < p < N - N i  ' |7 |< T

где N 1 = N 1 (2A) 1 exp(ln0 8 N).
3. Используя неравенство

E  (2  у j* J  ) »  ^0
N —2 N i < p < N —Ni  

на основе неравенства треугольника находим, что:

Со H N X 
Т 1 п 7 7

ЯЛ^ 
In N

4. Тогда достаточно получить оценку

|W5| <С ЯЛ 1̂ exp In0-8 n 'J



Д ля этого И75 представляется в следующей форме:
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5. Полученный интеграл оценивается использованием плотностной теоремы Хаксли.
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Abstract. It is proved that the inequality \p\ + p\ -  N  < H\ is solvable by primes p\ and p2 
provided H  > \ /N  exp(- In0 1 N),  the inequality \p\ + p \+ p \  - N \ <  H \s solvable by primes pi, p2 
and рз provided H > Агш  exp(ln° 8 N)  and the inequality |pi + p 2 — iV| < H  is solvable by primes 
Pi and p2 provided H  > TV72 exp(ln0 8 TV).
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