
М А Т Е М А Т И К А

НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е2Л Серия: Математика. Физика. 2012. №23(142). Вып. 29 5

УДК 511

ПРИЛ ОЖ ЕН И Е ВЕСОВОГО РЕШ ЕТА К ОЦЕНКЕ НАИМ ЕНЬШ ЕГО  
ПОЧТИ ПРОСТОГО Ч И СЛ А П ОЛИ НОМ И АЛЬН ОЙ  

П ОСЛЕДОВАТЕЛЬН ОСТИ ОТ ПРОСТОГО АРГУМ Е Н ТА

Е.В. Вахитова, С.Р. Вахитова

Воронежский государственный университет, 

пл. Университетская, 1, Воронеж, 394006, Россия, e-mail: algebraist@yandex.ru
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Введение. Рассмотрим задачу об оценке наименьшего почти простого числа в ко­
нечной последовательности А  значений неприводимого полинома Ф(р):

А =  {Ф(р)\р <  х } ,  (1)

где р -  положительное простое число, х  -  достаточно большое фиксированное положи­
тельное число, Ф(р) =  k9j f  +  I9, д, к, I G N.

Пусть Рг -  целое число, имеющее в разложении г положительных простых множи­
телей с учетом их кратности (г £ N ,r >  2). Такое число называется r-почтп простым. 
Обозначим посредством Р* наименьшее r-почти простое число в последовательности А. 
Для последовательности А,  определяемой (1), соответствующее ей число Р* является 
функцией от параметров к, I и д. В настоящей работе нас будет интересовать верхняя 
оценка числа Р* для последовательности (1) при достаточно больших значениях к. Пер­
вый результат такого рода был получен в 1965 году Левиным Б.В. ([1], теорема 4) для 
частного случая рассматриваемой задачи при д =  2,1 =  1 , а именно, было доказано, 
что для Ф(р) =  к2р2 +  1, к G N имеет место оценка:

Р ; <  А:7’6,

и, если справедлива расширенная гипотеза Римана, то Р5* <  А:31,4. В настоящей работе 
показывается, что при 3 G N ,2  <  j  <  8 также имеет место оценка такого же типа Р* <  
кв , где В -  постоянная, не зависящая от к. Для решения этой задачи применяется метод 
одномерного решета Сельберга с весами. При этом мы используем веса нового типа, 
изученные первым автором в работе [3]. Эти веса аналогичны весам Бухштаба А.А., 
которые он ввел в [2], когда в 1985 г. анонсировал новый тип весового решета. Заметим, 
что для получения оценки наименьшего почти простого числа можно также применять
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и метод решета Бруна с весами Бухштаба нового типа, рассмотренный первым автором 
в монографии [4] (гл. 6 ).

Получаемая в нашей работе оценка является следствием оценки снизу числа г-почти 
простых чисел в последовательности А. Она получается из следующего утверждения, 
которое составляет основной результат работы.

Теорема 1. Пусть Ф(р) =  k9j f  +  I9 -  неприводимый полином, k ,l G N , р — поло­
жительное простое число, g G N ,2  <  g <  8 , р(р) -  число решений сравнения Ф(/г) =  
0(m odp) для n G N, р(р) <  р для всех р, а к п I такие, что р(р) ф 0, если р /Ф (р) 
11 pip) Ф 1) если р\Ф(р). Тогда наименьшее значение Ф(р), имеющее не более 2g +  1 
простых множителей с учетом пх кратности, не превосходит кв , где
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множителей с учетом пх кратности, не превосходит А:12,96.

Очевидно, что Теорема 1 дает оценки для поставленной выше задачи при всех g , 
удовлетворяющих неравенству 2 <  g <  8 .

1. Вспомогательные сведения. Будем, далее, рассматривать последовательности 
А, удовлетворяющие следующим условиям.

1). Существует постоянная С\ >  1 такая, что

является приближением числа |Д̂ |, \Ad\ =  |{а„ G A\an =  0(modd)}|, cl, n G N  и fi(d) ф 0 
(p ( n ) -  функция Мёбиуса), где число X  >  1 зависит от х.

2). Существуют постоянная С -2 >  1 и параметр L такие, что

В  =  q Н--------------------------.
J 5, 5797 — 0, 6.t/

В частности, наименьшее значение Ф (р) =  k2p2 +  1, имеющее не более пяти простых

где L >  1 и не зависит от и и v, 2 <  и <  V.

3). Существуют постоянные a  (0 <  a  <  1),Со >  1 ,Сз >  1 такие, что

d<Xa /1пс’о х

где X  >  2,Сз =  C z (C ) , R { X , d ) =  \АА  u(d) -  число простых множителей в
d

разложении d с учетом их кратности.



Для доказательства основного результат нам понадобится следующее утверждение.

Т еор ем а  1. Пусть А -  конечная последовательность значений неприводимого поли­
нома от простого аргумента р, р <  х, для которой выполнены условия 1) — 3) п a, b, e g 1 
-  действительные числа, причем, aa — с <  д ', 1 <  Ъ <  с <  aa, д1 +  1 <  aa <  2д' +  2 , 
(г +  1 )с — М а  =  2с — 6 — 1 ,2с  — 6 — 1 > 0 .  Тогда имеет место следующая оценка:
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1 >  -  ^ /(а а )  -  В  (а, а , 6, с, х
an G А, 

v(an )< r

х П ^ П — <* >
р/Ф(0) 1 ------ р|Ф(0) 1 -----

Р Р
для достаточно больших х, где функция В (а, а, Ь, с, д') определена равенством:

аа—1
Л 1 Г F(z)dz  1

B(a,  a ,b , c , g )  =  -  /  -----------+  - ------------     х
2 J aa — z 2c — b — 1

( g '~  1)аа+1 
9f

(gf - l ) a a + l  f (g/ - l ) a a + l v
g’  g  Оба gf aa

F(z)dz  i f  Т7( ^ z - ( a a - c ) ^  i f  f  f   ̂ dz \dv
v — zJ V

/ 74 / ^ (z)dz / . z  — (aa — c) , / (  / . az \ <
x < (c —6) /  v ; +  /  F (c ) ------------------ -cb  +  /  /  F ( c ) --------  -

I aa — z I aa — z I V / и — с /
g' аа—c

(з;-1)аа+1
аа—1

+ J ^  Г , < b + l ) ; - ( 2 a a - b - l ) dz
2 аа  J  с(1 +  л)

(э'-1)по+1 
ска —1

9

(g'-Daa + l 
а а  —  1 

I Г (b +  l - ^ ) z -  ( а а - Ъ - 1 )
ПяГ- ----------------- " dz \ , ( 3)аа  J  с(1 +  л)

а а - g '

7  -  постоянная Эйлера ( 7  =  0,57...), а постоянная М  определяется пз выполнимости 
оценки выполнимости оценки |а„| <  X м для всех an Е А, где  / (u ) ,  F(u)  -  функции 
решета.

Заметим, что о свойствах функций решета можно узнать из монографии [5], гл. 6 

и 7.
Теорема 2 доказана в работе [4] (теорема 5) при д' =  3. В общем случае доказатель­

ство проводится аналогично.

2. Тождества для B(a,a,b,c. ,  д'). Докажем два тождества.



Лемма 1. Пусть функция В(а,а,Ь,с,  д') определена равенством (3). Тогда имеет 
место равенство:

аа—1
о ,  , а 1 Г, п  [  F(z)dzВ [a, a, b, с, g ) =   ------- ------- < (с — 6) ' 1
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2с — 6 — I I  I aa — z
я'

аа— 1 д !
6 — 1 Г F(z)dz [  , z  — (aa — с) ,

+  — —  /  +  /  F  ;  ------ -̂--------- }-d z+
2 I aa — z I aa — z

{ § '— 1)«а.+1 a a —c
Я'

{ g ' - l ) a a + l v  
a a  g 'a a

g ,2 a a
( g ' - l ) a a , + l

(4)
v  — Z J V

где

Di =  — F ( g ' ) i —a a -  In (aa — 1) +  In ( aa(g' — 1) +  1^ +
aa [ g' 2 \ J

+  ^aa - — — 6 — 1^ In g' +  ^6 +  1 — In (aa — cj) (5)

□  Преобразуем первые два интеграла из равенства (3), отделив общий множитель 
1/(2с — Ъ — 1). Тогда для суммы интегралов 3\ +  J2 получим следующее равенство:

аа—1 аа—1
. f  F(z)dz  6 — 1 [  F(z)dz

Ji +  J2 =  (с — b) /  +  —  6
J aa — z 2 J aa — z
g' {g ' - l )a a -\ - l

9'

Преобразуя пятый и шестой интегралы из равенства (3), получим соответственно:

я' /ч Г , , ч, (аа — I )2 , aa — 1 ]J5 =  - — F(g  к  -  2 а а - 6  -  1 In— — — — —  +  2аа1п---- —  7
2aa I aa(g'  — 1) +  1 9 )

т 9' j?, а /  / , n i  [aa(g ' -  I) +  l ) (aa -  g') g' -  1 (аа -  g')g'\
'h  =  — F(g  )< - ( a a - b -  1 In ----------- ----------— ------------ +  aa  - I n - , ---------—  8

aa у (aa — 1 )g' g' (aa — 1) J

Тогда для суммы этих интегралов находим:
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+  ^ а а -— — 6 — 1^ In д' +  ^6 +  1 — —f'j  In (а а — д') (9)

Таким образом, для суммы интегралов из равенства (3), на основе (6) и (9), полу­
чается выражение:

В (а, а , 6, с, д') =

аа—1 а а —1
1 Г Г F(z)dz  6 — 1 f  F(z)dz

( с - 6 )
2с — 6 — 1 [ J аа — z 2 J аа — z

д ' {д ' - 1 ) а а + 1
9 '

( д ' - 1 ) а а + 1 ^
д ' а а  д 'а а
[  . z  — (аа — с) , Г {  Г . dz \dv

+  /  F(z  ------ -̂--------- Ldz +  /  /  F ( z )   —
J a a - z  J \ J v - z j  v

Oia—c  g '^ a a  9 ;
(■g '- l )a a -\ - l

+  - F ( g l) { —a a - -------- In (aa — 1) +  In ( aa(g' — 1) +  1^ +
aa \ g' 2 V J

+  ^aa-— — 6 — 1^ Ing' +  ^6 +  1 — In (aa — g') 

Учитывая определение (5) величины D\ из (10) следует (4). I

(10)

Л ем м а  2. Пусть функция В ( а , а, 6, с, д') определена равенством (3) п д' =  3. Тогда 
имеет место равенство:

аа—1
1 n f  F(z)dzВ (а, а, 6, с, 3) =   ------  -< (с — 6) 1

где

2с — 6 — 1 [ J aa — z
з

2 a a + l
a a — 1 «о. 3aa.

+  ь _ 1  r n ^ +  J  /  Г J b _ y i v  +
2 J aa — z J \ J v — z J v

2ааН~1 9аа 3
3 2аа+ 1

_  2e7 f 2а-а
L>2 = ----- < cm  с +  (ска — с) In (ска — с )  —  In (aa — 1) +

aa

H— In (2aa  + 1 ) +  ( b + l  — c ----- —'j In (aa — 3) +  ( c  — b — 1 ----- —'j In 3 (12)
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□  Для В(а,а,Ь,с,  д') выполнено равенство (4) леммы 1. Поэтому при значении па­
раметра д' =  3 получим:

В (а, а , 6, с, 3) =
а а —1 а а —1

1 Г. „  Г F(z)dz  6 — 1 [  F(z)dz
(с.- b )

2с — 6 — 1 I J аа — z 2 J aa — z
3 '2aa-\-l

3

2Q-Q.+ 1
3 «a. 3oa

s - - ( a ' a - c )  , f  (  f  . dz \dv  
F ( z )    - d z +  /  /  F(z)  '

a-a — с J \ J v — z J v
9a a  3

2aa-\-l

+ — F ( 3 )<j — Retain (era — 1 ) +  —7—  In (2aa +  1 ) +
a a

+  ( ^ aa  — 6 — 1^ In 3 +  ^6 +  1 — I11 (aa — 3)

Так как F(u)  =  2ey/и при и <  3, то F ( 3) =  2e7 /3 , и поэтому третий интеграл в этой 
формуле можно преобразовать следующим образом:

J3 =  /  f H ~~~( a a ~ C)<fc =  2 e 4 ( ^ - l V t t — ------------------------------------------(13)
J аа — z { \ аа )  аа — с аа с J

а а—с

Следовательно, учитывая это равенство, получим

а а —1

В(а,  а, 6, с, 3) =   ----- ------- <Г (с — 6) f  F ^ cL +
2с — 6 — 1 I аа — z

з

2оа+1,7 ?ста —1 «о. Зоа.
+  Ь_ 1  Г Р Щ 1 +  Г / J b _ \ c i v  +  D

2 J аа — z  / V J v — z v
2aa-\-l 9 a a  3

3 2aa+ 1
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Это выражение для D 2, очевидным образом, преобразуется к виду (12). I

Следствие. Для функции В(а,а,Ь,с,  д') при д' =  3, аа =  6. на основании Леммы 
2, после элементарных преобразований, получается формула:

в {а • “ ■ с- :3) =  S “ b r  { (с - ь ) }  т ^ г +
3

13 V

13 54 3
3 13

в7 Г 6 т  1 'I
D'2 =  — < с In с +  (6 — с) In (6 — с) — 4 In 5 Н  — In 13 — 4 In 3 >. (16)

3. Доказательство теоремы 2. Оно основано на результатах работы первого авто­
ра [3]. Для последовательности А, определенной равенством (1), выполнены все условия, 
накладываемые на последовательность в случае одномерного решета. Согласно теореме 
2 для числа элементов ап из последовательности А  , имеющих в своем разложении не 
более г простых множителей с учетом их кратности, имеем следующую оценку:

- 7

1 > -  В(а,а,Ь,с ,д ' ) )  х
aneA , v(an)<r

X
Р(Р) 1 _  Р (Р )~  1

р - 1„  1 - — г- X 
1 ' 11 1 ' In2.гП т ^ г П

р]Ф(0) V р|ф(0) * V

для достаточно больших х.
Заметим, что если в теореме 1 величина f ( a a ) — В(а,  а,Ь, с, д') >  0, то существуют 

числа Рг в последовательности А. Кроме того, в методе решета наименьший положи­
тельный простой делитель числа Рг будет больше x l /a  и выполнено условие Ма =  
Ъ +  (г — 1 )с +  1 или, в эквивалентной форме (г +  1 )с — Ма =  2с — Ъ — 1.

Осуществим теперь выбор параметров одномерного решета Сельберга с весами Бух- 
штаба нового типа. Выберем а из условия аа =  6, а =  1/2, г =  2 ^ + 1 . Введем функцию 
Н(Ь,с) =  Зе_7 ( / ( 6 ) — В(а,а,Ь,с,  3)). Для оценки этой функции воспользуемся равен­
ством (15) и числовыми оценками входящих в эту формулу определенных интегралов, 
связанных с функциями решета J\ <  1,1343644, J2 <  0,5132943, J3 <  0,1373497 и при­
ближениями для числовых коэффициентов в выражении для D'2 ■ Тогда для D'2 получим 
формулу с избытком

е7 Г
D'2 =  — < с Ы с + ( 6 -  с) 1п(6 -  с) +  1 , 282475 6 -  9, 549725



и, в соответствии с ней и указаннвши числоввши оценками интегралов, -  следующее 
неравенство:

1  ̂ f
В(а,  а , 6, с, 3) <   ---------   — I c in e  +  (6 -  с) 1п(6 -  с) +

2с  — о — 1 3 [

+  1, 9107007 с -  0,1959345 6 -  9, 7508227 J,

верное при 6 >  с и с >  1. Следователвно, при тех же условиях, для Н(Ь, с) имеет место 
неравенство

Я (6 ,с) >  -------\------- {1 ,4 5762 91с- 1,48823046 +  8,0666578—
2с — 6 — 1

—с In с — (6 — с) 1п(6 — с )}  ,

где мв1 воспользовались / (6 )  >  0,99987229 и Зе-7 =  1,68438 с избытком.
Выберем параметры б и с  так, чтобы функция Н(Ь, с) была возможно меньше, оста­

ваясь положительной. При с =  5, 7 имеем

Я(6; 5, 7) >  ----- —̂ -{6 , 815678315 -  1, 48823056} >  0.
10, 4 — 6

Тогда при 6 =  4, 5797 выполняется неравенство: Н(Ь, с) >  0, 000005452 >  0.
Потребуем теперь выполнимости связи (г +  1)с—Ма =  ‘2с — Ь—1,Р*  <  кв , Р* <  х м , 

Р* =  k9j f  +  Iя, г =  2^ +  1. Откуда следует В  =  д +  ад2/ (1 +  6 — (а — 2с)д). Таким 
образом, для Р* будем иметь оценку: P2*fl+1 ^  кв , где В  =  д +  12д2/(5, 5797 — 0, 6д ) , если 
2 <  д <  8. ■

В частности, для Ф(р) =  к2р2 +  1 имеем В <  12,9597 <  12,96, и поэтому Р5* <  АЛ2’96 
(ср. с результатом Б.В. Левина).
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APPLICATION OF SIEVE WEIGHTS TO ESTIMATION OF MOST SMALLER 
ALMOST-PRIME NUMBER IN POLYNOMIAL SEQUENCE OF PRIME
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Abstract. The estimate of most smaller, almost-prime number in polynomial sequence on prime 
argument is obtained.
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