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Аннотация. Рассматривается задача о вычислении функции Коши для абстрактного диф
ференциального уравнения с дробной производной Римана-Лиувилля. Приводятся условия ее 
корректной разрешимости.
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Пусть А — линейный замкнутый оператор, плотно определенный в банаховом про
странстве X  с областью определения D ( A ) и непустым резольвентным множеством. 
При а >  0 и п =  [q:] +  1 рассмотрим следующую задачу типа Коттти

D$+u(t) =  Au(t) , t >  0 , (1)

lim D ^ lu(t) =  un- i , lim DQ^ku(t) =  0 , к =  2,..., n . (2)
t  0̂-(- t  0̂-(-

dn
где D0> M  =  ^  (/„”+ “ u) (t) -  левосторонняя дробная производная Римана-Лиувилля

порядка а >  0, l'o+u(t) =  ^ у

Римана-Лиувилля порядка /3 >  0 (см. [1, с. 41], [2, с. 69]), un- i  Е D(A),  Г(-) -  гамма- 
функция.

Для задачи (1), (2) мы приведем условия ее корректной разрешимости. Разрешаю
щий оператор этой задачи мы назовем функцией Коши. С ее помощью будет построено 
решение задачи типа Коши для неоднородного уравнения.

Определение 1. Решением задачи (1), (2) называется функция u(t) такая, что 
имеют место включения u(t) Е С*(Е+, D(A)) ,  1 ^ аи(1) Е C'fc(1R.+, X ) для к =  0,1,..., п — 1, 
/„"+"«(*) £ C^O^+i^Qi н удовлетворяющая (1), (2).

Определение 2. Задача (1), (2) называется равномерно корректной, если при лю
бых un_ 1 Е D(A) существует единственное решение u(t; un- i )  задачи (1), (2) п если 
Un-i,m Е D(A),  un—i,m —> 0 при m —> оо влечет u(t; u„_i,m) —> 0 при m —> оо, равномер
но по t на любом компактном интервале пз (0, оо).

10 Работа выполнена в рамках ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной Рос
сии» на 2009-2013 годы (госконтракт № 14.А18.21.0357)

н
(t — s)/3_1 u(s) cls -  левосторонний дробный интеграл
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Применим к уравнению (1) оператор Iq+. Учитывая равенство (см. [1, с. 50], [2, с. 
74])

«-1 гла—А‘— 1
I£+Do+u(t) =  u(t) ~ Y  r(ct -  к) r ~k~l

и граничные условия (2), можно утверждать, что задача (1), (2) равномерно корректна 
только тогда, когда следующее интегральное уравнение типа Вольтерра

fa- 1 ^
м(*) =  7v"^ Un~l +  T vT  /  (t ~ s) Au(s) ds , t >  0 , (4)Г (a) T(a) J о

равномерно корректно в смысле Определения 3, которое мы приводим далее.

Определение 3. Интегральное уравнение (4) называется равномерно корректным, 
если для каждого ип-\ Е D (A ) существует единственное решение u(t; un-i )  Е С(Ж+, D(A))  
этого уравнения п если un-i,k Е D(A),  un-i,k ~> 0 при к —> оо влечет сходимость 
u(t; и,г_ 1д.) —>• 0 равномерно по t на любом компактном интервале пз (0, оо).

Пусть Ъ(Х)  — пространство линейных ограниченных операторов, действующих из 
X  в X.  Определим разрешающий оператор задачи (1), (2).

Определение 4. Операторная функция К a(t) Е 23 (X ) называется разрешающим 
оператором для задачи (1), (2), если выполнены следующие условия:

(i) K a(t) сильно непрерывна при t >  0 п Do+1A'a(0) =  I ,
(И) K a(t) коммутирует с А, то есть, K a(t)D(A) С D(A) п A K a(t)un_i =  K a(t)Aun_i 

для любого un~i G D(A) n t  >  0,
(iii) K a(t.)un- 1 является решением задачи (1), (2) для любого un~ i G D(A) n t  > 0.
Определение 5. Будем говорить, что оператор А принадлежит классу гК°‘ (М,ш),  

если задача (1), (2) имеет разрешающий оператор K a(t), удовлетворяющий неравенству

IIK a( t ) ^  M ( t ) ^  , t >  0, (5)

где ш Е М п функция M(t) Е L1(M+).
Пусть А Е J~Ca(M, uj) и K a(t) -  соответствующий разрешающий оператор. При Re А > 

ш определим преобразование Лапласа для разрешающего оператора
поо

Aa(A)un—i I в I\a(t)un—i d t , un—i E X  .
Jo

Учитывая оценку (5), можно утверждать, что K a(A) G Ъ(Х).  Используя свойства (И) 
и (iii) Определения 4 и тождество [см. 2, с. 284] для преобразования Лапласа дробных 
производных
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L[Da0+u](А) =  A“ L[«](A ) -  ^  A \Dg+ и(0 ) , (6)
fc=i

после преобразования Лапласа, из (1), (2) получим следующие соотношения:

A I\a (X )un—i Ни— 1 — AI\a (X)un—i , Ни—1 Е X  j
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А А.о.(А)ил_1 Un—i — 1\ Aun—i , ип— 1 G D ( A ) .

Лемма. Пусть А Е !К а{М,ш), тогда оператор (AaI  — A) обратимп K a(X) =  R(Aa,A),  
то есть множество {А "  : Re А > о;} включено в р(А) п

/»оо

R(\a,A)un- i  =  /  e~xtK a(t)un- i  d t , un- i  Е X . (7)
Jo

Доказательство приводимых далее теорем 1-6 аналогично доказательству соответ
ствующих теорем из [3] и мы его опускаем.

Теорема 1. Пусть a >  0, тогда А Е <К°‘ (М,ш) п оператор D$+ K a(t) непрерывен 
равномерной операторной топологии только тогда, когда А Е Ъ(Х).

Теорема 2. Пусть А Е <К°‘ (М,ш) для некоторого а >  2 п

в

*00
е vtAI(t)dt < —  , v >  0 , С\ > 0

/о

Тогда А Е 23 (X ).

Теорема 3. Пусть 0 < a < 2. В этом случае А Е (К а(М,ш) только тогда, когда 
(и/*, оо) С q(A) п

(А -  u)f
п\n=О

dnR(Xa, А)
dX>'■

^  С‘2 , А >  СО , С/2 >  0 .

Теорема 4. Пусть 0 < a  < 2. Тогда А Е J-Ca(M,uj) только тогда, когда (и/\оо) С 
q(A) п существует сильно непрерывная операторная функция К  it), удовлетворящая 
неравенству ||A'(t)|| ^ M (t)ewt, t >  0, M(t) Е L^E-i-) такая, что

f*00
— \tR(\a,A)un_ i =  / e K(t )un- i  dt, un- i  E X . (10)

Jo

В этом случае K a{t) =  K{t).

Теорема 5. Если А является генератором сильно непрерывной Со-полугруппы, то 
А Е “К а(М,  и;1/") для каждого a Е (0,1) с некоторой функцией M{t)  Е L 1(E+).

Теорема 6. Пусть a >  0. Если K a{t) -  разрешающий оператор (1), (2), то

Аип- !  =  T(a +  1) lim Do+l R«(t )un-i ~ un-1 (n )
v J t->0+ ta

дл я  тех un- i  E X ,  дл я  которых этот предел  существует.

Рассмотрим теперь неоднородную задачу при а >  0 и нулевых начальных условиях

DQ+u(t) =  Au(t) +  f ( t )  , t >  0 , (12)
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lim D?)+ uit) =  0, к =  1, 2, п . (13)

Теорема 7. Пусть А Е {К а(М, ш), функция M(t) такая, что для t Е [0,1]

[  (t -  т)п- а~1 Mir)  dr < C 2,
Jo

а функция fi t )  E С  ((0, оо) , X ) абсолютно интегрируема в нуле, принимает значения в
D{A),  Af { t )  £ С ((0 , оо) , Х )  п также абсолютно интегрируема в нуле. Тогда функция

u(t) =  !  K a(t -  s) f (s)  ds , (14)
Jo

является решением задачи (12), (13).
□
При t >  0 имеем

1 rln Гт
D a0+u {t) =  I (t -  r f - * - 1 dr I I<a (r -  0  f  { 0  =Г (/?, — a) dtn J0 

1 dn f* f*
Г (/?, — a) dtn Jo ,/c 

1 dn f* f*-*

(t -  r )n a lI<a {т- i )  f  (f) dr di =

( t - £ -  x )n a 1K a(x)f(^) dx d£.Г (/?, — a) dtn Jo Jo
Поскольку иод знаком интеграла по £ находится непрерывная по t — £ функция, то

1 с1п~1 г*-?
°0 + и^) =  г  (n -  a) dtn~l Й  Jo х )П~а~1к° И  f  (?) dx +

t - t
i  rm - i  f t  л f

+ F ( ^ )  / 0 S  -  f  -  - Г - 1̂  W  /  « )  *  «  -
0

=  lim D™-lK a(s)f{t)  +s—S-+0
i Ип~2

+  Г ( » - а ) Д - *  g S  i  { t -  ^ “  Х Г °  K °  {X) f  ®  dX +
t

i rtn~'2 Г rf2

+ r — ) ^ У W o  ( t - £ - x T ~ lK‘ ( x ) ; K )  d i =0

=  f i t )  +  lim D™-'2K a(s)f{t)  +s—S-+0
1 Jn - 2 f t  T2 f t - t



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2012. №17(136). Вып. 28 75

=  / ( * ) +  Г DS+Ka (t -  0  /  (£) dt =  / (* )  +  f  K a (t -  0  A f  (0  d£ =  / ( * )  +  Au (t) .
Jo Jo

Следовательно, функция u(t) удовлетворяет уравнению (12).
Проверим далее, что функция u(t) удовлетворяет нулевым начальным условиям 

(13). Рассмотрим сначала DQ^nu(t). Имеем

1
t—>+0 ^ t—>+0 ^ Г ('/?, — Qy) t—>+0 Jq
lim„ D 0+ nu (t) =  lim Io+ au (t) =  w  " Л Jim I (t -  т)п 1 dr /  I<a (r -  f )  /  (f) d£ .

/о

Поскольку для К a (t) справедлива оценка (5), то для t Е [0,1]

f*t
\п—а—1( t -  т)п а dr К а (т -  £) /  (С) 

'о */0
\п—а—1^ /  { t - r f - ^ d r  / м ( г - е )  ||/(ои ^

Jo Jo

= Г 11/(011 <*£ Г ? ( t - Z - v T - ^ M ^ d ^ C ,  f l l f iOW d£.
Jo Jo Jo

Следовательно lim D?!.Tnu (t) =  0. t^+o +
Далее, рассмотрим образ D a~n+ku(t) при k =  1

D „V “+1« W =  r , 1 ' 4  [ '  (f -  dr Г  к а (т -  0  /  (0  <i$ =Г (/?. -  Q') eft Jo Jo

1 ft-? \n—a—1
Г ('/?. — Q')

lim /  ( t - £  -  ir)n a к  a (x) f  (0  cfe +
'0

+   г I  f ( 0  ^ 4  I  ( t - € - x ) n a 1K a (x) dxI (/?. — a )  J о at '0

=  lim Bo+’“ A'„ (s) /  (£) +  [ ’ D°0; n+1K a ( t - O  f  ( 0  d£.
" + °  Jo

Переходя к пределу при t —>• +0 и учитывая условия (2), получим

lim DZTn+1u (t) =  0.t^+o +

Продолжая далее аналогичные рассуждения для любого к < п на основе того, что 
l̂inî  D q+ п+ к̂ 1] и (t) =  0 , дойдем до случая к =  п — 1

1 dn~l Гг Гт
Щ +1и (t) =  _  /  (t -  г Г — 1 dr /  К а (г -  О /  (О =

Г ( /?. — Q') cftra_1 Jo Jo

« ,-t
J 2  UmПВ ? ; ‘ А',, (з) /  К) + /  В„“+- ‘ А „ ( * - 5 ) / ( 0  4е-' s—>+0 fc=2 'О



Переходя к пределу при t —> +0 и учитывая условия (2), получим
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Следовательно, функция u(t), заданная формулой (14), удовлетворяет нулевым началь
ным условиям (13). I

П ример. Заметим, что:
1) при 0 < а < 1, K a(t) =  Ta(t), где Ta(t) -  разрешающий оператор рассмотренной 

в [3] задачи

2) если а =  1, то K\(t) -  Со-полугруппа и А -  ее генератор;
3) если а =  2, то K ‘2 {t) ~ синус оператор-функция и А — генератор соответствующей 

косинус оператор-функция;
4) если оператор А ограничен и а >  2, то K a(t) =  ta~1Eaa(taA).
В заключение заметим, что неоднородное дифференциальное уравнение порядка 

1 +  а (0 < а < 1) с регуляризованной дробной производной и позитивным оператором 
А было исследовано в [4] методом сумм Да Прато и Гривара.
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t—>-+0lim D q, 1u (t) =  0 .
- v _ L H  ' 4 7

DQ+u(t) =  Au(t) , t >  0 

Hm D ° - lu{t) =  щ  ;
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