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Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  С В Е С О В Ы М И  Я Д Р А М И  Т И П А  
П О Т Е Н Ц И А Л А  В К О М П Л Е К С Н Ы Х  П Р О С Т Р А Н С Т В А Х  Л Е Б Е Г А

Аннотация. Методом монотонных операторов в комплексных пространствах Лебега дока­
зываются глобальные теоремы о существовании, единственности и способах нахождения реше­
ния для различных классов нелинейных интегральных уравнений с ядрами типа потенциала 
специального вида. Получены оценки норм решений и скорости сходимости к ним последова­
тельных приближений пикаровского типа.

Ключевые слова: нелинейные интегральные уравнения, операторы типа потенциала, 
метод монотонных операторов.

В работе [1] в комплексных весовых пространствах Ьр(д ) бвши изученв! нелинейнвге

0 <  а <  1, Г(а-) -  гамма-функция Эйлера и Ь(х) ф 0 п.в. на R  =  (—оо, оо).
В данной работе в комплекснвгх пространствах Лебега L P( R ), 1 <  р <  оо, с нормой

рассмотренв1 оеновнвге классы нелинейнвгх уравнений, содержащих операторв1 типа по­
тенциала вида

Исполвзуя метод m o h o t o h h b ix  ( п о  Браудеру-Минти) операторов, доказанв1 глобалвнвге 
теоремв1 о существовании, единственности и способах нахождения решений для всех 
рассмотреннв1х уравнений.
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1. Введение

уравнения, содержащие оператор типа потенциала (В аи ) ( х )
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Важно отметить, что сингулярные интегральные операторы с подобными ядрами 
а(х)  b(t ) — a(t )  b(x)

вида --------------------------- играют центральную роль в теории определителей Фредголь-
х — t

ма и уравнения Пенлеве пятого рода, теории случайных матриц (модели случайно-
матричного типа) и других [2], [3]. Нелинейные сингулярные интегральные уравнения

а(х)  b(t) +  a(t )  Ь(х)  ̂ Гг1
с ядрами ви да --------------------------  были изучены в 4 , 5 .

х — t
Заметим, что операторы Qa и А а, в отличие от оператора В а, не являются строго 

положительными симметрическими операторами и значения функционалов (Qau,u) ,  
(А аи , и ) при и ( х )  Е L P(R) ,  в отличие от (В аи , и ), не являются, вообще говоря, веще­
ственными числами. Поэтому исследование нелинейных уравнений, содержащих опе­
раторы Q a и А а, вызывает дополнительные трудности по сравнению с исследованием 
уравнений, содержащих оператор В а.

2. Операторы типа потенциала с ядрами специального вида

Рассмотрим вопрос о положительности операторов Q a и А а в комплексных про­
странствах L p(R) .  Д ля упрощения записей введем следующие обозначения:

О О  О О

р' =  — , (и, v) =  [  и(х )  v ( x )  clx , ( I au ) ( x )  =  — '—  [  а ,
p -  1 J Г  (a)  J \ x - t \ l - a

—oo —oo

где 1 <  p <  oo, 0 <  a <  1. Напомним, что оператор А, действующий из L P( R ) в 
L p/(R), называется положительным,  если Rе { А и , и )  >  0, \/и(х) G L P(R) ,  и строго 
положительным,  если равенство нулю в последнем неравенстве возможно лишь при 
и ( х )  =  0.

В силу леммы 1 [1], оператор типа потенциала /" действует непрерывно из простран­
ства L-2/(i-\-a) ( R )  в сопряженное с ним пространство L 2/( i -a) ( R )  и строго положителен, 
причем

||/"и||2/(1-с0 <  п(а)  ||и||2/(1+о) И (Г и , и ) >  0, Vu(x)  Е L 2/{l+a)(R )  , (1)

где п{а)  означает здесь и всюду далее норму оператора 1а, действующего ограниченно 
из L 2/(i+a)(i? ) в L/2 /( i -a) ( R )  (так как /" самосопряженный оператор, то функционал 
(1аи,и)  принимает только действительные значения и поэтому символ Re перед ним 
можно опустить).

Лемма 1. Пусть 0 <  а <  1, 2 <  р <  оо п а(х) ,  b(x) Е L 2p/[p(i+a ) - 2\(R)- Тогда оператор 
Q a действует непрерывно пз L P( R ) в L p/(R) п положителен, причем

\\Q М'\\р' — 2 ??.(q') ||й||2p/[p(l-|-Q.) — 2] ||^||2р/[р(1+«) — 2] || (2 )
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(■Qau, u) =  2 i lm (b  u , I a(a u)) , Re { Q au,u ) =  0, Vu(x)  E L P(R).  (3)



□  Пусть и(х )  Е L P(R) .  Применяя неравенство Гельдера с показателями р(1  +  а ) /2 
и р (1 +  а)/[р (1 +  а)  — 2], имеем

IIя м||2/( 1+а) ^  ||а ||2р/[р(1+а)-2] ||м||р и || Ь U || 2/(1+о) <  || Ь || 2р/[р(1+«)-2] || и ||р i (4)

т.е. а (х )и ( х ) , Ь ( х )и ( х )  Е Ь 2/(1+ « ) (R) -  Но тогда, в силу первого неравенства из (1), имеем 
1а(а и ) , 1а(Ьи)  Е L 2/( i -a) (R) ,  причем

\\1а(а и) || 2/( 1—о) <  п(а )  ||аи||2/(1+ о ) и \\Г(Ьи)\\2/{1 - а) <  п (а )  НМЬ/ц+а) ■ (5)

Используя оценки (4), из (5) получаем

||/ (й  и )  || 2/(1—а )  /7- ( Q;) || С11| 2р/\р(1-\-а) — 2] || U  ||р И ||/ ( Ь  U-) || 2/(1—а )  /7-(ci') || Ъ || 2р/\р(1-\-а) — 2] || U  ||р •

(6)
Обозначим 1а(Ъи) =  w. Из (6) следует, что w(x)  Е L 2/( i -a) (R) -  Применяя неравенство 
Гельдера с показателями 2/(1 — а)  р'  и 2/[2 — (1 — а)  р'], имеем

Цй 'юЦу/ 110'112р/[/->( 1+Ск) — 2] || ^’11 2/(1 — а) ||®||2р/[р(1+а)—2] Ц-̂  (Р ||2/( 1—а) ■

Следовательно, в силу второй оценки из (6), справедливо неравенство

| |й /  (Ьи)Цр' ??.(q') ||a||2p/b(l+a)—2]||6 ||2p/b(l+a)—2]||и||р • (7)

Аналогично доказывается, что

\\Ы ||®||2р/[р(1+а)—2] ||̂||2р/[р(1+а)—2] ||̂||р • (8)

Так как Q au =  a l a (b и) — bla (а и) , то применяя неравенство Минковского и учитывая 
затем оценки (7) и (8), имеем

IIQ '̂Цр' — II® (^^)11р/4_ 11̂ -̂  (® ^ )11р/ — 2 ??.(q') 11 а 112,V b( l+o)—2] 11 & 112,V b (i+ « )—2] 11 г/. 11 „ ,

т.е. оператор Q a действует непрерывно из L P( R ) в L p/(R) и справедливо доказываемое 
неравенство (2).

Докажем положительность оператора Q a. Используя свойство симметричности опе­
ратора для любого и(х)  Е L P(R) ,  имеем

(Q au , и) =  {a I a (b и) , и) — (Ь 1а (а и) , и)  =  (/" (Ь и ) , а и) — (/" (а и) , b и) =

=  (Ьи,1°‘( аи ) )  — (Ь и, 1а{аи) )  =  2 г Im (b и, 1а(а и) )  ,

т.е. выполнено первое равенство из (3). Второе равенство из (3) является прямым след­
ствием первого. I

Аналогично доказывается следующая лемма.

Л е м м а  2. Пусть 0 <  а <  1, 2/(1 +  а)  <  р <  а ~1 п а(х)  Е Lp/[p(i+Q,)_2] (R) .  Тогда 
оператор А а действует непрерывно пз L P( R ) в L p/(R) п положителен, причем:

\\А и\\р/ 2 п(а )  ||я||р/[р(1-|_а)_2] H'W'llp )
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{Ааи, и)  =  2 г 1т(/ "и , а и) , Re {Ааи, и) =  0 , Уи(х)  Е L P( R ) .

Вещественный аналог леммы 2 доказан в [6].

Следующие леммы будут использованы нами при исследовании нелинейных инте­
гральных уравнений типа Гаммерштейна с ядрами типа потенциала специального вида.

Л е м м а  3. Пусть 0 <  а <  1, 1 <  р <  2 п а(х) ,  b(x) Е L 2p/[2 -p(i-a) ] ( -R)- Тогда оператор 
Q a действует непрерывно пз L p/(R) в L P( R ) п положителен, причем

WQ ®||р —  2 ||d||2p/[2— р(1—о)] || |̂| 2/J / [2—р(1—о)] || ®||р' ) (9)

{Qau, и) =  2 г 1т(Ь и, I a(a и )) , R e(Q Q'u, и) =  0 , Vu(x) Е L P>(R). (10)

□  Пусть и(х )  Е L p/(R). Применяя неравенство Гельдера с показателями р' (1 +  а ) /2 
и р' (1 +  а)/[р’ (1 +  а)  — 2], имеем

II® ® 112/( 1 + о ) —  || ® ||2р/[2— р(1 —о )] || ® \\р' И  11& ^112/( 1 + о ) —  ||̂ ||2/_>/[2— р ( 1 —о )] || ® ||р' i ( И )

т.е. a (x )u ( x ) , b ( x )u ( x )  Е L 2/̂ i+a-) {R) .  Но тогда, в силу первого неравенства из (1), имеем
1а(а и) , 1а(Ь и) Е L/2 /( i -a) ( R )  и выполнены неравенства (5). Используя оценки (11), из 
(5) получаем

||/ (й  U )  || 2/(1—а )  —  'O -(d ') || Cl || 2р/[2—р ( 1 —о )] || ® ||р' И  ||-̂  (&  )  ||2/(1 — с\) o ( Q ' )  || Ь|| 2р/[2— р(  1 + « ) ]  || ® \\р' •

( 1 2 )
Обозначим 1а(Ъи) =  w. Из ( 12) следует, что w(x)  Е L 2/( i -a) (R) -  Применяя неравенство 
Гельдера с показателями 2/(1 — а)  р'  и 2/[2 — (1 — а)  р'], имеем

||®'И|р — ||®||2р/[2-?->(1-«)] || 'И | 2/ (1 -«) =  ||®||2р/[2—р( 1—о )] | | - ^ ° | | 2 / (  1—о ) • 

Следовательно, в силу второй оценки из ( 12), справедливо неравенство

||й/ (6 u)||p ??.(q') ||я||2р/[2—р(1—о)] ||̂|| 2/J/[2—р(1—о)] || ® ||р' • (13)

Аналогично доказывается, что

\\Ы (® ®)||р ?1:(сч) ||я||2р/[2—р(1—о)] || |̂| 2/J/[2—р(1—а-)] || ® ||р' • (^4)

Так как Q au =  a la (b и) — b la (а и) , то применяя неравенство Минковского и учитывая 
затем оценки (13) и (14), имеем



т.е. оператор Q a действует непрерывно из L p/(R) в L P( R ) и справедливо доказываемое 
неравенство (9).

Оба равенства из (10) доказываются точно так же, как и в лемме 1. I  

Аналогично доказывается следующая лемма.

Л е м м а  4. Пусть 0 <  а <  1, [1 — а:] 1 <  р <  2/[1 — а\ п  а(х)  Е L p/̂2-p ( i - a ) ] (R )■ Тогда 
оператор А а действует непрерывно пз L p/(R) в L P( R ) п положителен, причем

\\А и\\р 2 п (а )  ||я||р/[2—p(i—о)] || ®||р')

{Ааи, и)  =  2 i Im {1аи, а и)  , Re {Ааи, и)  =  0 , Vu,(x) Е L p/(R) .
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3. Теоремы существования и непрерывности в L P(R)

В этом пункте доказываются теоремы о существовании и единственности решения 
для различных классов нелинейных уравнений, содержащих операторы Q a и А а.

Приведем необходимые определения и обозначения. Пусть X  есть комплексное ба­
нахово пространство с нормой || • ||, а X *  есть сопряженное с ним пространство с нормой 
|| • ||*. Обозначим через ( у , х )  значение линейного непрерывного функционала у Е X *  

на элементе х Е X .

Пусть и, V Е X  - произвольные элементы. Оператор А  : X  —> X *  (т.е. действующий 
из X  в X * )  называется:

монотонным, если Re(Au  — Av, и — v) >  0 ;
строго монотонным, если Re(Au  — Av, и — v) >  0 при и ф v ;

Re (Ли, и)
коэрцитивным, если п т  — -— ------ =  оо.

| | u | | p — >СХ> | | ® | | р

Обозначим через С  множество всех комплексных чисел. Выпишем для удобства ссы­
лок все ограничения, накладываемые ниже на комплекснозначную функцию F (x ,  z) : 
R x C  —> С , удовлетворяющую условиям Каратеодори (она определена при х Е R, z Е С , 
измерима по х  при всех л и является непрерывной по л при каждом фиксированном х)  и 
определяющую нелинейность исследуемых нами нелинейных интегральных уравнений 
с ядрами типа потенциала.

Именно, в зависимости от рассматриваемого класса нелинейных уравнений, будем 
накладывать на нелинейность F ( x , z ) либо условия 1)-3):

1) существуют с.(х) Е L ^ , ( R )  и cl\ >  0 такие, что для почти всех х Е R  и любого 
z Е С  выполняется неравенство:

\F(x, с)| <  с(х)  +  di|^|p_1;

2) для почти всех х Е R  и всех Z\, z2 Е С  выполняется неравенство:



Re | [ F (x ,  c i) -  F (x ,  z2)] • [zi -  z2\}  >  0 ;

3) существуют D ( x )  E L ^ ( R )  и d2 >  0 такие, что для почти всех х Е R  и любого 
z Е С  выполняется неравенство:

Re { F ( x ,  z) ■ z}  >  d2\z\p — D ( x ) ;

либо условия 4)-6):

4) существуют g(x )  E L+ (i? ) и 4  >  0 такие, что для почти всех х Е R  и любого 
z Е С  выполняется неравенство:

\F(x, с)| <  д (х )  +  d3|~|1/(p_1);

5) для почти всех х Е R  и всех z\, z2 Е С  выполняется неравенство:

Re | [ F(x,  zi )  -  F ( x ,  z2)] • [ci -  z2] }  >  0;

6) существуют D ( x )  E L ^ ( R )  и d± >  0 такие, что для почти всех х Е R  и любого
z Е С  выполняется неравенство:

Re { F ( x ,  z) ■ z}  >  d4 \z\p^p~^ — D ( x ) .

Если выполнены условия 1)—3), то оператор Немыцкого F,  порожденный функцией 
F (x ,  z), действует из L P( R ) в L p/(R) и является непрерывным, монотонным и коэрцитив­
ным оператором. Если же выполнены условия 4)—6), то оператор F  действует из L p/(R) 
в L P( R ) и является непрерывным, строго монотонным и коэрцитивным оператором.

Простейшим примером функции F ( x ,  z), удовлетворяющей условиям 1)-3) является 
F (x ,  z) =  \z\p~2-z, гдер >  2 -  любое число. В самом деле, выполнение условий 1) и 3) для 
такой функции очевидно. Проверим выполнимость условия 2) при р >  2 (выполнение
этого условия при р =  2 очевидно). Д ля любых Z\ =  Х\ +  i у\ и z2 =  х 2 +  % У2 , имеем:

[ F ( x , z i )  -  F ( x , z 2)] ■ [zi -  z2] =  \zi\p -  \zi\p~2ziz^ -  \z 2 \p ~ 2 z 2 z { +  \z 2 \p .

Так как Re (z\z^) =  Re (z2 cT) =  ^ i^2 +  У1 У2  <  \{;x\ +  x 2 +  y\ +  y2) =  |(|ci|2 +  |c2|2), to

Re {\F(x ,  z i ) -  F ( x ,  z2)] • [ci -  c2]| =  \zi\p +  \z2\p -  ( x rx2 +  y iy2)(| - i|p_2 +  |~2|p“ 2) >

>  1 * .Г  +  N p -  i  ( N i l 2 +  Ы 2) ( 1 ~ - . Г 2 +  N r 1)  =  5 ( Ы " ' 2 -  1 ^ Г - * )С 1 = .| * -  Ы 2)  >  0 .

т.е. выполнено условие 2).

Доказательство следующей теоремы основано на теореме Браудера-Минти (основ­
ной теореме теории монотонных операторов) [7], [8].

Теорема 1. Пусть 0 <  а <  1, 2 <  р <  оо п a(x ) ,b (x )  Е L 2p/^ i +a)_2j (R) .  Если 
выполнены условия 1)—3), то уравнение
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имеет решение и*(х)  Е L P( R ) при любом f ( x )  Е L p/(R). Решение единственно, если 
выполнено условие 5). Кроме того, если условие 3) выполнено при D ( x )  =  0, то спра-
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□  Запишем данное уравнение (15) в операторном виде: Аи  =  /, где Аи  =  Fu-\-Qau. 
Из условий 1)-3) вытекает, что оператор Немыцкого F  действует из L P( R ) в L p/(R) 
непрерывен, монотонен и коэрцитивен. В силу леммы 1 оператор Q a действует из L P( R ) 
в L p/(R) непрерывен и положителен. Следовательно, оператор А  действует из L P( R ) в 
L p/(R) непрерывен, монотонен и коэрцитивен, причем он строго монотонен, если вы­
полнено условие 5). Значит, по теореме Браудера-Минти, уравнение Аи  =  /, а с ним и 
данное уравнение (15), имеет единственное решение и*(х)  Е L P(R) .

Осталось доказать оценку нормы решения и*(сг). Так как Аи* =  /, то используя 
условие 3) при D ( x )  =  0 и второе равенство из (3), имеем

откуда легко получаем доказываемую оценку. I

Аналогично, с использованием леммы 2 вместо леммы 1, доказывается следующая 
теорема.

Теорема 2. Пусть 0 <  a <  1, 2/(1 +  a)  <  р <  a ~ l п a(x)  Е L P//^1+a)_2] (R) .  Если 
выполнены условия 1)—3), то уравнение

имеет решение и*(х)  Е L p{ R ) при любом f ( x )  Е L p/(R). Решение единственно, если 
выполнено условие 5). Кроме того, если условие 3) выполнено при D ( x )  =  0, то спра-

Рассмотрим теперь другой класс нелинейных уравнений с ядрами типа потенциала, 
соответствующий случаю когда нелинейность находится под знаком интеграла (такие 
нелинейные интегральные уравнения называют уравнениями типа Гаммерштейна). В 
данном случае применить непосредственно теорему Браудера-Минти нельзя, поскольку 
произведение монотонных операторов не является, вообще говоря, монотонным опера­
тором и поэтому требуется другой подход к исследованию таких классов уравнений. 
Кроме того, в отличие от теоремы 1, при доказательстве следующей теоремы вместо 
леммы 1 используется лемма 3.

Теорема 3. Пусть 0 <  q: <  1, 1 <  р <  2 п a(x ) ,b (x )  Е L 2p/[2 - p( i - a) ] ( R ) ■ Если 
нелинейность F (x ,  z) удовлетворяет условиям 1), 3) п  5), то уравнение

d2 ■ ||«1р <  Re (Fit*, it*) =  Re (Fit* +  Q au*, u*) =  Re (/, u*) <  ||/||?y • ||и*

(и )

[a(x)b(t )  — a( t )b(x )] F( t ,  u ( t ) )  dt 

I# — t\l~a
(17)



имеет единственное решение и * ( х )  Е L P( R ) при любом f ( x )  Е L P(R) .  Кроме того, если
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□  Из условий 1), 3) и 5) следует, что оператор F  отображает L P(R.) на L p/(R), 
непрерывен, строго монотонен и коэрцитивен. Значит [1], существует обратный опе­
ратор -F-1 , отображающий L p/(R) на L p(R) ,  хеминепрерывный, строго монотонный и 
коэрцитивный. Поэтому, с учетом леммы 3, имеем, что оператор А  =  F ~ l +  Q a удо­
влетворяет условиям теоремы Браудера-Минти, т.е. он действует из L p/(R) в L P( R ), 
хеминепрерывен, строго монотонен и коэрцитивен. Значит, уравнение F ~ 1v +  Q av =  f  
имеет единственное решение v* Е L p/(R). Но тогда и* =  F ~ 1v* Е L P( R ) является ре­
шением уравнения и +  QaF u  =  /, т.е. данного уравнения (17). В самом деле, так как

Докажем единственность решения уравнения (17). В самом деле, если допустить 
противное, что уравнение (17) имеет два различных решения щ  и и2, т.е. U\+QaFu\ =  / 
и щ  +  Q aF u 2  =  /, то придем к противоречию:

=  Re (щ — u2, F u i  — F u 2) +  Re (Q a (Fu>i — Fu 2), Fu\  — F u 2) =  Re (щ — u2, Fu\ — F u 2) >  0

так как, в силу условия 5), оператор F  является строго монотонным.
Осталось доказать оценку нормы решения. Используя условия 1) и 3) (с учетом, 

что c(;r) =  D ( x )  =  0), второе равенство из (10), равенство (18) и неравенство Гельдера, 
имеем

откуда легко получаем доказываемую оценку. I

Аналогично, с использованием леммы 4 вместо леммы 3, доказывается следующая 
теорема.

Теорема 4. Пусть 0 <  а <  1, [1 — q:] 1 <  р <  2/[1 — oi\ п а (х ) G L p/[2 - P( i - a) ] {R )■ 
Если нелинейность F (x ,  z) удовлетворяет условиям 1), 3) п  5), то уравнение

имеет единственное решение и * ( х ) Е L P( R ) при любом f ( x )  Е L P(R) .  Кроме того, если

Рассмотрим, наконец, уравнения, в которые интегральные операторы с ядрами ти­
па потенциала входят нелинейно. Обратим внимание на то, что для таких уравнений

условия 1) п 3) выполнены при с(х)  =  D ( x ) =  0, то ||м*||р <  d\d2 l ||/||Р-

F - V  +  Q av* =  / и F  F "  V  =  4’, Щ > G Fp' (R) ,  то

u* +  Q aFu* =  F - Xv* +  Q aF F ~ 1v* =  F ^ v *  +  Qav* =  f  . (18)

0 =  Re (щ  +  Q aFu>i — u2 — Q "F u 2, Fu\ — F u 2)

d2 ■ ||«*||J <  Re ( u* ,Fu* )  =  Re (u* +  Q aF u \  Fu* )  =  Re (/, Fit*)  <  dx ■ ||/||p • ||it* \\P~ 1 
II p

(19)

условия 1) ii 3) выполнены при c(x)  =  D ( x )  =  0, то ||u*||p <  d\d2 l ||/||P-
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ограничения на нелинейность подбираются таким образом, чтобы соответствующий 
оператор Немыцкого действовал непрерывно из сопряженного пространства L p/(R) в 
пространство L P( R ), в котором отыскиваются решения, и был строго монотонным и ко­
эрцитивным. А  именно, в отличие от теорем 1-4, в следующих теоремах предполагается, 
что нелинейность F  удовлетворяет условиям 4)—6), а не условиям 1)-3).

Т еор ем а  5. Пусть 0 <  а <  1, 2 <  р  <  оо п a(x ) ,b (x )  Е F 2 P/[P{i+a) - 2 ] (R) -  Если 
нелинейность F ( x , z )  удовлетворяет условиям 4)-6), то уравнение

U ( x )  +  F  [ .г, /  [ «W b (t )  - a ( t ) b W ] M(t )d t  ! =  П х )  (20)

— О О

имеет единственное решение u*(x)  Е L P( R ) при любом f ( x )  Е L P(R) .  Кроме того, если 
в условиях 4) н 6) д ( х )  =  0 п D ( x )  =  0, то справедлива оценка

* Л1 /  ГлР Л -1  II „И II7JI II f\\ i V b - l )u — — [^3^4 II®II2р/[р(1+о) —2] IÎ II2р/[р(1+о) —2] ||/||р]

□  Из леммы 1 и условий 4)-6) вытекает, соответственно, что оператор Q a : L P( R ) —> 
L p/(R) непрерывен и положителен, а оператор F  : L p/(R) —>• L P( R ) непрерывен, строго 
монотонен и коэрцитивен. Значит [1], существует хеминепрерывный, строго монотон­
ный, коэрцитивный обратный оператор F -1 : L p( R ) —> L p/(R). Запишем уравнение (20) 
в операторном виде: u +  F  Q au =  /. Полагая в нем и =  / — v и применяя затем к обеим 
частям получающегося уравнения оператор -F-1 , приходим к уравнению:

Фу =  Q af  , Фу =  F ~ l v +  Q av . ( 21)

Поскольку оператор Ф удовлетворяет всем требованиям теоремы Браудера-Минти, то 
уравнение (21) имеет единственное решение v* Е L P(R) .  Но тогда данное уравнение (20) 
имеет решение и* =  / — v* Е L P(R) .  Покажем, что это решение единственно. Допустим 
противное, что уравнение (20) имеет два разных решения щ  и иг, т.е. щ  +  F Q au\ =  / 
и ii2  +  F Q aii2  =  /. Тогда приходим к противоречию:

0 =  Re (г/a +  F Q aUl -  щ  -  F Q au2, Q aui -  Q au2) =

=  Re (щ -  щ,  Q a{ui ~  г/,2)> +  Re ( F Q aUl -  F Q au2, Q aui -  Q au2) =

=  Re { F Q au i -  F Q au2, Q ° m  -  Q au2) >  0

так как, в силу условия 5), оператор F  является строго монотонным.
Осталось доказать оценку нормы ||м* — f\\p. Воспользуемся доказанными равенства­

ми и* +  F Q au* =  / и +  Q av* =  Q af , где и* =  / -  v*. Положим ф =  F ~ l v*.
Тогда F ^  =  у*. Используя условия 4) и 6) при g(x )  =  D ( x )  =  0, соотношения (2) и (3), 
и неравенство Гельдера, имеем

ck ||V’ lip' <  Re {F4>, ф) =  Re (v * , F ~ 1v*) =  Re (v* , F ~ 1v*) +  Re ( v * ,Q av*) =
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Re (и ,Q  /) <  H'U ||р ||Q flip' IK’ ||р??.(с1') ||a ||2p/[p(l+a-)-2] ||̂||2р/[р(1+о )-2] IIJ IIP 

=  n(a )  ||®||2p/[p(l+o) —2] IÎ II2p/[p(l+«) —2] \\f\\p \\F4>\\p <

— II®II2p/[p(l+o) —2] IÎ II2p/[p(l+o) —2] WfWpd-i IIV’ llp' 1

откуда IIV’ llp' <  4 C 1,ft(a ) 11112p/[p( i+ck)—2] II ̂  II 2p/[p(i+o)—2] ||/||p- Так как ||/-м*||р =  ||г;*||р =  

IlFV’Hp <  d-з ||V’ Ilp'_1 то) используя предыдущую оценку и учитывая, что р 1 — 1 =  1 /(р — 1), 
получаем

1/(р -  1)
[и* -  /||р <  4 d'i п ( а )  || Cl || 2p/[p(l+«) — 2] || ̂ || 2р/[р( l+o)—2]

что равносильно доказываемой оценке. ■

Аналогично, с использованием леммы 2 вместо леммы 1, доказывается следующая 
теорема.

Теорема 6. Пусть 0 <  а  <  1, 2/[1 +  Q-] <  р <  alpha-1 п  а ( х )  Е Lp/[p(i+Q,)_2](i?). Если  
нелинейность F ( x ,  с) удовлетворяет условиям 4)-6), то уравнение

ОО
1 f  \a(x)— a ( t ) ] u ( t )d t  , . , ,

+  *■ I щ  у  I =  m  m
—  O O

имеет единственное решение u*(x)  E L P( R ) при любом f ( x )  E L P(R) .  Кроме того, если 
в условиях 4) н 6) g ( x )  =  0 п D ( x )  =  0, то справедлива оценка

IIм* -  f\\p <  [ 4  ■ di l ■ n (a )  lla llp/[p(i+o)-2] ||Ь||р/[р(1+«)-2] ||/||p]1/(P_1).

4. П р и бли ж ен н ое  реш ение уравнений в L 2( R )

Теоремы 1-6 предоставляют условия при которых существуют и единственны реше­
ния рассматриваемых уравнений в комплексных пространствах L P( R ), однако они не 
содержат информации о том как можно найти эти решения.

В этой связи представляют интерес следующие теоремы, доказательство которых 
основано на комбинировании метода монотонных операторов и принципа сжимающих 
отображений, что возможно лишь при р =  2.

В этих теоремах предполагается, что нелинейность F ( x ,  z) почти при каждом х Е R  

и всех Zi, z-2 Е С  удовлетворяет условиям:

7) \F(x, zi )  -  F ( x ,  z2) | <  M  • |ci -  c2|;

8) Re { ( F ( x ,  c i) -  F ( x ,  c2) )  • (ci -  c2) }  >  m  • |ci -  c2|2 , 

где M  >  0 и m. >  0 (m. <  M ).



Заметим, что из условия 7) вытекает, что оператор Немыцкого F  действует из L 2(R)  
в L 2{R) ,  равномерно непрерывен и ограничен, а из условия 8) следует, что он являет­
ся сильно монотонным. Более того, при этих условиях (см. [1]) существует обратный 
оператор F ~ l : L 2(R )  —> L 2(R) ,  причем Vu, v E L 2(R)  выполняются неравенства:

1 in
II F ~ l u — F ~ l v ||2 <  — ||и — г;||2 , Re (F ~ l u — F ~ l v , и — v) >  —— ||u — г; 111. (23)

/// M 2

Обозначим через N  множество всех натуральных чисел. Покажем, что при выпол­
нении условий 7) и 8) каждое из уравнений (15), (17) и (20) имеет в комплексном про­
странстве L 2( R ) единственное решение и (основной результат) это решение можно най­
ти методом последовательных приближений пикаровского типа.

Т е о р ем а  7. Пусть а ( х ) ,  b(x) Е L 2/a(R) ,  0 <  а  <  1, a F (x ,  z)  удовлетворяет условиям 
7) п 8). Тогда при любом f ( x )  Е L 2(R )  уравнение (15) имеет единственное решение 
и*(сг) Е L 2{R) .  Э то  решение можно наптп методом последовательных приближений по 
формуле:

un =  un- i  -  i i i  ( F u n- i  +  Q aun-1 -  /) , n E N  , (24)

причем справедлива оценка погрешности:

II Ига -  И* || 2 <  Hi Ql \\FUq +  Q°Uo ~  /|| 2 , (25)
1 — Q'l

где ц>1 =  m / ( M + n ( a )  ЦаЦг/оЦ^Ь/о)2? Q'l =  лЛ  _  in.Цi <  1, щ ( х )  E L 2(R )  - произвольная 
функция.

□  Запишем данное уравнение (15) в операторном виде: Аи  =  / , где Аи  =  Fu-\-Qau. 
Так как a(x) ,  b(x) Е L 2/a(R) ,  то, в силу леммы 1, оператор Q a действует непрерывно из 
L 2{R)  в L 2( R ) и является положительным оператором, причем \/и(х) Е L 2( R ) выполня­
ются неравенства

||<Э“ и ||2 <  п (а ) ||а||2/„||6||2/а||и||2 и R e ( Q au,u)  =  0. (26)

Из условия 7) следует, что оператор Немыцкого F  действует непрерывно из L 2( R ) 
в L 2( R ) и удовлетворяет условию Липшица:

||Fu — F t ’ ||2 <  М  ||и — г;||2 , Vu, v Е L 2(R)  , (27)

а из условия 8) вытекает, что он является сильно монотонным:

Re (Fu. — Fv,  и — v) >  m  ||г/. — , Vu, v E L 2(R )  . (28)

Используя соотношения (26)—(28), имеем

II All. -  Av ||2 <  (M  +  n (a ) ||Я||2/a ||̂||2/a) || u -  v\\2 , (29)
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Re (Аи — Av, и — v) >  т  ||и — \ , Vu, v G L 2(R )  . (30)

Из неравенств (29) и (30), в частности, вытекает, что оператор А  действует непрерыв­
но из L 2(R)  в L 2(R) ,  строго монотонен и коэрцитивен. Значит, на основании теоремы 
Браудера-Минти, уравнение Аи  =  / имеет единственное решение и*(сг) G L 2(R) .  Оста­
лось доказать, что это решение можно найти методом последовательных приближений 
по формуле (24) и что справедлива оценка скорости их сходимости (25). Д ля этого рас­
смотрим вспомогательное уравнение и =  Ф и, где Ф и =  и — [ц ' (Аи — /) (число н опре­
делено в формулировке теоремы), которое эквивалентно данному уравнению Аи  =  /. 
Очевидно, что оператор Ф действует непрерывно из L 2( R ) в L 2( R ) и, силу оценок (29) 
и (30), Vu(x) ,  v ( x )  G L 2( R ) удовлетворяет неравенству:

|| Ф и — Ф v ||2 =  ||и — v ||2 — 2 hi  Re (Аи — Av, и — v) +

+ H 21 II Аи -  Av\\l <  [1 -  n r  l.\l +  'rt(a') ||Q||2/a ||̂||2/a)2] IIU ~  ,

т.е. ||Ф и — Ф г’||2 <  суi || и — и||2, где Q'i определено в формулировке теоремы. Следова­
тельно, доказываемые утверждения (24) и (25) непосредственно вытекают из принципа 
сжимающих отображений. I

Т еор ем а  8 . Пусть а(х) ,  b(x)  G L 2/a(R) ,  0 <  а <  1, а F (x ,  z) удовлетворяет условиям 
7) п 8). Тогда при любом f ( x )  G L 2( R ) уравнение (17) имеет единственное решение 
и*(х)  G L 2( R ). Это решение можно наптп методом последовательных приближений по 
формуле:

un =  F ~ l vn , vn =  vn- i  -  ц 2 ( Qavn- i  +  F ~ l vn_i  -  /) , n G N  , (31)

где fi2 =  m/\M {m~l +  n(a )  11« 112/a 11 & 112/a) ]2 , F ~ l есть оператор обратный к  F  . При этом 
справедлива оценка погрешности:

I K  -  и*||2 <  -  7^  ||Q"t’o +  F _1vo -  f h  , (32)
m  1 — Q'2

где Q'2 =  \Д" — /////2 M 2. a v0(x ) G L 2(R )  - произвольная функция.

□  Из оценок (27) и (28) вытекает, что оператор Немыцкого F  имеет обратный опе­
ратор F -1 : L 2( R ) —>• L 2(R) ,  причем Vu(x) ,  v ( x )  G L 2( R ) выполняются неравенства (23). 
Запишем данное уравнение (17) в операторном виде:

u +  Q aF u  =  / . (33)

По теореме 3 оно имеет единственное решение и*(сг) G L 2( R ). Осталось доказать, что 
последовательность (31) сходится к и*(х)  и справедлива оценка (32). Д ля этого рас­
смотрим вспомогательное уравнение
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Ф v =  / , где Ф v =  F  1v +  Q a v . (34)



Очевидно (ем. доказательство теоремы 3), что если v* Е L 2(R)  является решением
уравнения (34), то и* =  F ~ l v* Е L 2(R)  является решением уравнения (33). Поэтому
достаточно доказать, что уравнение (34) имеет единственное решение v*(x)  Е L 2(R) ,  
причем его можно найти по формуле (31) и справедлива оценка (32). Используя соот­
ношения (26) и (23), Vi t ( x ) , v ( x )  Е L 2( R ) имеем:

||Фи -  Фг;112 <  ( тГ 1 +  п(а )  ||а||2/о-Ц&Ц2/0-) \\и -  v\\2 , (35)

Re (Ф и — Ф v, и — v) >  т. М ~2 ||м — . (36)

Далее, заменяя вспомогательное уравнение (34) на эквивалентное уравнение v =  Фи, 
где Ф v =  v — ц 2 ■ (Ф v — /), как и при доказательстве теоремы 7, приходим к неравенству

||Ф и — Ф г;111 =  11и — v 112 — 2 ц 2 Re (Фи — Фи, и — ь ) +ц\  ||Фг/, — Фг;||| <  [1 — т ^ / М 2] ■ ||м — г;111,

т.е. 11Ф и —Ф v 112 <  а 2-1|и —v ||2, где а 2 =  л/ l  — тц,2/ М ‘2 <  1. Следовательно, на основании 
принципа сжимающих отображений, уравнение v =  Фи, а значит и уравнение (34), 
имеет единственное решение v*(x)  Е L 2( R ), причем последовательность

vn =  Ф г'п- i  =  vn~ 1 -  ju2 (Q avn- i  +  F ~ l vn_ 1 -  /) , 

т.е. последовательность (31), сходится к v*(x)  и

п п Пп
I k  -  V h  <  ЦФио  -  t 'o II2 =  WO*Vo +  F - l v0 -  /||2 . (3 7 )

1 — 0 L2  1 — 0 L2

Наконец, замечая, что v* =  Fu*  и используя неравенства (23), (37), получаем

I K  -  и* || 2 =  | | F -4  -  F ~ 1V* ||2 <  т ~1 ||г-„ -  г-*||2 <  —  \\Qav0 +  F ~ 1v0 -  f\\2 ,
т  1 — Q'2

т.е. справедливо неравенство (32). I

Докажем, наконец, следующую теорему.

Теор ем а  9. Пусть а(х) ,  b(x) Е L 2/a(R) ,  0 <  а <  1, a F (x ,  z) удовлетворяет условиям
7) п 8). Тогда при любом f ( x )  Е L 2( R ) уравнение (20) имеет единственное решение 
и*(сг) Е L 2(R) .  Э то решение можно наптп методом последовательных приближений по 
формуле:

un =  un- 1 +  1 1 2  { F ~ \ f  -  un_ 1) -  Qaun- 1) , n E N  , (38)

где fi2 =  m / [ M  {m~l +  n(ot) ЦаЦг/аЦЬЦг/а)]2 , F ~ l есть оператор обратный к  F  . При этом 
справедлива оценка погрешности:

СУП
I K  -  V* II2 <  1̂2 — -—  || F ~ l ( f  -  Uo) -  Q au0 II2 , n Е N  , (39)

1 -  Q'2
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где Q'2 =  \Д" — /////2 М 2. а uq(x ) Е L 2(R )  - произвольная функция.



18 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2011. №23(118). Вып. 25

□  Запишем уравнение (20) в операторном виде

и +  F Q au, =  / . (40)

По теореме 5 уравнение (40) имеет единственное решение и* (сг) Е ^ (Д ) .  Поэтому до­
статочно доказать, что последовательность (38) сходится к и*(х)  и справедлива оценка 
(39). Обозначим / — и =  V. Тогда уравнение (40) примет вид F Q a( f  — v) =  v. Применив 
к обеим частям последнего уравнения оператор F -1 , приходим к уравнению вида (34):

Av =  Q af ,  где Av =  F ~ l v +  Q av.  (41)

Точно так же, как и при доказательстве теоремы 8, получаем, что уравнение (41) имеет 
единственное решение v*(x)  =  f ( x )  — и*(х)  Е ^ (Д ) ,  причем последовательность

vn =  vn- 1 -  1X2 (Avn- i  -  Q af )  =  Vn-1 -  1X2 ( F ~ 1vn- 1 +  Q avn-1 -  Q af ) (42)

сходится к v*(x)  и

O'?
Ikra -  V*  II2 <  fj,2 — -—  II F ^ V o  +  Q avо -  Q"/||2 • (43)

1 -  Q'2

Но тогда u*(x)  =  f ( x )  — v*(x)  E L 2(R )  является (см. доказательство теоремы 5) един­
ственным решением уравнения (40) и, в силу связи vn =  / — ип, из (42) и (43) получаем

суп
f - U n  =  f - U n - l - f i  ( F ~ 1( f  — un- l ) —Q aUn- 1) ,  \\un — u* ||2 <  )U2  ---------\\F~l ( f - U o ) - Q aUo\\2 ,

1 -  Q'2

т.е. справедливы утверждения (38) и (39). I

Аналоги теорем 7-9 можно доказать и для уравнений (16), (19) и (22), соответствен­
но. В случае вещественных пространств Ь г (—оо, оо) эти аналоги доказаны в [9]. Заметим 
также, что следствия 2-4, приведенные в работе [1], относятся к случаю вещественных 
пространств Лебега.

5. Заключение

Применение метода монотонных (по Браудеру-Минти) операторов позволяет полу­
чить глобальные теоремы о существовании, единственности и способах нахождения ре­
шений для различных классов нелинейных интегральных уравнений без ограничений 
на абсолютную величину параметров (см., например, [10], [11], [12]) и область существо­
вания решений. Поскольку, согласно леммам 1-4, операторы типа потенциала Q a и А а, 
подобно сингулярным интегральным операторам [4], [5], [10]—[12], обладают свойством 
Re (Q au , и) =  Re (А аи,, и) =  0, то утверждения, например, теорем 1, 3 и 5 о существова­
нии и единственности решения сохраняются, соответственно, для уравнений

п , , „  А [  \a(x)b(t . )— a(t. )b(x)}u(t. )  , .
F (X, U W ) +  щ  j  =  т
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А [  \a(x)b(t) — a( t )b(x) ]  F ( t , u ( t ) )  dt
U(X) +  Г Ш  -----------------------------  =  / W  •

i 1 f [a(x)b(t )  — a(t)b(x)} u( t )  dt ,
« М  +  Л ■ F  I ;г’ П а )  J  ------------------------  ] =  / W

—oo

при любом (не обязательно «м алом ») Л Е (—оо,оо). Полученные в данной работе ре­
зультаты могут послужить основой для исследования подобных уравнений в случае,
когда параметр Л может принимать комплексные значения.
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NO NLINEAR  EQUATIONS W ITH  W EIGHTED POTENTIAL TYPE  KERNELS
IN  COM PLEX LEBESGUE SPACES
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Abstract. In complex Lebesgue spaces, by method of monotone operators, theorems on existence, 
uniqueness and approximation of solutions are proved for some classes of nonlinear integral equations 
with weighted potential type kernels. Some estimations are obtained for norms of solution and 
convergence rate of Picard’s type approximations.
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