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1. Объект исследования

Всюду ниже Г -  конечный и замкнутый геометрический граф, т. е. Г :=  (J е, где
ее£

£ -  конечный набор отрезков кривых в пространстве К” , которые ещё обладают свой
ством, что любые два отрезка кривых из £ либо не пересекаются, либо пересекаются 
ровно в одной точке, причём являющейся их общим концом. Дополнительно о Г будем 
предполагать, что Г, как множество в К” , является связным.

Для каждого ребра е Е £ зафиксируем какую-либо его непрерывную параметри
зацию 7ге : [а'е;/Зе] —> е  (здесь а е и Д= -  некоторые вещественные числа, а е <  j3e, а 
непрерывность тге понимается в смысле евклидовых метрик в К и Кп). О 7ге также 
предполагается взаимная однозначность как сужения тге на [ае; /Зе), так и сужения тге 
на (а :е ; /Зе]; тем самым не исключается случай 7ге (а 'е ) =  7ге(/Зе), т. е. рёбра-петли. В со
ответствии с параметризацией рёбер вводится понятие производной для произвольной 
функции, определённой на Г \ V, где V -  множество вершин Г, т. е. V := (J <9е; здесь

ее£
де := { 7ге (о:е); 7ге (/Зе)}  • А именно, пусть комплекснозначная функция у определена в 
некоторой окрестности' точки х Е е \ де, т. е. у° тте определена в некоторой окрестности 
точки n~l {x) Е (а'е;/Зе); здесь и далее через и~ 1 обозначено отображение, обратное к 
сужению 7ге на (ае; /5е). Числа у'(х) := (уо 7ге)' ( ^ ( х ) )  и у"(х) := (уо тге)" ( ^ ( х ) )  будем 
называть соответственно первой и второй производной функции у в точке х.

6Работа выполнена в рамках ФЦП "Научные и научно-педагогические кадры инновационной Рос
сии" на 2009-2013 годы (госконтракты № П693 от 20.05.2010 г., № 02.740.11.0613 от 29.03.2010 г.). 

'Окрестность в Г понимается в смысле индуцированной на Г из R" евклидовой топологии.

mailto:pryad@mail.ru


142 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2011. №17(112). Вып. 24

Чтобы определить производные в вершинах Г, нам понадобятся дополнительные 
построения (эти построения существенны только при наличии рёбер-петель). Половин
ками ребра е назовём кривые h :=  { 7re(s) \ае ^ s ^ 7е} и ц := { 7re(s) [ 7е ^ s ^ /5е}, где 
7 е  : =  (ае +  Д = ) /2 .  Будем при этом использовать следующие обозначения: 7Г/г : =  7ге г . ,,1 |C*e57eJ
7Г„ : =  7ге , ,, Q'/г : =  Q'e , /3/г : =  7 е , Q'„ : =  7 е , /3„ : =  /5е - Множество всех половинок рёбер

1 [7ejPeJ

Г обозначим через IK. Для любой вершины v через IK(i') обозначим {h Е % \ д h Э v}. 
Если h Е J-C(v) (т. е. d h  Э v ) ,  то будем говорить, что h  примыкает к v.

Если теперь функция у  определена в некоторой окрестности вершины v,  то произ
водную функции у  в вершине v  вдоль кривой h Е 3~С(v)  в направлении от v  определим 
следующим образом:

{ ( у °  7гh)' ( a h) , если х  =  ттн ( a h)

■

- ( у ° тгhy  (f3h) , если X =  nh (f3h)

Далее, будем предполагать, что во множестве V вершин Г зафиксировано подмно
жество <9Г такое, что множество Г\<9Г связно. Точки из <9Г будем называть граничными 
вершинами геометрического графа Г, а точки из J :=  А?\<9Г -  внутренними вершинами 
геометрического графа Г.

В дальнейшем множество пар (rr, h ) таких, что х■ Е J, a h Е 1К(;г), будем обозначать 
через У.

Формула

— у " ( х )  +  q ( x ) y ( x )  , если х  Е Г \ V(.L y ) { x ) : =
— a (x i h)y'h( x )  +  q ( x ) y ( x )  , если х  Е J

/геЭТ(.т)
в которой отображения д : Г ч € и а : 1Р ч К  заданы, определяет дифференциальный 
оператор L, для которого будем рассматривать краевую задачу

(Ьу)(х) =  0 (х Е Т \  дТ)
у(х) =  0 (х Е дТ) ’  ̂ ’

где у -  искомая комплекснозначная функция, непрерывная в вершинах Г.
Вопрос о размерности 7Г пространства решений задачи (1) эквивалентен вопросу о 

геометрической кратности собственного значения соответствующей спектральной зада
чи. Последний изучался многими авторами (см., например, [1-4]). Было замечено, что 
значение 7Г зависит от расположения нулей решений задачи (1). Например, если у за
дачи (1) есть решение у о без нулей во внутренних вершинах и циклах Г, то 7Г =  1 (см., 
например, [1, теорема 3, из § 2 главы III], либо [2, теорема 3], либо [3, теорема 5.4], либо 
[4, теорема 10]). Также отмечалось влияние на значение 7Г т. н. "гладкого примыкания", 
когда все решения задачи (1) тождественно равны нулю на некотором ребре, примыка
ющем к некоторой граничной вершине (см., например, лемму 5.2 из [3] или,что то же 
самое, лемму пункта 5.4.5 из [5]).

В настоящей статье обобщаются результаты статьи [6] -  с сохранением разработан
ного в ней подхода. Это позволяет усилить отмеченные результаты из [1-5].
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2. Формулировка и доказательство основного результата

Пусть с -  некоторая точка из Г \ <9Г, а £ -  количество компонент связности множе
ства Г \ {с }  (не исключено, что £ =  1 -  такое возможно, если с принадлежит некоторому 
циклу Г или если одновременно с G J и |Э~С(с) | =  1). Обозначим замыкания этих ком
понент связности через Г1? Г2, . . .  , IV Заметим, что каждое из множеств Г.,- является 
графом. Будем считать, что

1 ) S V j  =  (ЗГ П Г , )  и  { с } ;

2) множество всех внутренних вершин Б,- совпадает с (J П Г.,) \ {с };

3) параметризация геометрического графа Г.,- наследуется от Г, т. е., во-первых, если 
е G £ является ребром Г.,-, то его параметризация, как ребра Г.,- равна 7ге, и во-вторых, 
если е G £ и с G е \ де, то параметризацией е\ := { 7re(s) | ае ^ s ^ 7ге"Г1 (с)}, как ребра 
того единственного графа Г.,-, для которого е\ является ребром, объявляется сужение 
7ге на [а'е; 7г“ 1(с)], а параметризацией е2 :=  {vre(s) 17г“ 1(с) ^ s ^ /Зе} -  сужение тге на
[7ГёТ1(с)) Ре] ■

Рассмотрим теперь задачи

(Ly)(x) = 0 (ж G Г,-\  5Г,-) ( )
у(х) =  0 (х G dTj) ’ 1 j

j  =  1,£. Далее, через тг.,- обозначается размерность линейного пространства решений 
задачи (2).

Для каждого j  =  1, £ посредством 0~Cj(c) обозначим множество всех половинок рёбер 
геометрического графа Г.,-, примыкающих к с.

£
Приводимая ниже теорема показывает, что разность между тг и ^2 может прини-

з=1
мать только значения —1 , 0 и 1 , а какое именно -  зависит от выполнения двух условий: 

( А )  для любого j  =  1 , £ всякое решение задачи (2) удовлетворяет равенству

а (с>% л(с) =  0 , (3)

где в случае с ^ J полагается, что а(с, h) равно 1 для обеих h, примыкающих к с, 

(Б ) всякое решение задачи (1) обращается в нуль в точке с.

Для любого утверждения Ъ определим число

Т® := 1, если Ъ истинно 
0, если Ъ ложно

t
Теорема. Имеет место равенство тг =  £  VTj +  Т(А) -  Т (Б) •

3 =  1
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□  Обозначим через Y  линейное пространство всех решений задачи (1), а через 1'о -  
линейное подпространство функций из Y , обращающихся в нулв в точке с. Отображение 
у ь-)• у (с), рассматриваемое на Y , есть линейный функционал на Y,  и 1'о есть ядро этого 
функционала; поэтому diml'o =  dim У — 1 +  Т(В), т. е. dim Уо =  тг — 1 +  Т<б) • Значит, для 
доказательства теоремы достаточно показать, что

£

dim >о =  ^ 2 71 з +  Т(А) -  1 • (4)
3 =  1

Рассмотрим случай Т (д) =  0, т. е. случай, когда для некоторого значения к пара
метра j  задача (2) имеет решение, удовлетворяющее неравенству

Y2  a(c,h)y'h(c) ф 0 .
h & i k {c)

В этом случае (4) примет вид

£
dim lo =  ^ 2  vTj — 1 - (5)

3 =  1

Допустим пока, что
тгА. =  1 и Tij =  0 (j ф к) . (6)

Пусть у  Е 1'о- Тогда у  (с) =  0, и значит, для любого j  сужение у  L есть решение задачи
11 3

(2), откуда в силу (6) вытекает, во-первых, что

У|г . =  0 (j ф к) , (7)
I 1  q

и во-вторых, существование /3 Е С такого, что

у\г„ =№>■

где <р -  некоторое нетривиальное решение задачи (2) при j  =  к. Из (7) и (8) следует 

0 =  -  Q'(c ’ h)y'h(c) +  q(c)y(c) =  -13 Q'(c ’ h)4>'h(c) >
heJC(c)  h & i k (c)

что ввиду Q'(c, h)Lp'h(c) ф 0 влечёт /3 =  0. Объединяя теперь (7) и (8), получим
h & k (c)

у =  0, что ввиду произвольности выбора у означает, что diml'o =  0. Но тогда из (6) 
вытекает (5).

Теперь рассмотрим случай, когда (6) не выполняется. Пусть Д -  множество всех 
тех j ,  для которых ttj > 0 и некоторое решение задачи (2) не удовлетворяет равенству
(3). Пусть I2 -  множество всех тех j , для которых ttj >  0, но всякое решение задачи (2) 
удовлетворяет равенству (3). Наконец, пусть /3 -  множество всех тех j  =  1, £, которые
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не вошли ни в Д , ни в Д . Множество Д  непусто, так как Д  Э к. Для каждого j  Е Д  U Д  
в пространстве решений задачи (2) существует базис . . .  , . При этом можно
считать, что для j  Е Д  этот базис выбран так, что для функционала fij, определённого 
формулой :=  о:(с, / г ) ( с ) , выполнены равенства

h€3Cj(c)

нАчА) =  н Ы г )  =  0 (т =  2, ttj) . (9)

Рассмотрим функции:

, если х Е Гд.
, если х Е Tj (j E h \ { k }) , (10)

0 , если х Е Г \ (Гд. U Г.,)

j , s Г </̂ г(;г) , если X Е Г,- . . -------. , ,
V m \ x )  =  {  п  ^  т Л  V е  1 и  т  =  2 , 7 Г j )  , ( 1 1 )m w  [ 0  , если * е Г \ Г.,- ^ v J

<pJm(x) , если x E Т3
VL(X) =  Л П ' tz r  \ г  (j e  2̂’ m =  ■ (12)m v 7 [ 0  , если x  E I \ I j

Непосредственно проверяется, что эти функции являются нетривиальными решениями
задачи (1), принадлежащими Yq, и  ч т о  и х  число равно |Д \ {А:}| +  Ыj ~  1) +

j& h  j& h
£

то есть ^ 7 ^  — 1. Покажем линейную независимость функций (10)—(12). Пусть
3 =  1

7Гj 71j
^ v i ( x )  +  Y 2 Y 2 D 3m'V3m(x) +  Y 2 '^ 2 D3mV3m(x ) =  0 (x E T) , (13)

j£ h \ {k }  j € l 1 m =2 j e l 2 m = l

где D3m -  некоторые комплексные числа. Сужая это равенство на подграфы Г.,- для 
j  Е Д U (Д \ {к}),  получим в силу (10)-(12), что

D m^m(X) =  0 (Х € Г,-) , j  Е Д
rn— 1

-DWi(x)  +  Y 2  DmVL(x ) =  0 (х Е Г , )  , j  Е Д \ {к}
т = 2

откуда, ввиду определения функций вытекает, что

D m =  0 0  е  Д U (Д \ {А:}) , m =  1 , тг,-) . (14)

Из (14) и (13) следует тождество

£  =  0 (;г е  Гь) ,
т = 2
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которое, ввиду линейной независимости функций (ркг, влечёт

Dm =  °  (m =2,7Tfe) ,

что вместе с (14) означает линейную независимость функций (10)—(12).
Для доказательства равенства (5) остаётся показать, что если у Е Y0, то у представи

ма в виде линейной комбинации функций (10)—(12). Итак, пусть у Е Y0. Тогда у (с) =  0, и 
значит, для любого j  =  1,£ функция у\ есть решение задачи (2). Но тогда, во-первых,'II j
для любого j  Е Д выполнено у\ =  0, и во-вторых, для любого j  Е Д U (Д \ {к})

11 j
функция у представима в виде линейной комбинации функций Lp\, . . .  , (р>., то есть

11  j  ]

для каждого j  Е Д U (Д \ {к} )  существует последовательность {C4lm=i комплексных

Рассмотрим на Г функцию

£ « ,< •  (15)
т= 1

77 j

z =  y - J 2 Y l ~
j& h  т=1 j€ h \ {k }

a x
m=2

'16)

Если с =  0 на Г, то требуемое утверждение доказано. Поэтому рассмотрим случай, 
когда л нетривиальна. В силу (16), л есть решение задачи (1). Далее, ввиду (15) и 
(10)-(12), выполнено

л| = 0  (J ф к). (17)
I 1 q

Значит, z(c) =  0 =  z'h(c) для всех h Е 3~С(с) \ !>Сд.(с), что влечёт

fik(z) =  q(c)z(c) -  =  0 . (18)

Из (17) следует, что л ^  0, поэтому (с учётом z(c) =  0) сужение с есть нетриви-
' к ' J- к

альное решение задачи (2) при j  =  к, причём линейно независимое, в силу (18), с <р\.
Значит, во-первых, 7Гд. > 1, во-вторых,

= £ d r f ,  (W)
т= 1

при некоторых , . . .  , ^  из С.
Из (18), (19) и (9) вытекает, что

к к
0 =  fik(z) =  ^  £mV(<Pm) =  f l  >

т= 1
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то есть =  0, и поэтому равенство (19) можно уточнить:

 ̂ j= ъ>

,:-рЕ й ' " ‘| pfc  j ът'Г'т '
т= 2

А это равенство, в силу (11) (учитываем, что & E / i ) h ( 1 7 ) ,  равносильно равенству

Z —  \  Л 7?̂ ̂ v ътит >
ш =2

которое в совокупности с (16) доказывает представимость у в виде линейной комбина
ции функций (10)—(12).

Таким образом, равенство (5) доказано и в случае, когда (6) не выполняется.
Итак, если Т (д) =  0, то (4) выполняется. Пусть теперь Т (д) =  1- Тогда (4) примет 

вид:
£

diml'o =  • ( 2 0 )
3 =  1

Пусть
* , = 0  (i =  U ) .  (21)

Пусть также у G 1'о- Тогда для любого j  =  1, £ функция у\ есть решение задачи (2),
 j

что ввиду (21) влечёт тривиальность у\ для всех j  =  1 ,£, то есть тривиальность у.I 1 j
Значит, diml'o =  0, что в совокупности с (21) влечёт (20).

Теперь допустим, что (21) не выполняется, то есть 1\ =  0 , /2 ф 0 . Рассмотрим 
функции (12), являющиеся, в силу своего определения, нетривиальными решениями 
задачи (1), принадлежащими Yq. Число этих функций равно

и они линейно независимы (это установлено при рассмотрении случая Т(Д) =  0).
Остаётся доказать, таким образом, что всякая функция из 1'о представима в виде 

линейной комбинации функций (12). Итак, пусть у Е Y0. Тогда для любого j  =  1,£ 
функция у\ есть решение задачи (2), что влечёт, во-первых, тривиальность у\ при3 _ 3
j  Е / 3, во-вторых, что для любого j  Е 1-2 существует последовательность {£4lm=i ком_ 
плексных чисел, такая, что выполнено (15), откуда в силу (12) вытекает равенство

» =  Е Е « а - ■
je/2 ш=1

Замечание 1. Выражение (ру')'(х), где р -  положительная непрерывная функция,
X

после замены t =  ш(х) := / [p(s)]_1ds принимает вид: z"(t)/ p{u)~l (t)), где л := y°u)~l.
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Поэтому утверждение доказанной теоремы сохраняет силу и в том случае, если в фор
муле оператора L производную у" заменить на (ру1)1.

Замечание 2. В конце первого раздела настоящей статьи были отмечены некоторые 
результаты из работ [1-5]. С учётом замечания 1 , уже упомянутая лемма 5.2 из [3] есть 
частный случай доказанной выше теоремы 1. Что же касается утверждения "Если у 
задачи (1) есть решение у о без нулей во внутренних вершинах и циклах Г, то 7Г =  1", то 
оно следует из теоремы 1 индукцией по количеству S'-зон8 функции у0. В самом деле, 
база индукции имеется -  это следует, например, из теоремы Штурма о перемежаемости 
нулей для уравнения by  =  0 (элементарное доказательство этой теоремы содержится в 
[1] -  см. там теорему 1 главы III). Если же S'-зон -  хотя бы две, то, предполагая, что для 
меньшего количества S-зон доказываемое утверждение верно, рассмотрим крайнюю S- 
зону Г0 функции г/о, т. е. S-зону, которая пересекается ровно с одной из других S-зон 
уо (причём ровно в одной точке -  т. к. у уо нет нулей в циклах Г). Беря в качестве 
с эту точку пересечения (в этом случае £ =  2), будем иметь: 7Ti =  1 =  7Г2 -  в силу 
предположения индукции. Поэтому, так как ещё и Т (д) =  0 (достаточно рассмотреть 
сужение уо на Г0 и учесть, что у'0 (с) ф 0), то применение теоремы 1 даёт: 7Г =  2 — Т (в). 
Применяя теперь уже упомянутую теорему Штурма к сужению уо и любого другого 
решения уравнения by  =  0 на Г0, получим Т (в) =  1, что и влечёт окончательно 7Г =  1.7
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RECURRENT FORM ULA OF SOLUTION SPACE DIMENSION  
FOR STURM -LIOUVILLE’s PROBLEM ON GEOM ETRICAL GRAPH  
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Abstract. It is proved the formula connecting dimension of solutions space of Sturm-Liouville’s 
problem on geometrical graph Г with dimensions of solution spaces of same problems on subgraphs 
which are obtained by exception of any point from Г which is not boundary vertex.
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