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1 .1п1гойиейоп

1п!еге8!т курегЬойс диа81-кпеаг едиайоп8 ка8 а т е п  йгейу т  та!кетайса1 рку8Ю8 апй к сопйпие8 
!о Ье т а т !а т е й  ир !о по^ йие т  !ке соппесйоп ш !к !ке песе88ку о! 8оЫп§ о! да8 йупатк8 ргоЬ1ет8 
(8ее, !ог ехатр1е, [1]-[3]). А! !ке 8ате й те, а1опд ш !к !ке 8еагск !ог ехас! 8о1ийоп8 !о !ке да8 
йупатк8 едиайоп8 8у8!ет апй апа1одои8 едиайоп8 о! та!кетайса1 рку8Ю8, а 81§тйсап! р1асе т  
ге8еагск 18 !ке 8!ийу о! !ке ркепотепоп ^Ыск соп818!8 о ! !ке Й18сопйпиои8 8о1ийоп8 !огтайоп. 8иск 
8о1и!1оп8 аге са11ей !ке ^еак Иидото! опе8 (8ее, !ог ехатр1е, [1], [4]-[6]). Ьа!ег, !кеге ^а8 т!еге8! 
1п !ке арреагапсе о! йупатк тойе т  !кек 8о1ийоп8 ^Ыск 18 соттоп1у са11ей !ке скаойс опе ^кеп 
попйпеагку рге8еп! т  8иск 8у8!ет8 [7]. Рта11у, т  соппесйоп ш !к !ке ргоЬ1ет8 о! та!кетайса1 
рку81с8, т  !ке !огти1айоп о! ^Ыск !кеге 18 по а рг1ог1 М огтайоп аЬои! !ке депега1 диа1кайуе
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ргорегйе8 о! 8о1ийоп8 о! !ке и8ей диа81-йпеаг 8у8!ет8 о ! едиайоп8, !кеге 18 ап игдеп! пеей !о йе!егт1пе 
!ке агеа о! !ке1г курегЬокску (8ее, [8]-[10]). Тк18 ^огк 18 йеуо!ей_|и8! !о 8оЫпд !к18 ргоЬ1ет.

Соп81Йег !ке 8у8!ет диа81-кпеаг еуо1и!1оп йк!егепйа1 едиайоп8 о! Йг8! огйег. Ье! и(х ,1) =  
(иа (х ,1 ) ; а  =  1 ^  п) : К т  м- К п Ье !ке сокесйоп о! !ипсйоп8 ^Ыск йерепй оп !ке соогй1па!е8 
х  =  (хь ..., хт ) е  К т  апй оп !ке рагате!ег I е  К . Ткеп !к18 8у8!ет ка8 !ке !о гт

п т  д  ( +)
и а(х , )̂ =  А {ка’ь)( х , 1 ) иддХХ"-----+ На(и, х , 1 ) , а  = 1  ^  п . (1)

6=1 к= 1 к

Ьа!ег, !кгоидкои! !ке ^огк, ^е й18йпдш8к уес!ог8 !го т  !ке йейп1!1оп 8расе К т  о! а уес!ог !ипсйоп 
и(х,^) апй !ке 8расе К п о! !ке уа1ие8 о! !ке8е !ипсйоп8. Ткеге!оге, ^е и8е й1!!егеп! !оп!8 !о йепо!е 
уес!ог8 !го т  !ке8е 8расе8. Уес!ог8 !го т  К т  аге й18р1ауей т  8ап8ег1! !оп!, апй уес!ог8 !го т  К п аге 
й18р1ауей т  Ьо1й.

Уепйсайоп о! курегЬойс1!у о ! !ке йхей 8у8!ет о! диа81-кпеаг едиайоп8 о! !ке йг8! огйег т  !ке са8е 
^кеп !ке сое!йс1еп!8 о! !ке едиайоп (1) аге йхей питЬег8 18 сагг1ей ои! Ьу а 81тр1е а1догккт. Оп 
!ке соп!гагу, 1!  !ке сое!йс1еп!8 йерепй оп рагате!ег8 ^Ыск опе сап уагу шйе1у, апй, тогеоуег, 1!  !кеу 
аге !ипсйопа18, !ке 8!ийу о! !ке курегЬойс1!у о! !ке 8у8!ет Ьесоте8 йгатайсаку тоге сотрйса!ей. 
8оЫпд 8иск а ргоЬ1ет сап Ье а га!кег Йте-соп8иттд ргосейиге (8ее, !ог ехатр1е, [9], [10]). 8иск 
а ргоЬ1ет Ьесоте8 е8рес1а11у й1!йси1! т  !ке са8е ^кеп !ке 8у8!ет о! едиайоп8 ка8 а 1агде й1теп8юп 
п. Тке ге1еуапсе о! 8оЫпд 8иск а ргоЬ1ет Ьесоте8 уегу 8кагр йие !о !ке !ас! !ка! !ке диа81-кпеаг 
едиайоп8 8у8!ет ш !к 8иск й1!!егеп!1а1 орега!ог8 та у  кауе а уаг1аЬ1е !уре, !ка! 18, а! 8оте !ке1г ро881Ь1е 
уа1ие8, 8иск едиайоп8 та у  по 1опдег кауе !ке ргорег!у о! ”еуо1ийопагку”. I! 18 аЫ ау81трог!ап! к  а 
8у8!ет о ! йг8!-огйег диа81-кпеаг едиайоп818т!епйей !ог тойекпд рку81са1 ргосе88е8. 1п рагйси1аг, 
1! 18 соппес!ей ш !к к8 и8е !ог !ке йе8спЬтд !ке ргосе88е8 т  сопйпиош тей1а ^кеп апу рку81са1 
й1881ра!1оп тескап18т 8 аге пед1ес!ей. Тк18 18 йие !о !ке !ас! !ка! !ог апу 8о1ийоп у ( х , 1 ) ~  у0 ехр[гш  ̂+  
(х, д)] о ! согге8ропйтд кпеапгей 8у8!ет о! едиайоп8 ш !к !ке та!г1х Т(д), !ке 8о-са11ей ”й18рег8юп 
едиайоп” ти8! Ье !и1й11ей !го т  а рку81са1 ро1п! о ! у1е^, ^Ыск соппес!8 !ке ^ауе !гедиепсу ш ш !к !ке 
^ауе уес!ог д. 1п 8иск а 8киайоп а118о1ийоп8 Ьгапске8 ш̂  (д), ]  =  1 ^  п о! !к18 а1деЬга1с едиайоп (8ее, 
!ке йейтпд едиайоп8 (3), (4)) 8кои1й Ье геа1 ^кеп д 18 геа1. I !  а 8о1ийоп Ьгапск шк(д) ка8 попгего 
т а д т а г у  раг! !ог 8оте уес!ог8 д, !кеп 1! 1еай8 !о !ке ех18!епсе о ! !ке сотр1ех-соп_|ида!е 8о1ийоп ш*(Я) 
йие !о !ке геа1пе88 о! !ке й18решоп едиайоп. 1п !к18 са8е, !ке рге8епсе о! !ке т а д т а г у  раг! 1еай8 
по! оп1у !о !ке ех18!епсе о! 8о1ийоп8 у ( х , 1 ) о ! !ке 8у8!ет, !епйтд а8утр!ойса11у !о 8оте 8!айопагу 
еуо1ийопагу гед1те, Ьи! а18о !о !ке тапйа!огу ех18!епсе о ! 8о1ийоп8 у ( х , 1 ) каутд по!ктд рку81са1 
8еп8е, ^кеп !кеге 18 ипйт1!ей тсгеа8е т  8оте агеа8 о! скапде о! !ке 8райа1 уаг1аЬ1е х.

Тки8, ^кеп 8е1есйпд рку81са11у геа8опаЬ1е 8у8!ет8 о ! едиайоп8,1! 18 песе88агу !о гедике !ке геа1пе88 
о! а11 8о1и!1оп8 ш̂ (д), ]  =  1 ^  п. 1п айй1!1оп, а ро^ег-1а^ тсгеа8е о! !ке 8о1ийоп8 у (х , 1 ) о ! !ке 
кпеапгей 8у8!ет ш !к ге8рес! !о I та у  Ье оссиггей ипйег !ке сопй1!1оп8 о! !ке геа1пе88 о ! а118о1ийоп8 
Ш3 (д), ]  =  1 ^  п, Ьи! ^кеп !ке та!г1х Т(д) о! !ке 8у8!ет 18 по! Шадопайгей. 1п !к18 гедагй, ^кеп 
скоо81пд а рку81са11у геа8опаЬ1е еуо1и!1опагу 8у8!ет о ! диа81-кпеаг едиайоп8,1! 18 песе88агу !о геди1ге 
й1адопайгаЬШ!у о! !к18 та!г1х. А8 а ге8и1!, ^е со те  !о !ке сопс1и8юп !ка! !ке курегЬойс1!у сопй1!1оп 
(8ее, Ьейп1!1оп 1) о! диа81-йпеаг едиайоп8 8у8!ет о! !ке йг8! огйег, ог !ке 8!гопд курегЬойс1!у, а8 8иск 
а ргорег!у 18 а18о са11ей, 18 а па!ига1 гедшгетеп! 1тр о8ей оп !к е т  !го т  !ке ро1п! о ! у1е^ о! рку8Ю8.
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I! 8кои1й Ье етрка81гей !ка! !ке 8!ийу о! !ке курегЬо11с1!у сопй1!1оп8 о! 8у8!ет8 о! диа81-йпеаг 
едиайоп8 т  !ке скей ^огк8 [9] , [10] ^а8 8Й11 йтйей !о 8та11-й1теп8юпа1 8у8!ет8. А! !ке 8ате 
й те, т  депега1, !ке ргоЬ1ет ипйег 8!ийу 18 соппес!ей ш !к !ке 8о-са11ей соуаг1ап! й1!!егеп!1а1 едиайоп 
8у8!ет8 (8ее, !ог ехатр1е, [11]), !ке 1трог!апсе о! ^Ыск 18 йие !о !ке1г аррйсаЬШ!у т  та!кетайса1 
тойеИпд т  рку8Ю8 о! сотр1ех сопйеп8ей та!!ег. Тке сое!йс1еп!8 о ! 8иск 8у8!ет8 о ! едиайоп8 аге 
8оте агЫ!гагу !ипсйоп8 о! !ке туапап!8 о ! !ке дгоир 0 3 !гап8!огтайоп8 о! !ке 8у8!ет о! едиайоп8, 
апй !ке й1теп8юп о! 8иск 8у8!ет8 сап уагу !го т  а т Ы т и т  о! 3 !о аЬои! 20 (8ее, !ог ехатр1е, [12], 
[13]). Ткеге!оге, !ке ге8еагск рге8еп!ей т  !к18 рарег 18 а1тей !о йпйтд о! песе88агу апй 8и!йс1еп! 
!еа!иге8 о! !ке скагас!еп8Йс та!г1х Т(д), ^Ыск ^ои1й диагап!ее 8!гопд курегЬойс1!у о ! а 8у8!ет о! 
диа81-йпеаг едиайоп8 о! !ке Йг8! огйег т  депега1 са8е.

2. НурегЬоИе 8у81еш8 оГ ЙГ81 огйег едиайош

^ е  йпй !ке соппесйоп Ье!^ееп !^о сопсер!8. Р1ге! о! !к ет  18 !ке 8!гопд курегЬойс1!у о! !ке диа81- 
Ипеаг едиайоп8 8у8!ет о! Йг8! огйег. 1п !и!иге, ^е ш11 са11 1! 81тр1у а8 !ке курегЬойску. 8есопй 
сопсер! 18 !ке Рпейпск8 курегЬойс1!у ог 1! 18 8о-са11ей !ке *-курегЬойсйу. Ви! ^е ш11 той1йей а й!!1е 
!ке йейпШоп о! !ке 1а8! сопсер!.

Тке йпеаг 8у8!ет о!едиайоп8 (8ее, [1] - [3]) !ог !ке 8е! у(х, *) 18 соппес!ей ш !к !ке 8у8!ет (1). Тк18 
8у8!ет 18 оЬ!а1пей Ьу йпеапгайоп о !!ке  8у8!ет (1) а! !ке ро1п! и(х, *)

* ,( х ,* )  =  ±  ±  А Г ( и ) д ^  + , а = 1  .  п (2)
Ь=1 к=1 к Ь=1 Ь

^кеге !ке 8е! о!!ипсйоп8 у(х, *) =  (уа (х ,* ) ; а =  1 -Т п) согге8ропй8 !о !ке йхей 8е! и =  (и1, ..., ип) е 
К п уа1ие8 о! !ке 8е! (иа (х , *); а =  1 -Т п) а! !ке ро1п! х  апй а! й те  т о т е п ! *.

1п огйег !ог !к18 8у8!ет о ! едиайоп8 !о Ье 8о1уаЬ1е а! 1еа8! 1оса11у ш !к ге8рес! !о *, !ог агЫ!гагйу 
8е1ес!ей тШа1 сопй1!1оп8 !ка! аге ”т  депега1 ро81Йоп” , 1! 18 песе88агу апй 8и!йс1еп! !ка! 1! ка8 !ке 
курегЪокаГу ргорег!у. Тк18 ргорег!у а88ите8 !ка! !ке сойесйоп (Ак ; к =  1 +  т ) о! п х п-та!г1х
сое!йс1еп!8 о !!ке 8у8!ет (1), ^Ыск аге йейпей Ьу та !п х  е1етеп!8 Ака,Ь) =  (Ак) аЬ, а,Ь  =  1 +  п, ти8!
кауе !ке !о11ошпд 8рес1а1 ргорег!у.

БейпШоп 1.! ) Тке зуз1ет  (1) аге са11ей курегЪоке I/, 1п !ке соггезропйтд зуз1ет  (2), гке п х 
п-т ат х Т (д) т гк тагпх е 1етешз

т
Та,Ь(д) =  ̂  кк А[а’Ь)(х ,* )  (3)

к= 1

1$ (НадопакгаЫе апй II каз оп1у геа1 е1§епуа1иез ш(1\ I =  1 ^  п /о г  апу з е I д =  (д8; 8 =  1 ^  т )  е  К т , 
а I апу 1етрога1 р о ш  * е  К  ап й /ог  апу зе I и е  К п, х  е  К т .

Тки8, !ке курегЬойс1!у о! !ке 8у8!ет (1) соп818!8 т  !ке геа1пе88 о! !ке гоо!8 ш(1), I =  1 ^  п о ! !ке 
едиайоп

йе!(ш — Т(д)) =  0 (4)

1) Тке дгееп йейпШоп согге8ропй8 !о !ке 8о-са11ей 8!гопд курегЪойа!у.
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ш!й ге8рес!!о ш апй !йе рге8епсе о ! е1§епуес!ог8 !ог еасй шиШр1е 8о1ийоп. 1п !и!иге, ^е ш11 са11 
та!псе8 Т(д) 8аЙ8!ут§ !Й18 сопййюп а8!йе курегЪоИс опе8.

Эие !о !йе йШсику о! е8!аЬЙ8Ып§ !йе !ас! о ! йурегЬойсйу о! 8у8!ет8 о! диа81-йпеаг едиайоп8 
1п !йе са8е8 рот!ей ои! т  !йе т!гойисёоп, Шеу ге8ог! !о сйесктд !йе ауайаЬййу !йе ргорег!у !й а!18, 
депега11у 8реакт§, !йе 8!гопдег опе Лап йурегЬойсйу (8ее Тйеогет 1, 8и//с1епсу), пате1у, й 18!йе 8о- 
са11ей ^-йурегЬойсйу (!йе РпейпсЙ8 йурегЬойсйу) (8ее, !ог ехатр1е, [4] , [14]). ^ е  §1уе !йе !о11о^1п§ 
йейпйюп о! !йе ^-йурегЬойсйу о! !йе 8у8!ет (1), ^Ысй 18 8оте^йа! тойегтгей т  со тр а то п  ш!й 
[1] .

ТЫ8 т й  регтй и8 !о е8!аЬЙ8Й !йе едшуа1епсе о! !йе ирдгайей йейпйюп ш!й Эейтёоп 1 !йа! 
ореп8!йе ^ау !ог ге8еагсй оп !йе йурегЬойсйу о! 8у8!ет8 (1) Ьу а 81тр1ег те!йой !йап !  !йе оп§та1 
йейпйюп о! йурегЬойсйу 18 и8ей.

БейпШоп 2. Тке зузгет ( 1) 1з са11ей 1 -курегЪокс 1/гке тагпх Т(д) 1з (НадопактЫе /о г  апу зегз 
д =  (д1 , . . . ,д п) е  К т  апй и =  («1, ...,и п) апй гкеге ехШх зиск а  зуттегпс розШхе п х п-тагпх й 
/о г  м>Ыск гке тагпх ЭТ(д) гз зуттегпс.

3. СошеМепее о ! ЬурегЬоИеИу ёейпШош

п х п-таШ х В 18 са11ей й1а§опайгаЬ1е !  к  йа8 ехас!1у п е1§епуес!ог8 {ег; г =  1 , . . . ,  п } ог, т  о!йег 
^огЙ8, !йе8е уес1ог8 !о гт  а Ьа818 т  К п. 1п !Й18 8есйоп ^е ш11 ргоуе ап 1трог!ап! аихШагу Шеогет 
оп й1а§опайгаЬййу о! а та !п х  ^Ысй сап Ье а!!пЬи!ей !о !йе йе1й о! та !п х  апа1у818 апй ^Ысй тау  
герге8еп! ап тйерепйеп!т!еге8!. 1п !иШге, к  ш11 айо^ и8 !о ргоуе !йе едшуа1епсе о ! !йе йейтёоп8 
ЭейтРош  1 апй 2. Риг!йег, ^е !о11о^ !йе !егтто1о§у о! !йе топодгарй [15] ^йеп !огти1айп§ апй 
ргоутд а11 8!а!етеп!8.

Тйеогеш 1. 1п огйег /о г  гке геа1 п х п-тагпх В ю  Ъе (НадопактЫе а п ( а11 11$ е1§ета1ие$ 
(р 1 , . . . ,р п) Ю Ъе геа1, II 1$ песеззагу апй зи /дает  1ка! гкеге ех1згз зиск а  зуттешс розШхе 
п х п-та1пх  Э /о г  м>Ыск !ке т ат х  ЭВ 1з зуттешс. 1п М з сазе, !ке зеI о /  е 1д ет а 1иез о /гк е  т ат х  
В сотсМез т гк гке зег о /  е1дета1иез о /гк е  т ат х  ЭВ.

Ргоо!. Иесезз1гу. Ье1 а11 е1§епуа1ие8 о! Ше таШ х В Ье геа1. Тйе ргоо! о! Ше ех181епсе о ! 1йе та1г1х 
О соп818̂ 8 о ! 1йе !о11о^1п§ 11е т 8 1-5.

1. Ье11йе геа1 та1г1х В герге8еп!81йе 1тр1етеп1;айоп о! 1йе йпеаг орега!ог т  К п 1п 1йе 8!апйагй 
Ьа818 {е10) е  К п; а =  1 , . . . ,  п }, (е10))ь =  5аь, а,Ъ =  1 , . . . ,  п. ^ е  ш11 соп81йег 1Й18 орега!ог 1п С п. 
РиПйег, 1е! с =  (с1 , ..., сп) е  К п Ье ап е1§епуес1ог 1п К п согге8ропй1п§ !о 1йе геа1 е1§епуа1ие р  о ! 1йе 
та1г1х В, Ша118 В с  =  рс. ТЙ18 е1§епуес1огсап а1^ау8 Ье сйо8еп 8о 1йа1 а11118 сотропеп!8 аге геа1.

1п !аср ипйег 1йе 8рес1йей сопй111оп, а! 1еа8! опе о! 1йе геа1 уес1ог8 Ке с =  (Ке с1, ..., Ке сп) ог 
1 т с  =  ( 1 т с 1,..., 1 т с п) 18 по! едиа1 !о гего. Л88ит1п§, !ог сег!а1п!у, !йа! 8исй 18 !йе йг8! о! !й ет апй 
са1си1а!1п§ !йе геа1 раг! о ! Ьо!й раг!8 о! !йе едиай!у Вс =  рс, ^е йпй !йа! Кес 18 !йе е1§епуес!ог 
о! та!г1х В согге8ропйт§ !о !йе 8ате е1§епуа1ие р. Тйеге!оге, 81псе р 18 ап агЬйгагйу сйо8еп 
е1§епуа1ие о! !йе та!г1х В, ^й1сй, Ьу 8ирро8Йюп, йа8 а сотр1е!е 8е! о ! геа1 е1§епуа1ие8 (р1, ...,р п) 
ш!й согге8ропй1п§ е1§епуес!ог8 {е 1, ..., еп}, !йеп а11 о! !й ет сап Ье 8е1ес!ей ^ 1!й геа1 сотропеп!8.

2. Рог апу Ьа818 {е 1, ..., еп } 1п!йе 8расе К п, !йеге 18 8исй а геа1 поп81п§и1аг п х п -та !пх V, !ог^й1сй 
!йе 8е! о!уес!ог8 {V е 1,..., V еп} 18 ог!йопогта1.1пйеей, ^е арр1у !йе 8оп1п-8сйт1й! ог!йо§опайга!1оп
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ргосе88 о ! !йе уес!ог 8е! { е 1,..., еп }. Л8 а ге8ий, ^е де! ап ог!йопогта18е! { е1,..., е'п }  ^Ысй 18 сотр1е!е 
1п !йе 8расе К га.

ТЫ8 8е! 18 йесотро8ей
а

е'а =  ^ 2  Уаьеь , а  =  1 ^  п 
6=1

оп !йе Ьа818 о ! !йе опдта1 уес!ог 8е! {е 1, ..., еп}, !о ^Ысй !йе ргосе8818 аррйей ^йеге !йе сое!йс1еп!8 
о ! !Й18 ехрап8юп аге геа1. Тйе та !п х  V 18 йейпей Ьу та !п х  е1етеп!8 (V) аЬ =  УаЬ. II йа8 а поп-гего 
йе!егштап!,81псе !йе 8е! {е 1 ,..., е'п}  18 !йе Ьа818т  К га, апй !Й18 та !п х  18Шапди1аг.

3. 8 т се  {е 1, ..., еп} аге е1депуес!ог8 о! !йе та !п х  В ш!й е1депуа1ие8 (^1, ..., цп), В ег =  цгег ,

^ В  V-1 ̂  Vе  ̂ =  VВ ег =  цгVе^, г = 1  ^  п .

Тйеп уес!ог8 {Vе1,..., Vеп} аге ог!йопогта1 апй еасй о! !й ет 18 !йе е1депуес!ог о! !йе та !п х  VВ V-1 .
Тйи8, а соп8едиепсе о ! й е т 8 1 апй 2 18 !йе !ас! !йа! !ог апу ё1а§опайгаЬ1е геа1 п х п -та!пх В ш!й 

геа1 е1§епуа1ие8, !йеге ех18!8 8исИ а геа1 поп8т§и1аг п х п -та!пх V, !ог ^Ысй !йе та !п х  VВ V- 1 18 
ШадопайгаЫе апй й йа8 оп1у геа1 е1депуа1ие8. А11118 е1депуес!ог8 !о гт  ап ог!йопогта1 Ьа818т  К га.

4. Ье! и8 т!гойисе п х п-таШ х С =  VВ V-1 . ТЙ18 та !п х  18 8утте!п с, с Т =  С, 81псе !Й18 ргорег!у 
йа8 апу та !п х  ш!й а сотр1е!е ог!йопогта18е! о ! е1депуес!ог8 ш!й геа1 е1депуа1ие8.

5. Ргот !йе й ет  4, 1! !о11о^8 !йа! !йе та !п х  V Т^  18 8у тте!п с, 81псе (V ТС ^  =  V ТС ^  =  
V ТСV. 1п айййюп, Э =  V ТV 18 а ро8Шуе 8у тте!п с та!пх. Тйеп

ЭВ =  (V ТV)В =  V ТС V

18 а18о а 8у тте!п с та!пх.

Би^сгепсу. Мо^, 1е! 1! 18 кпо^п !йа!!йеге ех18!8 а геа18утте!пс ро81Йуе та !п х  О !ог а геа1 п х 
п -та!пх В 8исй !Иа! !йе та!г1х ЭВ 18 геа1 апй 8утте!г1с. Тйе ргоо! о! !йе ШадопайгаЬййу о! !йе 
та!г1х В апй !йе геа1пе88 о! Й8 е1депуа1ие8 соп818!8 о ! !Ие !о11ошп§ йет8 6-10.

6. Шйег §1уеп сопййюп8, !йеге ех18!8 ап ог!йопогта18е! {ег; г =  1 ^  п} 8исИ !Иа! !йеге аге геа1 
ро81!1уе е1§епуа1ие8 ц г >  0 г = 1  ^  п о ! !Ие та !п х  О !ог еасИ 1!8 е]§епуес!ог. А! !йе 8ате !1т е , 
ассогй1п§ !о !йе й ет  1, а11 е1§епуес!ог8 о! !йе та!г1х О согге8ропй1п§ !о !Ие8е е1§епуа1ие8 сап Ье 
сИо8еп ш!й геа1 сотропеп!81п С п.

ТИеге 18 а ип1!агу апё, !Иеге!оге, поп81п§и1аг та!г1х У, У У+ =  1 (+  ёепо!е8 Иегт1!1ап сопщдайоп), 
^й1сй й1а§опайге8 !йе та!г1х Э, !йа! 18 У еГ0) =  ег, г =  1^п ^йеге {еГ0) =  (8Г>,г; г' =  1^п); г =  1^ п } 
18 !йе 8!апёагё Ьа8181п К га апй У О У+ =  й1а§(цг; г = 1  ^  п).

Ргот !йе едиай!1е8 У еГ0) =  ег, !ак1п§ 1п!о ассоип! !йе геа1пе88 о! !йе сотропеп!8 о! Ьа818 уес!ог8 
{ег; г = 1  ^  п} апё о!уес!ог8 {еГ0); г = 1  ^  п}, 1! !о11о^8 (1 т  У) еГ0) =  0 !ог а11 г =  1 ^  п, !йа! 18, !ог 
а11 уес!ог8 о ! !йе 8!апйагй Ьа818. Непсе, !йе та!г1х 1 т  У 18 пи11. Тйи8, !йе та!г1х У 18 геа1 апй, !йеге!оге, 
у+ =  у Т. Тйеп, !йе ип1!аг1!у сопЙ1!1оп о! !йе та!г1х У !аке8 !йе !о гт  У ТУ =  1, !йа! 18, !Й18 та!г1х 18 
ог!йодопа1.

7. ^ е  йейпе !йе геа1-уа1ией та!г1х V Ьу !йе едиай!у V Т =  У Тй1а§(ц1/2; г =  1 , . . . ,  п). Тйе та !п х 
V 18 а18о поп-81п§и1аг 81псе 1! 18 !йе ргойис! о! поп-81п§и1аг геа1 та!псе8. Тйеп, !го т  !йе едиай!у 
У О У+ =  й1а§(цг; г =  1 , . . . ,  п) апй !йе геа1пе88 о! !йе та!г1х У, й !о11о^8 !йа!

Э =  У Т Й1а§(цг; г =  1 , . . . ,  п) У =  V ^ .
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8. 8 т с е  !йе та !п х  V 18 поп-8т§и1аг, !йеп ^е йейпе С =  ( V Т) 1^ВV-1 . 81псе !йе та!г1х Ь В 18 
8утте!г1с, !йе та !п х  С 18 а18о 8утте!г1с, СТ =  ( V-1 ) Т [ОВ] Т [( V Т) 1] Т =  ( V Т) 1^ВV-1 =  С. 
Ве81йе8, 1! !аке8 р1асе

Ь В  =  V ТС V =  V ̂ В .

Соп8едиеп!1у, В =  V-1 С V.
9. А118о1ийоп8 о! !йе сйагас!етйс едиайоп йе!(С — ц) =  0 аге геа18тсе !йе та!г1х С 18 8утте!г1с. 

Тйеп, 81псе

йе!(В — ц) =  йе! V ■ йе!(В — ц) ■ йе! V-1 =  й е !^  В V-1 — ц) =  йе!(С — ц ) ,

а11 !йе8е 8о1ийоп8 аге е1§епуа1ие8 о! !йе та!г1х В. Тйи8, а11 е1§епуа1ие8 о! !йе та!г1х В аге геа1.
10. Ье! еГ, г =  1 , . . . ,  п Ье !йе сойесйоп о! е1§епуес!ог8 о! !йе 8утте!г1с та!г1х С апй цг, 

г =  1 , . . . ,  п Ье !йе сойесйоп о! е1§епуа1ие8 согге8ропйт§ !о 1!, СеГ =  цгеГ. Тйеп, 8иЬ8Й!ийп§ 
!йе ехрге88юп С =  V В V- 1 т  V В V-1 е̂  =  цгеГ, ^е йпй !йа!

В ^ -1 е ^  =  цг V-1 еГ, г = 1 , . . . , п .

Тйеге!оге, V-1 е ,̂ г =  1 , . . . ,  п 18 !йе сойесйоп о! е1§епуес!ог8 о ! !йе та!г1х В. I! теап8 !йа! !йе та !п х 
В йа8 8!г1с!1у п е1§епуес!ог8, !йа! 1! 18 й1а§опайгаЬ1е.

Тйе 8!а!етеп! о! !йе !йеогет опе та у  ге!огти1а!е а8 !о11о^8. Д

Сого11агу 1. Магпх В 1$ й1адопакгаЪ1е апй 1г$ егдепуа1ие$ аге геа1 I/ апй оп1у 1/1г 1$ герге$епгаЪ1е 
а$ гке ргойисг о / м о  $уттегпс тагпсе$ апй опе о/гкет  I$ $гпсг1у ро$ 1гВ>е.

РгооЬ Тйе 8!а!етеп! !о11о^8 !го т  едиаййе8 ЬВ =  V ТС V, В =  Ь -1 ( V ТС V ). Д

К етагк . Ву оЫ1ои$ м>ау, гке тагпх Ь I$ йе^пей ир го агЫ ш гу ро$1гВ>е тиШркег. Иоыеуег, еуеп 
1/^е гаке Ш о ассоипг гЫ$ ктй о/атЫдшгу о/1г$ скогсе, гке с1а$$ о/ро$$1Ые тагпсе$ Ь, гке ех1$гепсе 
о/ыШ ск 1$ $гагей 1п гке гкеогет, $1дп1р,сапг\у йерепй$ оп гке гуре о/т агпх  В. 1г гаке$ р1асе еуеп 1п гке 
са$е м>кеп 1г 1$ поп-йедепегаге.

Тйе 8!а!етеп! аЬои! !йе сотсШепсе о! !йе сопсер!8 о! йурегЬойсйу апй ЬйурегЬойсйу 18 !йе 
соп8едиепсе о!Тйеогет 1.

ТЬеогет 2. 1п огйег /о г  гке $у$гет ( 1) о /  диа$1-Нпеаг едиагюп$ го Ье гке курегЪокс опе, 1г 1$ 
песе$$агу апй $и/дс1епг гкаг 1г $кои1й Ъе 1 -курегЪокс.

РгооЬ Ва8ей оп !йе йейп1!1оп о! йурегЬойс1!у о! йг8!-огйег диа81-йпеаг едиайоп8 8у8!ет8, !йе ргоо! 
!о11о^8 Ьу арр1ут§ !йе 8!а!етеп! о! !йе Тйеогет 1 !о !йе та!г1х Т ^ )  ш!й е1етеп!8 (3). Д

Тйи8, !йе дие8Йоп аЬои! !йе йурегЬойс1!у о! !йе едиайоп8 (1) 8у8!ет ЬоЙ8 йо^п !о й е !е г т т т §  о! 
!йе !ас!опгайоп ро881ЬШ!у о!!йе та !п х  Т ^ )  т  !йе !о гт  о !Т (д ) =  Р(д)С(д) ^йеге Р(д) апй С(д) аге 
8у тте!п с та!г1се8, ш!й Р(д) > 0. I! 18 е88епйа1 !йа! !йе та!г1х Т ^ )  йерепй8 йпеаг1у оп !йе уес!ог д.

Тйе ргоуей 8!а!етеп! 81трййе8 !йе ргоо! о ! йурегЬойсйу ргорег!у о! а §1уеп 8у8!ет ш!й !йе 1агде 
питЬег о! диа81-йпеаг едиайоп8 ^йеп !йе 8е! о ! та!г1се8 (Ак(жД); к =  1 , . . . ,  т )  18 йхей, гейистд 
1! !о йпйтд а 8ийаЬ1е та!г1х О ^ййе !йе й1гес! 8еагсй !ог сопй1!1оп8 ипйег ^Ысй !йе та!г1х Т(д) 18 
йурегЬойс, 8еет8 тисй тоге 1аЬопои8.
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Рог е!!есйуе аррйсайоп о! 8иск а те!кой, 1! 18 песе88агу !о 8рес!у 8оте !гап8рагеп!1у уепйаЫе 
81§п о! курегЬойсйу о! ап агЬйгагйу 8е1ес!ей п х п-та!г1х Т(д) йерепйтд Ипеаг1у оп !ке уес!ог 
д е  К т . Тке йПошпд 8есйоп8 о! !ке ^огк аге йеуо!ей !о !к18 ргоЬ1ет. ^ е  ш11 !оси8 оп !ке 8оте^ка! 
тоге депега1 а1§еЬга1с ргоЬ1ет, пате1у, ^е 8!ийу !ке та !п х  курегЬойсйу о! !ке йхей та !п х  Т о! 
й1т е п 81оп п.

Сого11агу 2 . 1п огйег /о г  гке т ат х Т ю  Ъе курегЪойс, й 1з песеззагу апй зи/р.аеш 1ка 1 гкеге ех1з1з 
а  зут т ет с р о з 1т е  т ат х  Э гкаг зайз^ез гке едиайоп

Т  ТЭ =  Э Т . (5)

РгооГ. Тке едиай!у (5) !о11о^8 !го т  !ке 8утте!гу о! та!г1се8 ОТ апй Э, !ка!18 (Э Т )Т =  Т ТЭ Т =  
Т ТЭ. Д

1п !и!иге, ^е ш11 са11 !ке та!г1х О а8 !ке Ъ1пйег опе. Тке едиайоп (5) 18 а18о сопуетеп! !о герге8еп! 
1п !ке !о11ошп§ !огт. 1п!гойист§ та!г1се8 Т+ =  (Т +  Т Т)/2 Т -  =  (Т — Т Т)/2, ^е оЬ!ат

Сого11агу 3 . 1п огйег /о г  гке т ат х Т ю  Ъе курегЪойс, й гз песеззагу апй зи/йсгеш гкаг гкеге ех1згз 
зиск а  зут т ет с розш че т ат х  й гкаг зайз^ез гке едиайоп

[Т+, й] =  { Т - ,  й } (6)

жкеге [■, ■] 1з 1ке соттиШЮг о / 1ке т ат х р а й  апй {■, ■} гз 1ке апйсоттиШЮг о / 1кет.

РгооГ. Едиайоп (6) 18 уайй йие !о Т =  Т+ +  Т - ,  Т Т =  Т+ — Т - .  Д

Сого11агу 4. I /  [Т+, Т - ] =  0, гкеп гке зут т ет с зоЫйоп о /гк е  едиайоп  (6) ге1ате гке т ат х  й 
йоез поI ех1зг.

РгооГ. 1п !ке са8е о! та!г1х сотти!айоп, йие !о !ке 8е1!-соп_|и§асу о! !ке та!г1се8 Т + апй гТ-  т  
С п, !кеу кауе ап ог!копогта1 Ьа818 о ! е1§епуес!ог8 со т т о п  !о !к е т  {ег : г =  1 , . . . ,  п}. Эепо!е !ке 
8е!8 {лГ+) : г =  1 , . . . ,  п} апй {гЛГ-) : г =  1 , . . . ,  п} о ! е1§епуа1ие8 согге8ропйт§ !о !ке8е та!г1се8 
ш !к геа1 уа1ие8 лГ±) : г =  1 , . . . ,  п. ^ е  са1си1а!е !ке та!г1х е1етеп!8 (еа, е̂Ь) о! Ьо!к 81йе8 о ! !ке 
едиайоп (6),

(еа, [Т+, Э]еЬ) =  (Л<+) — ЛЬ+))(еа, ЭвЬ),

(еа, { Т - ,  Э Ю  =  г(Л<-) + Л<- ) )(еа, Э К ) .

Ткеп, а! а  =  Ь, !ке 1е!!-капй 81йе о! !ке едиай!у

(еа, [Т+, Э]еЬ) =  (еа, { Т - ,  Э ^ ь)

18 едиа1 !о гего. Ви! а! Т -  =  0, а! 1еа8! !ог опе о! е1§епуа1ие8 гЛГ-) =  0, г = 1  ^  п апй !ог !к18 питЬег 
11! 18 уайй (ег, Эе )̂ =  0 !ка! 181тро881Ь1е !ог ро81Йуе та!г1х Э. Соп8едиеп!1у, !к18 едиай!у 18 ро881Ь1е 
оп1у 1п !ке !пу1а1 са8е Т -  =  0. Д
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4. ЫурегЬоЬсИу о ! ШадошгаЫе т а !п се 8  Т

Ье! К Ье а п х п-та!г1х 18 йурегЬойс т  !йе 8еп8е о! !йе йейтйоп о! !й18 !егт  §1уеп т  8ес.2, !йа! 
18 ^йо8е а11 е1§епуа1ие8 аге геа1 апй !йеу аге по! тиШр1е8. Мех!, 1е! Р Ье ап агЬкгагу п х п-та!г1х. 
Соп81йег !йе опе-рагате!г1с !атй у о! та!псе8 К +  пР, п е  К . Мо^, ^е ш11 ргоуе !йе !о11ошп§ 
8!а!етеп!.

Ье! и8 по^ ргоуе !йе 8!а!етеп!8 (Тйеогет8 3-5) ^Ысй 8йо^ !йе !ипйатеп!а1 ро881ЬШ!у о! апа1уйса1 
е8!аЬЙ8Ып§ о! !йе 8!гопд йурегЬойсйу рге8епсе Ьу 8!ийут§ !йе йерепйепсе о! !йе та !п х  Т(д) оп !йе 
едиайоп8 8у8!ет рагате!ег8 и8т§ !йе 8!гопд йурегЬойсйу о! 8оте ге!егепсе 8у8!ет.

ТЬеогет 3. А11 е1дета1иез о /е а с к  тагпх К +  п §  аг п е  (р- ,р+) аге геа1 апй йо пог тиШр1ез 
жкеге 0 е  (р- ,р+) апй р - , р+ аге ротгз оп геа 1 ах1з м>Ыск аге пеагезг оп гке 1е/г апй оп гке пдкг 
го гке рот г п =  0, соггезропйтдЬу, т м>Ыск гке едиагюп йе!(гЕ — К — пР) =  0 ге1аг1уе го г е  К  
каз тиШр1е гоогз. Ткезе е1депуа1иез аге апа\уг1с/ипсгюпз оп п е  К  1п гке йотат о /  сотр1ех р1апе, 
сопгаттд гке 1пгегуа1 (р- ,р+).

Ргоо!. Ье! Р (г ,п ) =  ^ А 0 аг (п)гп-г Ье а ро1упот1а1 оп г е  К  ш!й !йе йедгее п апй ш!й 
сое!йс1еп!8 а г (п), г =  0 , . . . ,  п ^Ысй йерепй оп !йе рагате!ег п. Тйе Р (г , 0) йа8 п геа1 ^Ысй аге по! 
ти1йр1е а! |п| < е ^йеп е >  0 18 8и!йс1еп!1у 8та11. I !  сое!йс1еп!8 о ! ро1упот1а18 Р (г , п) йерепй8 оп п 
Ьу апа1уйс ^ау, Й8 гоо!8 аге а18о апа1уйс !ипсйоп8 оп п. Тйеу аге ЬшЙ Ьу апа1уйс соп!1пиа!1оп !го т  
!йе с1гс1е {п : |п1 < е } ш1й 8и!йс1еп!1у 8та11 е > 0.

^ е  арр1у !Й18 8!а!етеп! !о !йе ро1упот1а1

п- 1
Р (г , п) =  йе!(гЕ — К — пР) =  гп +  ^  аг(п)гп-1-г ,

г=0

^Ысй йа8 сое!йс1еп!8 аг (п) йерепйтд оп п е  К  т  а ро1упот1а1 ^ау (8ее, [16]) апй Й8 гоо!8 аге 
е1§епуа1ие8 о! !йе та!г1х К +  пР. А

Ргот Тйеогет 3 ^е йпй !йе !о11ошп§ 8и!йс1еп! сг1!ег1ит о ! !йе йурегЬойс1!у о ! !йе та!г1х Т.

ТЬеогеш 4. Ьег гке зуттегпс тагпх [Т +  Т Т] кауе по тиШр1е е1депуа1иез апй 1 е  (р- , р+) жкеге 
р± аге Ъоипйагу ротгз о /гк е  Шегуа11п м>Ыск гке рагат егег п зр ес^ ей  Ъу Ткеогет 3 1з скапдей (р± 
тау Ъе тртге). Тке тагпх (1 +  п)Т +  (1 — п )Т Т кауе по тиШр1е гоогз т гШз 1пгегуа1 апй, гкеге/оге, 
гке тагпх Т 1з курегЪоИс.

Ргоо!. Тйе 8!а!етеп! !о11о^8 й1гес!1у !го т  Тйеогет 3 а! К =  Т +  Т Т апй Р =  Т — Т Т. А

Тйе рот!8 р± аге йейпей оп !йе Ьа818 о!!йе сое!йс1еп!8 а г (п), г =  0 , . . . ,  п — 1 Ьу теап8 о!арр1ут§ 
о ! !йе Ве8ои! !йеогет !ог !йе ро1упот1а1 Р ( г ; п). То йо !Й18 опе 8йои1й арр1у !йе Еисйй а1§огййт !о 
!Й18 ро1упот1а1 апй Й8 йепуайуе Р1(г; п) =  Р '(г ; п) оп г (8ее, !ог ехатр1е, [16]). Тйе ро1упот1а1 
Рп(п) о! гего йедгее оп г ^Ысй 18 оЬ!а1пей а8 !йе гета1пйег ^йеп !й18 а1§огййт арр1ут§, 18 едиа1 !о 
гего 1п !йо8е ро1п!8 п ^йеге Р (г ; п) йа8 а ти1йр1е гоо!. Тйи8,1! 18 уайй

ТЬеогет 5. I /  1 е  (р- ,р+) жкеге гке ротгз р± аге пеагезг гоогз о /г к е  едиагюп Рп(п) =  0, 
соггезропйтдЬу оп гке 1е/г апй оп гке пдкг о /гк е  рот г п =  0, апй Рп(п) 1з а  гези1г о /гк е  аррИсагюп 
о/гк е  ЕисИй а1дог1гкт го ро1упот1а1з

Р (г ; п) =  йе!(гЕ — (1 +  п)Т — (1 — п )Т Т)
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апй Р '( г ; п), 1кеп 1ке т ат х  Т 1з курегЪоЫс.

1п рг1пс1р1е, Ьу са1си1айп§ !ке ро1упот1а1 Рп(п), ^е та у  йпй !ке песе88агу сопйШоп о! !ке 
курегЬойсйу о! !ке та!г1х Т оп !ке Ьа818 о ! !ке 8!а!етеп! о ! Ткеогет 5. Ио^еуег, Й81тр1етеп!айоп 
!асе8 а га!кег гоийпе апа1у818 !  !ке та!г1х огйег п 18 по! а 8та11 питЬег. 1п !к18 гедагй, ^е ргосеей !о 
а йеерег 8!ийу о! !ке курегЬойсйу о! !ке айуапсе §1уеп та!г1х Т и8т§ Ткеогет 3.

5. ТЬе са8е п =  2

Ье! п =  2. Тк18 са8е 18 8рес1а1 а! !ке !и!иге 8!ийу. Ье! 5 '̂У У =  1, 2, 3 Ье !ке 8!апйагй Раий 
2 х 2-та!псе8,

5 (1) =  ( 0 ^  , 5 (2) =  ( 0 —̂  , 5 (3) =  I 1 0
\1 0у у* 0 у  ^0 —1

Ткеу !о гт  !ке Ьа818 !оде!кег ш !к !ке ипй та!г1х Е о! !ке Штешюп 2 т  !ке йпеаг 8расе о! а11 сотр1ех
2 х 2-та!г1се8. ^ е  герге8еп! !ке геа1 та!г1х Т о ! !ке Штешюп 2 т  !ке !о гт  о! !ке ехрап8юп ассогйтд
!о !к18 Ьа818

Т =  *о Е +  Т ' , Т' =  Ь 5 (1) +  г*25(2) +  *зЗ(3) = ( *3 *1 +  Ц (7)
У*1 — *2 —*3 у

^кеге !ке сое!йс1еп!8 , у =  0,1,  2, 3 аге геа1. Е1§епуа1ие8 Л± о! !ке та!г1х Т аге йейпей Ьу гоо!8 о! 
диайгайс !г1пот1а1 Л2 — Л8рТ +  йе! Т ге1айуе Л. 81псе та!г1се8 5 (̂ '), у =  1, 2 ,3  кауе по !гасе8, !кеп 

8рТ =  2*0. 1п !к18 са8е, йе! Т =  *0 — *1 +  *2 — *2. Соп8едиеп!1у, е1§епуа1ие8 аге геа1 !  апй оп1у 1!  
0 < (8рТ)2/4 — йе! Т =  *2 +  *2 — *2. Оп !ке Ьа818 о! !ке апа1у818 сагг1ей ои!, Ьоипйагу рот!8 о ! !ке 
т!егуа1 [р- , р+] о ! !ке курегЬойс1!у ую1айоп аге йейпей Ьу !ке сопйШоп *? +  *3 =  *2.

Соп81йег !ке дие8Йоп о! !ке поп-ШадопайгаЬййу о! !ке та!г1х Т. Тк18 сап оп1у Ье Ш !ке са8е 1!  
!ке едиай!у 18 геайгей апй !кеге ех18!8 !ке е1§епуа1ие *0. Оп !ке о!кег капй, 1! 18 еа8у уег1йей !ка! !ке 
та!г1х Т' (8ее, (7)) 18 пйро!еп! Т '2 =  0 Ш 8иск сопй1!1оп8 !ка! 18, !ке Т 18 геа11у по! ШадопайгаЫе.

^ е  8ко^ !ка! оЬ!а1пей сопй1!1оп о! !ке та !п х  Т курегЬойс1!у 18 соп818!еп! ш !к !ке сопс1и8юп о! 
Ткеогет 2. То йо !к18, ^е т!гойисе !оде!кег ш !к !ке йесотро8ЙШп (7) !ке апа1одои8 ехрап8юп 
Ь =  й0Е +  й15(1) +  й35(3) ^кеге й2 =  0 йие !о !ке 8утте!гу о! !ке та !п х  Ь. 81псе та!г1се8 Т+ апй 
Т -  аге герге8еп!ей Ш !ке !о гт  Т+ =  *0Е +  *1З(1) +  *35(3), Т -  =  *25(2) т  !ке са8е ипйег соп81йегайоп, 
!кеп, и81п§ !ке !атои8 сотти!айоп ге1айоп8 о! !ке РаиИ та!г1се8

{ 5 (1) , з (к)} =  2 ^ Е , [5(̂ '), 5 (к)] =  2г^ы5(1), у, к =  1, 2, 3

^кеге Е]к1 18 !ке ЬеуЬОуйа 8утЬо1, ^е йпй

{ Т - ,  Ь } =  {г*25(2),Й0Е +  Ш5(1) +  4 5 (3)} =  27*2^ 5 (2),

[Т+, Ь] =  [*0Е +  * 15(1) +  *35(3),Й0Е +  Ш5(1) +  4 5 (3)] =

=  *1Й3[5(1), 5 (3)] +  *3Й1[5(3), 5 (1)] =  2г(*3Й1 — *1^э)5(2).

8иЬ8!йийп§ оЬ!а1пей ехрге88юп Ш (6), ^е йпй !ке сопй1!1оп о! курегЬойсйу о! !ке та!г1х Т Ш !ке 
!о гт  о! !ке МШшпд ге8!г1с!1оп *2й0 =  *3й1 — *1й3 о! сое!йс1еп!8 й0, й1, й3. Ткеп, Ш !ке са8е ^кеп !ке 
гоо!8 о! !ке едиайоп (4) аге ти!йр1е8,1! 8кои1й Ье !и1й11ей ±й 0^ *1 +  *2 =  *3й1 — *1й3. Соп8едиеп!1у,
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т!гойист§ ап§1е8 ^ апй ф 8исй !йа! сов ^ =  Ь  (^  +  ̂ )  1/2, в т  ^ =  ! 3 (^  +  3̂) 1/2, сов ф =  ^1 ( ^  +
^2) 1/2, 81пф =  ^3(^2 +  ^2) 1/2, ^е оЬ!а1п !йе сопйШоп !ог сое!йс1еп!8 ^0, ^1, ^3 т  !йе !о гт  ^  =  
(^1 +  ^3) сов2(^ — ф). I !  гоо!8 аге тиШр1е8, !йеп !йеге 18 8исй а сйоке о! ап§1е ^ =  —ф !ог апу ап§1е 
ф ^йеп 1! 18 !и1й11ей ^  =  (^1 +  ^ ) ,  !йа! 18 йе! О =  0 апй, !йеге!оге, !йе та!г1х О йое8 по! ро81Йуе.

6 . 1пуе8И§айоп оГ Ше е^иа^^оп Юг Ше та 1 п х  Ь

Соп81йег !йе едиайоп (5) т  депега1 са8е. I !  !й18 едиайоп йа8 йедепега!е едиайоп О ш!й йе! О =  0, 
!йеп !йе кегпе1 о! !йе та !п х  Ь 18 по! етр!у. I !  !йе уес!ог д е  Кег Ь апй, !йеге!оге, Эд =  0, !йеп 1! 18 
!о11о^8 ЬТд =  Т ТЬд =  0 !го т  !йе едиайоп (5), !йа! 18, йие !о агЫ!гаппе88 о! !йе уес!ог д е  КегЬ 
сйо1се, !йе та!г1х кегпе118туапап! ге1айуе !йе !гап8!огтайоп о! та!г1х Т. Рог !й18 геа8оп, !иг!йег, ^е 
ехс1ийе !го т  оиг соп81йегайоп йедепега!ей 8о1ийоп8 о! !йе едиайоп (5).

81псе !йе та!г1х Т йа8, а! 1еа8!, опе е1депуа1ие апй 8тсе а11Й8 е1депуа1ие8 со1пс1йе8 ш!й е1депуа1ие8 
о ! !йе та!г1х Т+, !йеп !йе 8у8!ет о! ип1!огт едиайоп8 ге1айуе та!г1х е1етеп!8 (0 )аЬ =  Д аЬ, ^Ысй 
!о11о^8 !го т  !йе та!г1х едиайоп Т ТЬ — ЬТ =  0, йа8, а! 1еа8!, опе 8о1ийоп. ^ е  айо^ !йа! !йеге 18 !йе 
апЙ8утте!пс 8о1ийоп ОТ =  — Ь. Тйеп, 1!!о11о^8 !го т  (5) !йа!!йе едиай!у (Т Ь )Т =  Т ТЬ +  ОТТ =  0 
18 !и1й11ей !ог 8исй а 8о1ийоп. Соп8едиеп!1у, Т Ь  апй, йие !о попйедепегасу о! !йе та !п х  Ь, ^е йауе 
Т =  0. ^ е  ехс1ийе !й18 !г1у1а1 са8е !го т  оиг соп81йегайоп. Тйеп, !йе едиайоп (5) аЫау8 йа8 !йе 
8о1ийоп 1п !йе !о гт  о! 8у тте!п с та!г1х. Iпйеей, 1е! Ь Ье а 8о1ийоп о! поп!г1у1а1 та !п х  Т. I !  1! 18 по! 
а 8у тте !п с та!г1х, !йеп, арр1утд !йе !гап8ро81Йоп орегайоп !о Ьо!й раг!8 о ! !йе едиайоп, ^е оЬ!а1п 
!йа! 1!8 8о1ийоп 18 а18о !йе та!г1х ОТ. 81псе ОТ =  — Ь, !йе та !п х  О +  ОТ 18 !йе 8утте!г1с 8о1ийоп о! 
!йе едиайоп (5).

Тйи8, !йе т а т  ргоЬ1ет 18 !о йпй !йе сопй1!1оп8 !ог !йе ех18!епсе о ! а 8о1ийоп О о ! !йе едиайоп 
(5), ^Ысй 18 ШадопайгаЫе апй а11 Й8 е1депуа1ие8 аге ро81Йуе. Iп огйег !о 8о1уе !й18 ргоЬ1ет, ^е 
ш11 т!гойисе т !о  соп81йегайоп 8исй а 8е! 71 о! та!г1се8 т  !йе 8расе о! а11 ро881Ь1е апЙ8утте!пс 
п х п-та!г1се8, соп818Йпд о! а11 та!г1се8 Т -  !ог ^Ысй !йеге 18 а 8у тте !п с ро81Йуе 8о1ийоп Ь. Тйе 
ЮПошпд 8!а!етеп!8, пате1у Тйеогет 6 апй Й8 ге1а!ей соп8едиепсе8, с1аг1!у !йе диай!айуе 8!гис!иге 
о! !йе 8е! о ! а11 йурегЬойс та!г1се8. I! 18 уайй !йе ЮПошпд

ТЬеогет 6. Тке $ег Т-  о/а11 ро$$1Ые тагпсе$ Т -  1$ гке сепгга11у $уттегпс геШгые гке гего тагпх.

РгооГ. ^ е  йх !йе та!г1х Т+ апй !йе 8у тте!п с ро8Шуе та!г1х Ь. Ье! Т -  е  7 - .  Тйе 1а!!ег та!г1х 
оЬеу8 !йе едиайоп (6) а! §1уеп Т+ апй Ь. Тйеп, йие !о Й8 апЙ8утте!гу, !йе та !п х  —Т -  =  Т-Г а18о 
оЬеу8 !йе едиайоп (5), апй, соп8едиеп!1у, !о !йе едиайоп (6). Ьие !о сйоо8тд агЫ!гаг1пе88 о!!йе та!г1х 
Т - , !йе 8е! Т-  18 сеп!га11у 8утте!г1с. Д

Мо^, ^е ^И1 ргоуе ап аихШагу 8!а!етеп! ^й1сй йа8 а !есйтса18еп8е.

ТЬеогет 7. Ьег гке тагпх Т -  Ъе $аг1$/у гке едиагюп (6) годегкег тгк $уттегпс ро$1г1\е тагпх Ь
м>Ыск ка$ а  $ег о /  егдет а 1ие$ ( к >  0 тгк е 1дет>есгог$ ек, к =  1 , . . . ,  п. Ткеп, тагпх е 1етепг$ =
(Т± )аЬ, а, Ъ =  1 ^  п о /  тагпсе$ Т± тШск аге са1си1агей 1п гке оггкопогта1 Ъа$1$ ек, к =  1 , . . . ,  п 
$аг1$/у гке едиагюп

т̂(- )   Ь̂ Са гр(+) (8)
Т аЪ =  > , > ТаЬ . (8)ЦЬ +  Ча
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Ргоо!. Ье! и8 са1си1а!е !йе та!г1х е1етеп!8 о ! Ипеаг орега!ог8т Ьо!й 81йе8 о ! !йе едиайоп (6), и8т§ 
!йе 8са1аг ргойисйоп (■, ■) о ! уес!ог8т К п. 81псе (е0, йеь) =  САь, (е0, Т±еь) =  Т ^ ,  а, Ъ =  1 , . . . ,  п, 
!йеп

(е„, { Т_,  0}еь) =  Та->((а +  Сь), (е*. [Т+, Э]еь) =  Т ^ К ь  — СД

Оп !йе Ьа818 о ! (6) ^е сопс1ийе !йа! 1! 8йои1й Ье !и1й11ей !йе едиай!у о! !йе8е ехрге88юп8. Ргот ^йеге 

1! !о11о^8 (8), йие !о С« +  Сь > 0. А

Сого11агу 4. Рог гке $хей  зуттегпс тагпх Т+, еаск тагпх Т_ е  Т_ 1з итдие1у йе^пей Ъу тагпх 
е1етепгз Та(_ ), м>Ыск аге са1си1агей оп гке Ъазгз о /  гке едиаНгу (8) Ъу теапз о /  гке оггкодопа1 п х 
п-тагпх М гкаг ггапз1агез гке згапйагй Ъазгз {е!0) =  #аь; Ъ =  1 , . . . ,  п} т К п тго гке Ъазгз {е!0) : а  =  
, . . . ,  п},  апй Ъу теапз о /гк е  соНесгюп о/е1дет а1иез (С« > 0 ; а  =  1 , . . . ,  п).

Ргоо!. I! !о11о^8 йкесйу !го т  (8). А

Сого11агу 5. Тке йгтепзюп Л т  Т_ йоез пог ехсеей гке питЪег о/попгего тагпх е1етепгз Та(+) =  0 
аг а > Ъ.

Ргоо!. I !  Та(+) =  0 1п !йе !огти1а (8), !йеп 1! 18 уайй Та(_ ) =  0 !ог !йе8е уа1ие8 а  апй Ъ. Тйе й1теп8юп 
о! !йе 8расе о! та!псе8 Т (-) т  (8) 18 йе!егт1пей Ьу ап агЫ!гагу сйоке о! попгего та!г1х е1етеп!8 !ог 
а  >  Ъ, 81псе !й18 та!г1х 18 апЙ8утте!пс апй Т -̂ )  =  0. Тйе питЬег о! 8исй е1етеп!8 Та(_ ) йое8 по! 
ехсеей !йе питЬег8 о! !йе согге8ропйт§ е1етеп!8 о! !йе та !п х  Та(+).

Тйеп, !йе уайййу о! !йе !йеогет 8!а!етеп! !о11о^8 !го т  !йе !ас! !йа! !ог еуегу 8о1ийоп о! Ь о ! !йе 
едиайоп (5) апй, соп8едиеп!1у, о! !йе едиайоп (6) апй !ог апу ог!йодопа1 та!г1х М (!йе ог!йо§опай!у о! 
та!г1се8 М аге соппес!ей ш!й !йе1г геа1пе88), !йе та!г1х =  М ЬМ  Т 18 !йе 8о1ийоп о! !йе едиайоп 
МТ+М ТЬ Ж =  М ТМ  Т. А

Сого11агу 6. Тке зег Т_ 1з сотрасг ||Т_|| < ||Т+||.

Ргоо!. 81псе |(Сь — С«)/(Сь +  С«) I < 1 а! С > 0,1 =  1 , . . . ,  п, !йеп

||Т _|| = т ах{|Т (_ )|; а ,Ъ =  1 , . . . , п } < ||Т + ! .  А

Сого11агу 7. Тке зег Т_ 1з соппесгей.

Ргоо!. Сйапдтд рагате!ег8 С (в) Ьу теап8 о ! а сопйпиош йерепйепсе оп !йе рагате!ег в е  [0 , 1] 

8исй !йа! Сг(0) =  Сг, С (1) =  0,1 =  1, . . .  , п апй 8§п(Сь(в) — С« (в)) =  8§п(Сь — С«), а,Ъ =  1 , . . . ,  п, ^е 
йпй !йа!, !ог апу 8о1ийоп Т_ е  Т_, !йеге ех18!8 аЫау8 8исй а сопйпиои8 сигуе 1оса!ей т  !йе 8иЬ8е! Т_ 
о ! !йе та!г1х 8расе ^Ысй соппес!8 !йе та!г1х Т_ ш!й гего та!пх. А

Ье! Т„ь =  (еа, Теь) Ье та!г1х е1етеп!8 о ! !йе та!г1х Т т  !йе Ьа818 о ! е1§епуес!ог8 о! !йе та!г1х Ь. 
Тйеп, 1! !о11о^8 !го т  !йе едиайоп (5) !йа!

С«Т„ь =  СьТм , а,Ъ =  1 , . . . ,  п . (9)

^ е  йпй !го т  !й18 едиай!у !йа! оп§та1 едиайоп !ог !йе та!г1х Ь йа8 !йе 8о1ийоп 1!  апй оп1у !  попгего 
уа1ие8 о! ргойисйоп8 Тад1 Т ,1а2 ...Т/з_1 з̂Т ?-а,ь 8йои1й Ье ипсйапдей !ог апу ра1г {а, Ъ} апй !ог апу 
8едиепсе о ! йййегеп! питЬег8 (7Й,^2, ... ,^«), в < п — 2. А! п =  2, 8тсе !йеге 18 оп1у опе едиай!у 
1п (9) а! а  =  Ъ, !йеп 8исй ге8!псйоп8 о! та!г1х е1етеп!8 Таь йо по! аше. Тйеге!оге, ^е 8!ий1ей !й18 са8е
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8ерага!е1у т  ргеуюи8 8есйоп. Ви!, !ог ехатр1е, а! п = 3  !кеге аге а1геайу !кгее тйерепйеп! едиаййе8 
<1?12 =  С2Т 21, С2Т23 =  С3Т32 апй С1Т13 =  С3Т31. 1п !к18 са8е, ^е кауе

(1Т12Т23Т31 =  С2 Т21Т23Т13 =  (3Т32Т21Т13 =  (1Т13Т32Т21

апй, соп8едиеп!1у, йие !о (1 =  0 ,1! 8кои1й Ье !и1й11ей Т12Т23Т31 =  Т13Т32Т21. Ш те1у, !ке рге8епсе 
о ! !ке епйге 8е! о ! 8ресШей га!кег йегсе сопй1!1оп8 !ка! !ке та!г1х е1етеп!8 ТаЬ т и 8! оЬеу т  !ке Ьа818 
{ег : г =  1 , . . . ,  п }, й е !егтте8 !ке ро881ЬШ!у о! 8о1уаЬШ!у о! !ке едиайоп8 (5) апй (6).

Ье! и8 ргоуе, по^, !ке 8!а!етеп!, ^Ыск §1уе8 а 8и!йс1еп! сопй1!1оп о! !ке курегЬойс1!у о ! !ке та!г1х 
Т апй 81§пШсап!1у 81трййе8 Й8 е8!аЬЙ8ктеп!. Тки8,1! §1уе8 а 8и!йс1еп! тйкайоп о! !ке курегЬойс1!у 
о ! !ке 8у8!ет о! диа81-йпеаг едиайоп8. I! е88епйа11у 81трййе8 !ке курегЬойс1!у апа1у818 о! !ке та!г1х 
Т апй, !кеге!оге, !ке курегЬойс1!у апа1у818 о! диа81-йпеаг едиайоп8 8у8!ет. ^ е  ш11 8ко^ !ка! !ке 
едиайоп (6) ка8 а 8утте!г1с ро81Йуе 8о1ийоп Ь ^Ыск 18 8и!йс1еп!1у с1о8е !о а ро81Йуе та!г1х вЕ !ог 
апу та!г1х Т -  т  !ке са8е о! поп-йедепега!е 8рес!гит о ! !ке та!г1х Т+. I! 18 оЬуюи8 !ка! !к18 ге8и1! 18 
адгеей ш !к сопс1и8юп8 о! ргеуюи8 8есйоп т  !ке !^о-й1т е п 81опа1 са8е.

ТЬеогет 8. Ье! {Лг : I =  1 , . . . ,  п} Ъе !ке со11есйоп о /  е1§ета1иез о /  !ке та!пх Т+, м>Ыск аге 
попедыа11п р а ш  !о еаск о!кег. Ье!, / иг!кег, 5 =  тт{|Л^ — Лк | : ]  =  к; ,̂ к =  1 , . . . ,  п}. Ткеп, а! 
5 > 2пе||Т_ | > 0, !кеге ех1з!з зутте!пс роз\№е та!пх Ь, зайз/утд !ке едиайоп

[Т+, Э ]=  е {Т _ , Ь } . (10)

РгооГ. ^ е  герге8еп! !ке 8о1ийоп о! !ке едиайоп т  !ке !о гт  о! 8ег1е8

Ь =  ^  е1 Ь (1) (11)
1=0

^кеге [Т+, Ь (0)] =  0. Риг!кег, ^е скоо8е !ке та!г1х Ь (0) т  !ке !о гт  Ь (0) =  вЕ ^кеге в > 0 18 
8и!йс1еп!1у 1агде уа1ие 8иск !ка! !ке та!г1х Ь 18 ро81Йуе апй [Т+, Ь (1)] =  {Т _ , Ь (1-1)}, I <Е N. Ье! 
{ег : I =  1 , . . . ,  п} Ье !ке ог!копогта1 Ьа818 о ! е1депуес!ог8 о! !ке та!г1х Т+ ш !к е1депуа1ие8 {Лг : 
I =  1 , . . . ,  п}. ^ п !е  йо^п !ке едиай!у о ! та!г1х е1етеп!8 т  !ке Ьа818 {ег : I =  1 , . . . ,  п }, ^Ыск 18 
!о11о^ей !го т  !ке 1а8! гесиггеп! ге1айоп

(е,-, [Т+, Ь (1)]ек) =  (Л,- — Лк)(е,-, й (1)ек) =  (е,-, { Т_,  Ь (1-1)}ек).

81псе !ке та!г1х { Т_,  Ь (1-1)} 18 апЙ8утте!пс ^кеп Ь (1-1) 18 8утте!г1с та!г1х, !кеп пдк!-капй 81йе о! 
!ке 1а8! едиай!у 18 едиа1 !о гего а! д =  к. ^ккои! соп!гай1сйпд !к18 едиай!у, ^е 8ирро8е (ек, Э(1)ек) =  
0, к =  1 , . . . ,  п. Соп8едиеп!1у, соп81йеппд 1! а8 !ке едиайоп ге1айуе попй1адопа1 та!г1х е1етеп!8 о! 
!ке та!п х, ^е йпй !ка! 1! 18 Ь (1), !к18 едиайоп 18 8о1уаЬ1е апй 1! !аке8 р1асе !ке гесиггеп! соттип1са!1оп

(е1, ^ (1)ек) =  (Л '̂ — Лк) 1 х 
п

х ^  [(е̂ -, Т_ет )(ет , й (1_ 1)ек) +  (е ,, 0 (1_ 1)ет )(ет , Т_ек) .
т=1

Ргот ^кеге, 1! !о11о^8 !ке е8Йта!е

|(е,-, Э(1)ек)| < ||0(1)| < 2 ^ |Т_||Ь(1_ 1)|.
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Соп8едиеп!1у !йе 8епе8 18 сопуегдей ассогйтд !о !йе та!г1х погт || ■ || а! 2пе|Т- |/̂  < 1 апй !йе 
ййошпд е8Йта!е 18 уайй

МЭИ < ||0(°)II V 4е1( 2п | Т -1V  = ______ -________  Д
11 ||- 11 М 2 = 0  I  6  )  1 — 2пе|Т-1|/5.

7. Сопс1шюп

^ е  йауе сатей  ои! !йе туе8Й§айоп йеуо!ей !о !йе ргоЬ1ет о ! 8!гопд йурегЬойсйу о! диа8ЙИпеаг 
едиайоп8 8у8!ет8 о! !йе йг8! огйег. А8 а ге8и1!, а тойШей !огти1айоп о! !йе 8!гопд йурегЬойс1!у 
сопсер! 18 ргоро8ей апй !йе едшуа1епсе о! !й18 !огти1айоп апй !йе 8о-са11ей йурегЬойс1!у ассогйтд 
Рг1ейг1сй8 18 ргоуей. Тйе песе88агу апй 8и!йс1еп! сопййюп 18 !огти1а!ей !йа! !й18 едиайоп8 8у8!ет 
18 йурегЬойс. I! 18 йопе т  !егт8 о! !йе та!г1х Т(д) ^Ысй йейпе8 еуо1и!1оп о! а йпеапгей (!апдеп!) 
8у8!ет о ! й1!!егеп!1а1 едиайоп8 о! !йе йг8! огйег ш!й соп8!ап! сое!йс1еп!8 согге8ропйтд !о !йе опдта1 
8у8!ет. Тй18 сопййюп 18 д1уеп ш Сого11агу 3. ^ е  йауе патей та!псе8 Т(д) 8аЙ8!утд !й18 сопй1!1оп 
а8 !йе йурегЬойс опе8.

^ е  сопйис!ей а диа1йайуе 8!ийу о! !йе 8е! о ! та!псе8 Т -  (д) !ог ^Ысй !йе 8рес1йей песе88агу апй 
8и!йс1еп! сопй1!1оп йо1й8 !ог а дгуеп та!г1х Т + (д), !йа! 18, ^йеп !йеге 18 а 8о1ийоп !о !йе едиайоп (6). 
Могеоуег, ^е йауе !оипй ап е!!есйуе1у уепйаЫе песе88агу сопй1!1оп !ог !йе с1а88 о! та!г1се8 Т - (д), 
1п огйег !ог 8исй а 8о1ийоп !о ас!иа11у ех18!.

Ио^еуег, 1! 18 песе88агу !иг!йег 8!ийу о! !йе ргоЬ1ет йе8рйе !йе !ас! !йа! !йе оЬ!а1пей ге8и1!8 айо^, 
т  8оте са8е8 (8ее, !ог ехатр1е, [12] , [13]), !о ргоуе !йе йурегЬойс1!у о ! !йе диа8ЙИпеаг едиайоп8 
8у8!ет8 о ! та!йетайса1 рйу8Ю8. Иате1у, 1! 18 песе88агу !о оЬ!ат 8исй диап!йайуе ге8и1!8 !йа! ш11 
аПо^ !о ассига!е1у е8Йта!е Ьо!й !го т  аЬоуе апй !го т  Ье1о^ !йе 1осайоп о! !йе йурегЬойсйу гедюп 
Ьоипйагу !ог еасй рге-йейпей та!г1х Т(д). I! 8йои1й Ье по!ей !йа! !йе ргоЬ1ет с1о8е1у ге1а!ей !о !йе 
опе 8!ий1ей т  !йе рарег 18 а18о о! т!еге8!. Иате1у, 1! 181трог!ап! !о йпй !йе сгйепоп !йа! !йе 8у8!ет 
(1) 18 еШрйсай Аррагеп!1у, т  !й18 са8е, !йе та!г1х Т(д) 18 й1адопайгаЬ1е апй 1! йа8 риге1у т а д т а г у  
е1депуа1ие8. 8исй та!г1се8 аге па!ига11у !о са11 а8 !йе е1йрйса1 опе8.
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