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Рассмотрены постановки однофазных и двухфазных краевых задач с подвижной границей для 
однородных и неоднородных параболических уравнений, когда закон движения границы подлежит опре
делению (задачи стефановского типа). В случаях специального вида начальных и граничных функций 
получены точные решения поставленных задач в явном аналитическом виде и найдены законы движения 
границы.
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Введение

Задачам Стефана посвящено большое количество литературы [1-5]. Особое зна
чение при их рассмотрении имеют помимо вопросов существования, единственности и 
устойчивости решений задач, проблемы получения решений в явном аналитическом 
виде [6-8]. К настоящему времени разработано несколько различных аналитических 
методов решения задач стефановского типа, одним из наиболее эффективных среди ко
торых является метод дифференциальных рядов [9].

Для областей вида [О, ^(0], / ^ О, ^(t) кО в основе метода дифференциальных ря
дов для параболического уравнения

t^(=auxx+jix, t ) , 0 < x <  ^(t), t>  0 , (а >  О -  const) (1)

лежит представление решения в виде обобщенного дифференциального ряда [7, 8]:
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Используя краевое условие на неподвижной границе при х=0 соответствую
щей краевой задачи для уравнения (1), из (2) можно получить с помощью преобра
зования Лапласа операторное уравнение для нахождения закона движения границы 
^(0- Полученное выражение для закона движения границы подставляется в (2) и 
получается решение поставленной начально-краевой задачи Стефана. Однако по
лучить решение интегрального уравнения для выделения явного вида закона дви
жения границы и просуммировать соответствующий ряд (2) удается только для уз
кого класса граничных функций, то есть функций, заданных на границе х=0 [10
12]. В данной работе будут получены аналитические выражения достаточно про
стого вида для частных решений задач Стефана с определенного вида граничными 
функциями.
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Однородные однофазные задачи Стефана

Рассмотрим сначала постановку хорошо известной задачи Стефана в области 
вида [О, (̂Г)], t  > О, ^(/) > О, где правая граница движется по закону ^(/), подлежащему
определению [7, 8, 13,14]. Пусть требуется найти в этой области решение и { х , t ) одно
родного параболического уравнения

Ui-auxx, 0 < х <  4(/), / > О, (а > О -  const), (3)

удовлетворяюшее условиям на подвижной границе:

и(^(/), t ) = U p , t >  О, (4)

дх
= /> 0 , (5)

'''

где к , Х , р -  постоянные коэффициенты, имеющие смысл коэффициента теплопровод
ности, теплоты фазового перехода (Я, > О -  охлаждение среды, ^ < О -  нагревание) и 
плотности вещества соответственно для задачи о фазовом переходе, когда искомая 
функция и{х, I) имеет смысл температуры вещества в данной фазе. Условие (5) обычно 
называют условием Стефана. В условии (4) функция Up{t) считается заданной.

Также пусть искомая функция удовлетворяет на неподвижной границе при х=0 
(на поверхности вещества) одному из трех краевых условий:

, д и
ох

= ФЫ,, /> 0 ,  (6)
х=0

где ф(0, Us(t) -  заданные функции. При yi=l, уг=0 из (6) будет получаться краевое усло
вие первого рода, при yi=0, уг=1 -  второго рода, при yi=l, уг=1 -  третьего рода.

В результате (4)-(6) образуют общую постановку краевой задачи стефановского 
типа, включающую в себя сразу первую, вторую и третью краевые задачи.

Если граничные функции Мр и в условиях (4) и (6) являются всюду постоян
ными, а функция ф имеет специальный вид: ф=фоГ’^, где фо -  const, то возможно найти 
аналитический вид закона движения границы

^(0=aV /, (7)

где величина а  не зависит от t и является корнем уравнения:

(Ц. ^ i»p )e x p (-aV 4 a) ^ а Х р У ^  
У2к/л 1 па -у,ф(,егГ(а/2л/а) 2кц>̂

(8)
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где erf(z) = -pr \e'^'dy -  интегралошибок.

о

При указанных видах граничных функций и найденном законе движения грани
цы оказывается возможным просуммировать ряд (2) и получить решение поставленной 
задачи (4)-(6) в явном аналитическом виде:



^  -  Фо[M,erf (а / 2Уа) + (ц, -  Yi»p )e r f j x  / 2^ ) ]
Y -  у,9(,erf (а  / 2 V a)

Полученная формула (9) определяет решения сразу первой, второй и третьей 
краевых задач при указанных выше значениях параметров у1д.

Неоднородные однофазные задачи Стефана

Рассмотрим теперь постановку задачи Стефана в области прежнего вида [0 ,4(01 
для неоднородного параболического уравнения

u ra u xx+ j{ t) , О < х <  ^ (0 , / >  О, (а  >  О -  const), (10)

где функцияХО является непрерывной при t>0.
Условия на подвижной границе (4) и (5) остаются прежними. Оказалось, что по

лучить простой аналитический вид решения задач сразу всех трех типов при специаль
ных граничных функциях не представляется возможным. Поэтому ограничимся рас
смотрением отдельно первой и второй краевых задач.

Пусть сначала на неподвижной границе при дг=0 задано краевое условие первого
рода:

u(0,t)=us, t> 0 .  (11)

В результате уравнение (10) с условиями (4), (5) и (И ) образует неоднородную 
первую краевую задачу стефановского типа.

Если в условия (4) и (И ) граничные функции имеют специальный вид:

/ /
Up(t)=Up+ | / ( т ) Л , Us(t)=Us+ \ f ( , x ) d \ , (12)

о о

где величины Мр и м, в (12) являются постоянными, то получается закон движения гра
ницы в виде (7), где величина а  теперь является корнем уравнения:

(“л -M,)exp(-aV4a) = erf (а  / 2 Vo) • (13)

Следует отметить, что при малых значениях а  приближенное значение корня 
уравнения (13) определяется выражением (х»{ (м̂ , -  м,)

При указанных граничных функциях (12) и найденном законе движения границы 
оказывается возможным просуммировать ряд (2) и получить решение поставленной за
дачи (4), (5), (10), (11) в явном аналитическом виде:

Рассмотрим теперь вторую краевую задачу. Пусть на неподвижной границе при 
х=0 задано краевое условие второго рода:

дх
=  Ф ,  /> 0 . (15)

х-О



В результате уравнение (10) с условиями (4), (5) и (15) образуют неоднородную 
вторую краевую задачу стефановского типа.

Если в условии (4) функция задана выражением (12), а функция ф также имеет 
специальный вид: ф=фоГ*^, где фо -  const, то получается закон движения границы в ви
де (7), где величина а  теперь является корнем простого уравнения:

2фоехр(-а^4а) = аХр. (16)

Следует отметить, что при малых значениях а  приближенное значение корня 
уравнения (16) определяется выражением а«2фо/А,р.

При указанных граничных функциях (12) и найденном законе движения границы 
оказывается возможным просуммировать ряд (2) и получить решение поставленной 
второй краевой задачи (4), (5), (10), (15) в явном аналитическом виде:

u(x,t) = Up+^^^^^^^^{erf(x/2^fat)-Qтf(a/2^fa)}+ f { x )d x .  (17)
^  о

Однородные двухфазные задачи Стефана

Рассмотрим постановку двухфазной задачи Стефана с условием сопряжения на 
подвижной границе, закон движения которой ^(/) подлежит определению. Пусть требу
ется найти решения u\{x, t) в области [О, ^(/)], / > О и uiix, t) в области [^(/), +оо] одно
родных параболических уравнений

u\ra\ux„, 0 < х < ^ ( 0 , / > 0 ,  (18)

иггагиъх, ^(0 < х < +оо, / > О, (19)

где ai_2 -  положительные постоянные, имеющие смысл коэффициентов температуро
проводности для задачи о фазовом переходе, когда искомые функции М1,г(х, /) имеют 
смысл температур вещества в соответствующих агрегатных состояниях.

Пусть решения уравнений (18) и (19) удовлетворяют условиям на подвижной 
границе

t> 0 ,  (20)

йс дх у
= Х р ,^ ,  !> 0 ,  (21)

где k\;i, >ь, р1 -  постоянные коэффициенты, имеющие смысл коэффициентов теплопро
водности, теплоты фазового и плотности вещества в первой фазе соответственно. Ус
ловие (21) представляет собой условие Стефана, выражающее баланс энергии при пе
реходе среды из одного агрегатного состояния в другое. В условии (20) функция Up{t) 
считается заданной.

Пусть функция щ{х, О удовлетворяет на неподвижной границе при х=0 (на по
верхности вещества) одному из трех краевых условий:

ди \
+ = ф «,, /> 0 ,  (22)

^  Л-о



где ф(0» “*(0 •“ заданные функции. При yi=l, уг=0 из (22) следует краевое условие пер
вого рода, при 71=0, 72=1 -  второго рода, при 7i=l, 72=1 -  третьего рода.

Пусть для функции иг{х, t) задано начальное значение

U2(x, 0)=ио, ^(0) < X < +00. (23)

В результате (18)-(23) образуют общую постановку начально-краевой двухфаз
ной задачи стефановского типа, включающей в себя сразу первую, вторую и третью 
краевые задачи.

Если начальная и граничные функции uq, Up и Us в условиях (20), (22) и (23) яв
ляются всюду постоянными, а функция ф имеет специальный вид: ф=фоГ’^, где фо -  
const, то получается закон движения границы в виде (7), где величина а  является кор
нем уравнения:

1̂Фо(У1»р -»,)ехр(-аУ4а,) ^,(Цр-Цр)ехр(-аУ4а )̂ ^ дХр^Уп ^̂ 4)
^ e r f c { a / 2 . J a ^ )  2

где erfc(z)=l-erf(z). При указанных видах граничных функций и найденном законе 
движения границы можно получить решение поставленной задачи (18)-(23) в явном 
аналитическом виде:

..... . Y2M p/V^-9oKerf(a/2T^) + (M,-7,M^)erf(x/2^)]
-7,фoeгf(a/2д/a,)

= (26)
eTfcia/lyja^)

Полученные выражения (25) и (26) определяют решения сразу первой, второй и 
третьей краевых задач при указанных выше значениях параметров у1д. В частности, при 
71=1,72=0 из нее следует хорошо известное решение двухфазной первой краевой задачи 
Стефана для однородного уравнения теплопроводности [13,14].

Неоднородные двухфазные задачи Стефана

Рассмотрим теперь двухфазные задачи Стефана с условием сопряжения на под
вижной границе для неоднородных параболических уравнений

ЩГа\иш+М, О < х <  ^(0, / > О, (27)

U2/=a2U2xx+A0, < x< +ao , t> 0 ,  (28)

В данной постановке на подвижной границе остаются прежними условие Сте
фана (21) и начальное условие (23). Добавляется начальное условие

м,(х,0)-0, 0 < х < т -  (29)

Условие сопряжения на подвижной границе будет иметь ввд, который отличается



U i ( ^ ) , t ) = U 2 ^ , t ) ,  О  О, (30)

от (20) тем, что значения искомых функций при x=^(t) не равны определенному значению.
Так же, как и для однофазных неоднородных задач, получить простой аналити

ческий вид решения задач сразу всех трех типов при специальных граничных функциях 
не представляется возможным. Поэтому ограничимся рассмотрением отдельно первой 
и второй начально-краевых задач.

Пусть сначала на неподвижной границе при х=0 задано краевое условие первого
рода:

«,(0 ,/)=«„ /> 0 . (31)

В результате уравнения (27), (28) с условиями (21), (23) (29), (30) и (31) образу
ют неоднородную первую начально-краевую задачу стефановского типа.

Если начальная и граничные функции мо и Uj в условиях (23) и (31) являются 
всюду постоянными, то получается закон движения границы в виде (7), где величина а  
является корнем уравнения:

^/a2erfc(a/2yo2) 2

При указанных видах граничных функций и найденном законе движения грани
цы можно получить решение поставленной задачи (21), (23), (27)-(31) в явном аналити
ческом виде:

  (
ui(x,t) = u^erfc{x/2^ja^)+ f ( x ) d x ,  (33)

6

U2(x,t) = «о + {M ,erfc (a /2 ^ ) -  + \ f { i ) d x .  (34)
ertc(a/2^a2) о

Рассмотрим теперь вторую начально-краевую задачу. Пусть на неподвижной 
границе при jc=0 задано краевое условие второго рода:

к ^''I дх
= фм,, /> 0 . (35)

J C -0

В результате уравнения (27) и (28) с условиями (21), (23), (29), (30) и (35) обра
зуют неоднородную вторую начально-краевую задачу стефановского типа.

Если начальная и граничные функции мо и м, в условиях (23) и (35) являются 
всюду постоянными, а функция ф имеет специальный вид; ф=фоГ*^, где фо -  const, то 
получается закон движения границы в виде (7), где величина а  является корнем урав
нения:

L. * 2[ФоМ,л/1̂ егГ с(а/27^ ’) + Ыо]ехр(-а'/4д2) _ аХр,
А,м,ехр(-а / а, ) ----------------- 1 ' ^  , t-, t -̂--------------------------------  ̂ ’^яо^епс(а / ) I



При указанных видах граничных функций и найденном законе движения грани
цы можно получить решение поставленной задачи (21), (23), (27)-(31) в явном аналити
ческом виде:

t

u^(x,t) = - (poU^y|^щeтfc{x /2^)+  | / ( т ) Л ,  (33)
о

M2(^>0 = Mo + {9oM ?V^erfc(a/2V^)-M o}^^^^^^^;^^S^+ '|/(т)</т. (34)
етЩа/2у]а^)

Такое решение было получено в [15], где приведен его подробный анализ, а так
же исследован вопрос о существовании корней уравнения (32).

Заключение

В работе были рассмотрены постановки задач стефановского типа для парабо
лических уравнений. Приведены случаи однофазных и двухфазных постановок задач, 
как для однородных, так и для неоднородных уравнений теплопроводности. Для специ
ального вида начальных и граничных функций найдены решения поставленных задач в 
явном аналитическом виде. Во всех случаях определен закон движения границы в виде 
(7), где величина а  является корнем трансцендентного уравнения, различного для каж
дой задачи.

Следует отметить, что дифференциальные ряды вида (2) удается просуммиро
вать также для других видов законов движения границы, отличных от корневой зави
симости (7) [7, 8, 10-12]. Тем не менее, важность корневого вида закона движения гра
ницы обусловлена физическими приложениями задач стефановского типа. В частности, 
экспериментально установлено [16], что зависимость положения фронта активирован
ной рекристаллизации металлов и сплавов зависит от времени отжига по корневому за
кону. Поэтому полученные в работе результаты могут найти применение в области фи
зики конденсированного состояния, например, для расчетов различных кинетических 
коэффициентов (температуропроводности, диффузии) системы по известному распре
делению температуры или концентрации.
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THE ANALYTICAL VIEW OF SOME PARTIAL SOLUTIONS 
OF STEFAN PROBLEMS

S.E. Savotchenko

Belgorod State University 
308015, Belgorod, Pobedy, Str. 85

The sets o f  one-phase and two-phase boundary problems with the moving boundary for homogeneous 
and inhomogeneous parabolic equations (Stefan problems) are considered in the case when the law o f  boundary 
motion (Stefan problems) has to be determined. For the special initial and boundary functions the exact solutions 
o f  the problems are derived. The laws o f  boundary motion are obtained in analytical sets.

Key words: Stefan problem, diffusion equation.


