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Выводятся формулы для вычисления локальных угловых коэффициентов излучения в замкнутой 
системе цилиндрических тел, имеющих своим сечением окружности произвольного радиуса. Доказана 
инвариантность угловых коэффициентов относительно изменения масштабов системы. Изложена проце
дура вычисления средних угловых коэффициентов для данного случая. Результат решения задачи срав
нивается с результатом вычисления интегральных оптико-геометрических характеристик системы, полу
ченных способом натянутых нитей.
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Введение

В расчетах лучистого теплообмена между телами важную роль играют геомет
рические характеристики формы и взаимного расположения тел. Влияние указанных 
характеристик учитывается угловыми коэффициентами, определяющими геометриче
ские условия прямого обмена энергией между этими телами в прозрачной среде 
(см., например, [1-5]).

К настоящему времени разработан ряд методов вычисления угловых коэффици
ентов [6 ] в полостях определенного вида и некоторых типичных системах тел, как пра
вило, без затенения. Вопрос о явном вычислении угловых коэффициентов для системы 
соприкасающихся тел с затенением (даже в плоском случае), по-видимому, ранее не 
рассматривался.

Данная работа посвящена определению угловых коэффициентов в системе че
тырех протяжённых цилиндрических тел круглого сечения.

Вспомогательные теоретические сведения

В задачах теплообмена излучением обычно встречаются три типа угловых ко
эффициентов, определяемых следующим образом ([ 1 ,2 ]):

1 .Элементарный угловой коэффициент между элементарными площад

ками и JQ j представляет собой отношение энергии излучения, испускаемого

элементарной площадкой dQ^ и непосредственно достигающего площадки к энер
гии излучения, испускаемой площадкой dQ, в пределах полусферического телесного 
угла.

2.Локальный угловой коэффициент между элементарной площадкой

и поверхностью Qj представляет собой долю энергии излучения, испускаемого эле
ментарной площадкой dQj во всех направлениях в пределах полусферического угла, 
которая непосредственно достигает поверхности Q j .
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3.Средний угловой коэффициент сл.., между поверхностями Q, и опреде

ляется как доля излучения, испускаемого поверхностью Q, во всех направлениях, ко

торая непосредственно достигает поверхности .
Наиболее известная формула для определения элементарного углового коэффи

циента ([ 1 -6 ]) имеет вид:

dm,Л1 к г

где г -  длина линии, соединяющей центры площадок; Д  и ~ углы, образованные 
единичными векторами нормалей к этим площадкам с данной линией. Однако вычис
ление локальных и средних угловых коэффициентов с применением данной формулы 
1 ребует одно- и двукратного интегрирования по поверхности. Такие интехралы доволь
но сложны.

Существуют различные аналитические и экспериментальные методы определе
ния угловых коэффициентов. В работе [7] представлен подробный вывод формулы для 
вычисления локальных угловых коэффициентов между элементарной площадкой и 
бесконечно длинной полосой:

где и ср̂  -  углы между нормалью к элементарной площадке и касательными к 

поверхности 1 > проведенными через данную площадку. Этот метод также использу
ется в тех случаях, когда каждая из участвующих поверхностей сильно вытянута в од
ном из направлений.

Постановка задачи

Расс.мотрим систему, состоящую из четырех протяжённых цилиндрических тел 
круглого сечения попарно касающихся друг друга и поставим в соответствие сечению 
п-то тела, ортогональному его оси, окружность ( и  = 1,2,3,4). Выберем систему коор
динат таким образом, чтобы центр сечения ст, попал в начало координат. Радиус ок
ружности обозначим через R. Части границ окружностей, ограничивающих четырех
угольную криволинейную полость, обозначим Q, (/ = ! Зафиксируем произволь
ную точку Л/(| е U , через которую проведем нормаль и три касательные к окружно
стям си .си . i V Углы между касательными к окружностям ,т)..си и нормалью обозна
чим через 02 и ^з(см. рис. 1.1-1.3). Тогда локальные угловые коэффициенты 

(/П > (у = 2,3,4), где -  часть Q ,, видимая из точки А/ , будут вычисляться
по формулам (2 ), которые несколько видоизменяются в зависимости от того, на каком 
участке дуги лежит точка Л/д([1] -  [3]):

,<2 , )

<р( А/ = -

. п .
sin  sin у,

2
, ^ (M o ,Q 3 ) = ^(sin(92-siiW ?;).

. л; . -
sin — + sin в. 

2

-  для случая, рассмотренного на рис. 1 . 1 ,
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} /Г I
<р{Мо,^г)=~  s i n - - s i n ^ 2  . <р(Мо,Пу) = -{8тО^

1 .  п
sin —  sin в.

.  п  . _ 
sin — + sm t/.

2 . 2

( р { м ^ , а , )  =
.  п  . _ 

s m —w - s i n ^ . -  для случая, рассмотренного на рис. 1.3.

-  для случая, рассмотренного на рис. 1 .2 , (2 )

, ^ (M o ,Q 3 ) = ^ ( s in ^ 3 - s in ^ j ) ,

Значения средних угловых коэффициентов, полученные с помощью метода на
тянутых нитей для этой же конфигурации системы (для 4-х тел этот метод описан в 
[5]), будут равны

^ (Q ,,Q 2 ) = ̂ ( Q , ,a 4 ) = l - -  , (^(Q pQ j) = —- 1 .
к п

Метод вычисления локальных 
у|'ловых коэффициентов

Перейдём к вычислению синусов углов 
в 2 и в^. Уравнение нормали, проходящей че

рез точку Мо(хо,Уо) , Уо=у1н^ -  Хо имеет 
вид:

у/ r '
X .

y - ^ R ^  -Хо = k , ( x - x j  , к̂  =

Найдем уравнения касательных к грани
цам Q j и Q 4 , проходящих через точку Мд. 
Уравнение касательной к границе окруж
ности CTj, проходящей через соответствующую 
точку, задается в виде;

27?-Х |



где -  координаты точки касания. Выразим эти неизвестные через координаты
точки Л/о. Из рисунка 2 найдем: x ^ = 2 R -  R s i n y , y ^= R  cos у . Тогда:

2Л-ДС, s i n /  ^к, =-------- L = ---- f_=tgy
cosy

t g y ^ t g ’L - a - p = c/g(a + y0 ), где

a  =arccos

P  =arccos

2 R - x „
r=arccos-

2 R - x „

- j { 2 R - x J + y i  " " ^ 5 e - 4 R x ,  ’ 
R R

М - Д Г . )  ̂ + у1
r=arccDS

^ 5 R ^ - 4 R x ,

Вычисляя, получим: A, =
2 R ^ - R x , - 2 ^ ( r ^ - x I )r { R - x , )

2 { 2 R - x , \ l R { R - x , )  + R p ^ - x l  

Рассуждая аналогично, найдем уравнение касательной к границе :

Rx, + 2 ^ r (r -
y - ^ R ^ - x l  =k^{x-Xo) ,  где

2R^ - R ^ R ^  -Xo' - 2 x , ^ R [ R - y l R ^

Синусы углов ^ 2  и ^ 3  вычислим, используя стандартные тригонометрические форму
лы. Тогда

sin ( ^ 2  )=
R^ -  2Rx, + a4 r { R - x, \ r  ̂ - x l \

4R
5R

- x „

sin ( ^ 3  )=
2 R ^ R ^ - x l  - R ^ - 4 x, ^ r (r - ^ R ^ - x ,̂ ]̂

4R 5R
(3)

Используя формулы (3), можно 
вычислить локальные угловые
коэффициенты в произвольной точке Л/д.
Заметим, что функции, определяющие 
синусы углов, являются однородными 
степени однородности ноль, откуда 
следует, что при изменении масштабов 
системы локальные угловые коэффициенты 
не изменятся.

Рис 2

Проверка полученных результатов

Вычислим средние (интегральные) угловые коэффициенты по формуле (см., на
пример, [2 -6 ])

= (4)

учитывая изменения в формуле ( 1 ) при движении точки по дуге Q ,.
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Найдем абсциссы а и Ь точек, разделяющих дугу Q, на три части, на каждой 
из которых локальные угловые коэффициенты вычисляются по соответствующим фор
мулам (2). Причем, искомые точки будут симметричны относительно биссектрисы пер
вого координатного угла. Таким образом, достаточно найти только одну из них, а вто
рая получится автоматически. При х^=Ь угловые коэффициенты уравнений нормали и
касательной к окружности совпадают ( Л: = А:]):

Возводя последнее выражение в квадрат и приводя подобные, получим кубическое 
уравнение:

\ 6 b ^ - 2 0 R b ^ - \ 2 R^ b  + l5R^=0,  (5)
точное решение которого можно найти по формулам Кардано (см., например, [8 ]), вво-

5/?
дя последовательно подстановки o =t +—  и / = м + v . Решая получаемые уравнения,

12
находим:

/

t = R
-4 1 5  + 234/

1728 V
-4 1 5 -2 3 4 /

 ̂ 5R „V226981 
0 =---- h К

12 12

1728

234 ^ ,
-  arctg + 7Г + 2т

C O S -
415

+  C O S -

. 234arctg  Л" + 2т
^  415 -+

+ 1 sin-

234
-  arctg  + 7t + 2лк

415
3

■ + sm-

234
arctg  7Г + 2 m

*415 ^,« = 0 , 1 , 2 .

Перебирая различные варианты к \\ п , выбираем действительный корень, зна
чение которого лежит на интервале (О; J?):

234 234^
arctg   arctg ------

cos— ^ - V s s m —. 5R „V226981
0= -----1-Л -------------

12 12

Тогда второй предел интегрирования найдется как a = ^ R^  - Ь ^  .
Определение знаков подмо-

Sin9^
+ +

а Sine.

Рис. 3

Получим:

дульных вьфажений у синусов уг
лов в сводится к решению уже рас
смотренного уравнения (5). Тогда 
знаки распределятся так, как пока
зано на рис. 3.

Перейдем к вычислению сред
них угловых коэффициентов, исполь
зуя формулы (2) -  (4) и раскрывая 
модули.

Q I п ,



2 1
я / ? 2  J

1-

Л ' - 2 Лхо + 4 ^ R { R - x, X r ^ - x^)

4R
I 4

-

Rdx

Данное подынтегральное выражение интегрируется в элементарных функциях с помо
щью стандартных подстановок. В итоге получим:

 ̂ R ^ - 2 R x , + 4 ^ R { R - x, I r ^ - xI )  

4R
5R 
4

Rdx . X
= =  =лагс 8 ш -----

’R-  -  л-‘ R

- 2 R

t

-  2R ^ 1 1  2i

i=-Tr^x

rs=arcsm—
R

Тогда средний угловой коэффициент с дуги i 2 , на дугу i 2 , равен
R

« ? (Q ,,Q 2 )  =
kR n

n  1 4
—  2 arcl4, — a r c i^  +  агс1<г, 2 
4  3 3

« 0,36338.

n

7tR  2

R^ - 2Rx, + 4^ R { R - x, P ^  - x ^ )

4R
5R

• —  V

2 R ^ R ^ - x l  - R ^  ~ 4 x , ^ r [r - 4 R^ - x l )

' 5R
Rdx

Вычисляя неопределенный интеграл от заданной функции, получим:

/ ,  = 2 Л — / —  arci\i-----
4 2 '  3

+ 2R
1 1 2/—^ t +  arctg-jr=r

/ л  2  4 r I

2R

. X
r= arcsm —

R

1 1
— t + — arctg3tg—-  Vl -c o s f  + —arctg2yl 1  -  cost 

4 2 2 2 . X
/=агс5ш—

R
В этом случае средний угловой коэффициент с дуги ii, на дугу Q j равен 

1
< р ( П „ П , )  =

TtR

/  1 
I.

1/ ■'

\  1
n

к  1 4
—+4 -  arctg —  arctg —  2  arctg2 -  arctg3 
2 3 3

« 0,27324,

a с дуги Q, на дугу , равен

(р(П,,П,) = —  cp(.\f„Li:)cJlZ =
I),



Савина Ю.В., Богатов Е.М. Об определении оптико-геометрических...

2 1

4R 5R 

I  4
ViV* -

Интегрируя данное выражение, найдем:

/ ,  = /?arcsin— +2Л - — Г + — arctg7>tg - —  V l - c o s r  +  — a rc tg ly j\-co s t  
4 2 2 2 /=агс5Ш“

R

_ L
kR \ 0 /

7t
 2 + arctg3 + arctg l » 0,36338.
4

Данные результаты хорошо согласуются со значениями средних угловых коэф
фициентов, которые были получены ранее с помощью метода натянутых нитей.

Заключение

Полученные для угловых коэффициентов формулы, могут быть использованы, в 
частности, при математическом моделировании нагрева неоднородной среды [9], ха
рактерным элементом которой является система вышеуказанных цилиндрических тел.
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DEFINING O F VIEW  FACTORS IN A SPECIAL TYPE CLOSED SYSTEM

Yu. V. Savina, E.M. Bogatov

Starooskolsky Technology Institute o f Moscow State Institute o f Steels and Alloys, 
mkr. Makarenko, 40, Staryi Oskol, Belgorod region, Russia Federation, 309516
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Formulas for the calculating o f the geometric invariants o f radiation in a closed system consists of the 
long cylinders with arbitrary radiuses are deduced. Invariance o f view factors refer to the change o f scale is 
proved. The procedure o f a calculating o f radiant interchange configuration factors is established. The result is 
compared with the final o f computing o f a view factors within another method.

Key words: thermal radiation, radiation heat transfer, view factors, radiant interchange configuration fectors.
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