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Функции Бесселя относятся к числу наиболее 
часто используемых в приложениях специальных 
функций. Поэтому задачи о получении различ
ных неравенств для функций Бесселя исследова
лись многими авторами. В частности, равномер
ные оценки снизу и сверху для / у(х), /у(х), /С/х) и 
некоторых их комбинаций изучались в [1 - 10, 15]. 
Все эти работы имеют общую черту -  в них дока
зываются отдельные неравенства, для каждого из 
которых подбирается специальный способ 
вывода.

В данной работе предлагается достаточно об
щий подход к получению неравенств для функций 
Бесселя / у(х) и модифицированных функций Бес
селя /у(х). Получены не несколько отдельных не
равенств, а несколько семейств из бесконечного 
числа неравенств; каждое из семейств состоит из 
последовательно уточняющихся равномерных 
оценок. Неравенства формулируются через по
линомы Ломмеля и дзета-функцию. Доказатель
ства основаны на использовании цепных дробей. 
Полученные неравенства в качестве частных слу
чаев содержат многие известные ранее оценки.

1. В этом пункте приводится семейство завися
щих от произвольного параметра рекуррентных 
формул для вычисления дзета-функции, ассоции
рованной с нулями функций Бесселя. Это позво
ляет последовательно вычислить любое число 
значений дзета-функции единым методом.

Приведены неравенства для функций Бесселя, 
использующие значения дзета-функций. При 
этом обобщается идея из работы [10], возникшая 
при выводе известных оценок для преобразова
ния Радона и его дискретизаций.

Здесь ни разу не упоминаются аппроксимации 
Паде. Однако именно с помощью аппроксимаций 
Паде -  цепных дробей -  доказываются все приве
денные здесь теоремы.

О п р е д е л е н и е  1. Д з е т а - ф у н к ц и е й ,  
а с с о ц и и р о в а н н о й  с н у л я м и  ф у н к -
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ц и и  Б е с с е л я / у, называется ряд [11]
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т = 1

гДе Ъ,т ~ положительные нули функции Бесселя 
/ у, занумерованные в порядке возрастания.

Введем величины
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Т е о р е м а  1. Справедливы рекуррентные 
соотношения
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В частности, несколько первых соотношений 
имеют вид

с0 = а0, с х = а х- Ь хс0, к>Ъ,  

с2 = а2- Ь хс х- Ь 2с0, к> 5, (3)
с3 = аг -  Ьхс2-  Ь2с х -  Ь3с0, к>1.

Отметим, что величина с„, определяемая фор
мулами (2), не зависит от параметра к, хотя вели
чины а, и зависят от к. Поэтому (2) задают се
мейство рекуррентных формул, зависящих от па
раметра к. Случай к = 0 имеется в [12].

Приведенные формулы (3) позволяют вычис
лить первые значения дзета-функции, которые 
известны [13]. Отметим, что значение 8% у было 
получено Кэли при помощи специального при
ема. Из теоремы 1 эта и в принципе любое другое 
число последующих формул выводятся рекур- 
рентно.
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С л е д с т в и е .  Справедливы формулы для 
дзета-функции:

5 -  1
2'* 4 (V + 1) ’

1

$6,у -

16 (V + 1)2 (V + 2)

1
32 (V + 1)3 (V + 2) (V + 3) ’

1
256 (V + 1)4 (V + 2 ) 2 (V + 3) (V + 4)

Т е о р е м а  2. Дзета-функции корней удовле
творяют линейной системе с определителем 
Ганкеля [15] при значениях

к -  1
. 2 ^

М  =

Следующий результат развивает интересный 
технический прием из классической работы [10] 
по теории преобразования Радона.

Т е о р е м а  3. Пусть |х| < уу Тогда при лю 
бом натуральном п справедливо неравенство

ЛД)  ^
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 е х р Г - Т ^ х 22
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В частности, при |х| < уу> , получаем
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Неравенство (5) получено в [10] при V = п. На 
этом пути, используя теорему 1, можно получить 
любое число все более точных неравенств, как 
только вычислены соответствующие значения 
для дзета-функций. Предложенный метод приме
ним и к отношениям функций Бесселя, рассмат
риваемым ниже.

2. В этом пункте приводятся неравенства для 
функций Бесселя и Макдональда. Ряд таких нера
венств получен ранее в работах [1-10]. Нашей це
лью было не получение отдельных неравенств, а 
нахождение процедуры для неограниченного 
вывода все более точных оценок.

Неравенства формируются через полиномы 
Ломмеля [13, 14], для которых известна явная 
формула

Ят,у(*) = (7)
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Основой для вывода неравенств является разло
жение в цепную дробь (аппроксимации Паде!) от
ношения двух функций Бесселя

т  ^ (9,
2у  -

2 (V + 1) 2 (у + 2) . . .

Для цепной дроби (8) известны выражения 
для подходящих дробей Д  у через полиномы 
Ломмеля (7)

Ду(г) = (Ю )

Т е о р е м а  4. Пусть 0 < д: < у  < уу  ̂ -  первый 
положительный нуль функции / у(х). Тогда при 
всех к справедливы неравенства

Д  (у) 
Д(*)

Г у '
ехрГ-}; ^ к - 1, V + ^

К к, V + 1 ( 0
(11)

Выражения в правой части (10) при всех х, у 
монотонно убывают с ростом к. Следовательно, 
каждое из неравенств (10) лучше предыдущего 
для всех х, у.

Т е о р е м а  5. Д ля  относительной погрешно
сти неравенства (11) справедлива формула

, ч д о о / д м
гк,ч(х,У) =

V х У
ехр

Кк- 1, у + 2(1)Д

( Г Д + * +1(0^ 
= ех р Ы

ДЮ**у+1(0

V  + 1С О  ,

, 0 < х < у < уу ,, (12)

кроме того, \/х, у
0 < гк у(дг, у) < 1 , гк УСг, у) > г* +,, у(дг, у). (13)

Т е о р е м а  6. Пусть 0 < х < уу (. Тогда спра
ведливо неравенство

ш  <
2уГ(у + 1)

ехр
гКк-  1, V + 2Ш *

^к.у+ 1(0
(14)

В неравенствах (14) также получена явная 
формула для относительной погрешности и
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выполняется свойство монотонности погрешнос
ти по к, т.е. каждое неравенство лучше предыду
щего Ух, у.

Приведем несколько первых оценок (10):
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*2 (V + 1) (У + З) - у 2"1'Л(У) < | у 4 (V  + 2)
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4 (у + 1)

( V 
I
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(15)

(16)

(17)

(18)

ческих функций есть в [5]; другие неравенства для 
отношений функций Бесселя получены в [4]. 

Приведем несколько первых оценок (14):
(У + З)2

2 \  4 (V  + 2)

ш  <
2Т(У + 1)

1 -
2 (у + 1) (У + З)

2 Т (у +  1)
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8 (у + 2)

у + 2

2 (V +  1) ( у  +  2)

2 Т (у + 1 )
ехр

4 (у + 1)

2Т (У + 1)

(19) 

< (20) 

(21) 

(22)

Неравенство (17) в других обозначениях доказа
но в [2]. Аналогичные оценки для общих цилиндри-

Оценка (22) является классической [13]. Оцен
ка (21) доказана в [10].

Т е о р е м а  7. Д ля  первого нуля функции Бес
селя справедливы оценки

уу 1 < . . . < 7 б ( У  + 2) (У + З) -  л/4 (у + 2) (у + 3) (5у2 + 25у + 38) < (23)

< 7 2 (у + 1) (у + 3) < 

< 2 ^ ( у +  1) (у + 2).

(24)

(25) Ш
Оценка (25) известна [13, 14], а (23) -  новая. 

Получено несколько более точных, но и более 
сложных неравенств этого типа.

3. В этом пункте для отношения функций Мак
дональда получены двусторонние неравенства, 
отражающие специфику цепной дроби (8) при 
мнимых I.

Т е о р е м а  8. При 0 < х < у справедливы дву
сторонние оценки

К (х )

т  ~

Г1 Л 
V X у

ехр
'^2к ,\+ \00^

(II)К2 к+  1, V

ехр ^ 2  к- 1,у + \ 0 0 & \Г “ 2 к- 1.У +

^ ^ 2 к ,  V10 0

(26)

(27)

при этом неравенства (26) по к монотонно уи 1 
вают, а (27) -  монотонно возрастают.

Также получена формула относительной

Приведем несколько первых оценок (26), (27):

(У  + З ) 2

Лу2 + 2(У + 1) (У + З) ^ < у + 2)
Ц х) КХ У х2 + 2 ( у  + 1) (У + З)

2 2 / У - X  ч .

-

I у 2- х г \ 
ехР ( / , . . . оч ) ;"4 (у + 2)

( у ]
V (у2 + 4 (у  + 1) (У + 2) '

Ш  " I х ) (х2 + 4 (у + 1) (у + 2) )

у + 2

Vх /

(28)

(29)

(30)

(31)

Оценки (31) есть в [1, 2]. В [2] получена анало
гичная оценка для отношения функций Ку(г). Не
равенство, близкое к (29), доказано в [4] методом 
работы [3].

В частности, при у = ±1/2 из (10), (26), (27) по-
ошибки, аналогичная (12), и оценка разности лучаем оценки для функции 1Нг. Подобные
между правыми частями (26) и (27). неравенства изучались в [3].
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В заключение отметим, что представляет ин
терес сравнение неравенств этого параграфа с 
аналогичными неравенствами из работ [1 - 10] 
аналитически и при помощи компьютера. Веро
ятным представляется утверждение, что наши не
равенства точнее. Действительно, в основе нашей 
работы и работ [1-10] лежит общая идея -  оценка 
логарифмической производной функций Бесселя 
рациональной функцией. Используемые же в на
стоящей работе рациональные приближения -  
цепные дроби и аппроксимации Паде -  являются 
в определенном смысле оптимальными.

Интересно отметить, что задача о дальнейшем 
уточнении неравенств (10) и (26), (27) представля
ется идеальной для решения при помощи ком
пьютерных программ типа КЕРИСЕ.

Автор благодарит Л.А. Минина (Воронеж) за 
многочисленные полезные обсуждения.
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