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ON FRACTIONAL POWERS OF THE BESSEL OPERATOR ON

A SEMIAXIS

ELINA SHISHKINA AND SERGEI M. SITNIK

Abstract. In this paper we study fractional powers of the Bessel

differential operator defined on a semiaxis. Some important properties of

such fractional powers of the Bessel differential operator are proved. They

include connections with Legendre functions for kernel representations,

fractional integral operators of Liouville and Saigo, Mellin transform and

index laws. Possible applications are indicated to differential equations

with fractional powers of the Bessel differential operator.

1. Introduction

We consider real powers of a singular Bessel operator

(1) Bν = D2 +
ν

x
D, ν ≥ 0

on a semiaxis (0,∞).
Let α > 0, f(x) ∈ C [2α]+1(0,∞). We define fractional powers of a singular Bessel

operator on a semiaxis (0,∞) by the formulae (cf. [1]–[4], [18])
(2)

(B−α
ν,− f)(x)=

1

Γ(2α)

+∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

f(y)dy.

For brevity we shall also use a term fractional Bessel operator for (10).
In the paper we derive a formulae for (10) via the Legendre functions, reduce

it to the fractional Riemann–Liouville operator for ν = 0, establish its connections
with Saigo integral operator, find conditions under which (10) is the left inverse for
(9). We also will find the Mellin transform for (10) and prove semigroup property
for a fractional Bessel operator on a semiaxis.

Using a formulae connecting the Gauss hypergeometric function and the Legendre
function of the form

2F1(a, b; 2b; z) = 22b−1Γ

(

b+
1

2

)

z
1

2
−b(1− z)

1

2 (b−a− 1

2 )P
1

2
−b

a−b− 1

2

[(

1− z

2

)√
1− z

]
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(cf. formulae 15.4.8, page 561, [5]), we derive

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

=

= 22α−1Γ

(

α+
1

2

) (

y2 − x2

y2

)

1

2
−α

( y

x

)
ν

2

P
1

2
−α

ν

2
−1

[

1

2

(

x

y
+

y

x

)]

and so reduce (10) to

(B−α
ν,−f)(x) =

Γ
(

α+ 1
2

)

Γ(2α)

b
∫

x

(y2 − x2)α−
1

2

( y

x

)
ν

2

P
1

2
−α

ν

2
−1

[

1

2

(

x

y
+

y

x

)]

f(y)dy.

Reducing of fractional Bessel operators via the Legendre functions is a useful
simplification as it is a representation via two–parameter Legendre functions instead
of three–parameter Gauss hypergeometric functions.

In this paper we study the fractional Bessel operator on a semiaxis of the form
(10), which is a generalization of the Liouville fractional integral. Another version
of the fractional Bessel operator on a finite interval with an integral over (0, x),
which is a generalization of the Riemann–Liouville fractional integral, and other
modifications were studied in [2]–[4].

We define (10) under function conditions close to optimal. But below for simplicity
we consider infinitely differentiable functions which are finite on a semiaxis, namely
with a support supp f(x) = [a, b], 0 < a < b < ∞.

2. Basic properties of fractional powers of the Bessel operator on

a semiaxis

In this section we obtain basic properties of operator (10), firstly, we demonstrate
the connection between fractional Bessel integral on a semiaxis with Liouville
fractional integral and Saigo fractional integral, secondly, we show that when α = 1
the operator (10) inverses the Bessel operator (9) with some additional conditions,
and finally, we find fractional Bessel integral (10) of power function.

Property 1. When ν = 0 fractional Bessel integral on a semiaxis B−α
0,− is

Liouville fractional integral defined by the formula (5.3) p. 85 from [6]. Namely
we have

(B−α
0,−f)(x) =

1

Γ(2α)

∞
∫

x

(y − x)2α−1f(y)dy = (I2α
−

f)(x).

Proof. Actually we have

(B−α
0,−f)(x) =

1

Γ(2α)

∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)2α−1

2F1

(

α− 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

f(y)dy.

Using a formulae following from the integral representation for the Gauss hypergeometric
function

2F1

(

α− 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

=

[

2y

x+ y

]2α−1

,
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we derive

(B−α
0,−f)(x) =

1

Γ(2α)

∞
∫

x

(y − x)2α−1f(y)dy = (I2α
−

f)(x).

Property 2. The next equality is valid

(3) (B−α
ν,−f)(x) =

1

22α
J
2α, ν−1

2
−α,−α

x2

(

x
ν−1

2 f(
√
x)
)

,

where

(4) Jx
γ,β,ηf(x) =

1

Γ(γ)

∞
∫

x

(t− x)γ−1t−γ−β
2F1

(

γ + β,−η; γ; 1− x

t

)

f(t)dt,

is the Saigo fractional integral (see [7], [9]). In (13) γ > 0, β, θ are reals.
Proof. Use change of a variable y2 = t in the fractional Bessel operator (10) we

derive:

(B−α
ν,−f)(x) =

1

22αΓ(2α)

∞
∫

x2

(t−x2)2α−1t−α
2F1

(

α+
ν−1

2
, α; 2α; 1−x2

t

)

f(
√
t)dt.

From comparing with (13) it follows

γ = 2α, β =
ν−1

2
− α, −γ − β = −α− ν−1

2
, η = −α,

that gives (12).
Property 3. If lim

x→+∞

g(x) = 0, lim
x→+∞

g′(x) = 0 then

(B−1
ν,−Bνg)(x) = g(x).

Proof. Let consider B−α
ν,b− при α = 1:

(B−1
ν,−f)(x) =

∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)

2F1

(

ν + 1

2
, 1; 2; 1− x2

y2

)

f(y)dy.

Using the equality for the Gauss hypergeometric function

2F1

(

ν + 1

2
, 1; 2; 1− x2

y2

)

=
2

1− ν

y2

x2 − y2

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

,

the operator B−1
ν,− may be written in the form

(B−1
ν,−f)(x) =

1

ν − 1

∞
∫

x

y

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

f(y)dy.

Let f(x) = Bνg(x) = g′′(x) + ν
x
g′(x), then

(B−1
ν,−f)(x) = (B−1

ν,−Bνg)(x) =

=
1

ν − 1

∞
∫

x

y

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

(

g′′(y) +
ν

y
g′(y)

)

dy =
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=
1

ν − 1





∞
∫

x

y

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

g′′(y)dy + ν

∞
∫

x

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

g′(y)dy



 .

Twice differentiating the first term we derive

∞
∫

x

y

[

(

x

y

)1−ν

−1

]

g′′(y)dy=

= y

[

(

x

y

)1−ν

−1

]

g′(y)

∣

∣

∣

∣

y=∞

y=x

−
∞
∫

x

(νx1−νyν−1−1)g′(y)dy =

= y

[

(

x

y

)1−ν

−1

]

g′(y)

∣

∣

∣

∣

y=∞

y=x

− (νx1−νyν−1 − 1)g(y)

∣

∣

∣

∣

y=∞

y=x

+

+ν(ν − 1)x1−ν

∞
∫

x

yν−2g(y)dy.

Integrating by part the second term we obtain

∞
∫

x

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

g′(y)dy =

=

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

g(y)

∣

∣

∣

∣

y=∞

y=x

− ν − 1

xν−1

∞
∫

x

yν−2g(y)dy.

So it is obvious that for lim
x→+∞

g(x) = 0, lim
x→+∞

g′(x) = 0 it follows

(B−1
ν,−Bνg)(x) = g(x).

Property 4. When x > 0 and m+ 2α+ ν < 1 we have a formula

(5) B−α
ν,− xm = x2α+m 2−2α Γ

[

−α− m
2 , − ν−1

2 − α− m
2

1−ν−m
2 , −m

2

]

.

Proof. Let us find a fractional Bessel operator acting on power function f(x)=xm

for x > 0 and m+ 2α+ ν < 1. Calculate

B−α
ν,− xm =

1

Γ(2α)

∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

ymdy =

=

{

x2

y2
= t, y = xt−

1

2 , dy = −1

2
xt−

3

2 dt, y = x, t = 1, y = ∞, t = 0

}

=

=
1

2

1

Γ(2α)

1
∫

0

(

x2t−1 − x2

2xt−
1

2

)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− t

)

(xt−
1

2 )mxt−
3

2 dt=

=
x2α+m

22αΓ(2α)

1
∫

0

t−α−m

2
−1(1− t)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− t

)

dt.
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Now use the formulae 2.21.1.11, page 265, [8] of the form
z

∫

0

xµ−1(z − x)c−1
2F1

(

a, b; c; 1− x

z

)

dx =

(6) = zc+µ−1Γ

[

c, µ, c− a− b+ µ

c− a+ µ, c− b+ µ

]

,

z > 0, Re c > 0, Re (c− a− b+ µ) > 0,

for B−α
ν,− xm we obtain

z = 1, µ = −α− m

2
, a = α+

ν − 1

2
, b = α, c = 2α.

Then, noticing that m+ 2α+ ν < 1 we have

c− a− b+ µ = −ν − 1

2
− α− m

2
> 0,

and, consequently, using (15) we obtain

B−α
ν,− xm =

x2α+m

22αΓ(2α)
Γ

[

2α, −α− m
2 , − ν−1

2 − α− m
2

1−ν−m
2 , −m

2

]

.

After simplifying we get (14).

3. Integral Mellin transform of fractional Bessel integral on a

semiaxis and semigroup property

In this section we obtain the formula of Mellin transform of fractional Bessel
integral on a semiaxis B−α

ν,−.
We use a standard definition of the Mellin transform for a function f

Mf(s) = f∗(s) =

∞
∫

0

xs−1f(x)dx.

Theorem 1. Let α > 0. The Mellin transform applied to a fractional Bessel
operator on a semiaxis B−α

ν,− is

(7) ((B−α
ν,−f)(x))

∗(s) =
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

f∗(2α+ s).

Proof. We have

((B−α
ν,−f)(x))

∗(s) =

∞
∫

0

xs−1(B−α
ν,−f)(x)dx =

1

Γ(2α)

∞
∫

0

xs−1dx×

×
+∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

f(y)dy =

=
1

Γ(2α)

∞
∫

0

f(y)(2y)1−2αdy×

×
y

∫

0

(y2 − x2)2α−1
2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

xs−1dx.
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First let find an internal integral

I =

y
∫

0

(y2 − x2)2α−1
2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

xs−1dx =

=
1

2

y2

∫

0

(y2 − x)2α−1
2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x

y2

)

x
s

2
−1dx.

Then using (15) we get

z = y2 > 0, c = 2α > 0, a = α+
ν − 1

2
, b = α, α =

s

2
,

c− a− b+ α =
s

2
− ν − 1

2
> 0 ⇒ s > ν − 1.

It follows

I =
y4α+s−2

2
Γ

[

2α, s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

and
((B−α

ν,−f)(x))
∗(s) =

=
1

2
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

∞
∫

0

f(y)(2y)1−2αy4α+s−2dy =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

∞
∫

0

f(y)y2α+s−1dy =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

f∗(2α+ s).

That completes the proof of the Theorem 1.
Theorem 2. For α, β > 0 the semigroup property for the fractional Bessel

integral is true

(8) B−α
ν,−B

−β
ν,−f = B

−(α+β)
ν,− f.

Proof. Let g(y) = (B−β
ν,−f)(y). Using (16) we derive

(B−α
ν,−[(B

−β
ν,−f)(y)](x))

∗(s) = ((B−α
ν,−g)(x))

∗(s) =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

g∗(2α+ s) =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

(B−β
ν,−f)

∗(2α+ s) =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

×

× 1

22β
Γ

[

2α+s
2 , 2α+s

2 − ν−1
2

β + 2α+s
2 − ν−1

2 , β + 2α+s
2

]

f∗(2α+ 2β + s).

From the other side
(B

−(α+β)
ν,− f)∗(s) =

=
1

22(α+β)
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ β + s

2 − ν−1
2 , α+ β + s

2

]

f∗(2α+ 2β + s).
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And use the formulae

1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

× 1

22β
Γ

[

2α+s
2 , 2α+s

2 − ν−1
2

β + 2α+s
2 − ν−1

2 , β + 2α+s
2

]

=

=
1

22(α+β)
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ β + s

2 − ν−1
2 , α+ β + s

2

]

.

we prove the semigroup property (18), which sometimes is called "the index law".
As a conclusion let us mention that fractional Bessel operators of the form (10)

may be applied to a study of fractional order differential equations of different types.
They are also important in the theory of transmutations, cf. [10]–[15].

Differential equations with formal powers of Bessel operators are studied as
models for particle random walks [16]–[17]. Different powers of hyperbolic operators
connected to Bessel operators are studied in [19]–[23], cf. also [24]–[25].
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О ДРОБНЫХ СТЕПЕНЯХ ОПЕРАТОРА БЕССЕЛЯ

НА ПОЛУОСИ

Ситник С.М., Шишкина Э.Л.

Опубликовано: Сибирские Электронные Математические Известия, 2018,
Том 15 (2018), С. 1–10.
DOI 10.17377/semi.2018.15.001
http://semr.math.nsc.ru/v15/p1-10.pdf

4. Введение

Аннотация. В статье рассматриваются явные интегральные
представления для дробных степеней оператора Бесселя на по-
луоси. Для них доказаны представления ядер через функции
Лежандра, установлены связи с операторами дробного инте-
гродифференцирования Римана–Лиувилля и Сайго, вычисле-
но преобразование Меллина и установлено полугрупповое свой-
ство (индексные законы). Кратко намечены приложения к диф-
ференциальным уравнениям дробного порядка с дробными сте-
пенями операторов Бесселя.

Мы рассматриваем вещественные степени сингулярного дифференциально-
го оператора Бесселя

(9) Bν = D2 +
ν

x
D, ν ≥ 0

на вещественной полуоси (0,∞).

Определение 1. Пусть α > 0, f(x) ∈ C [2α]+1(0,∞). Дробную степень опера-
тора Бесселя на полуоси (0,∞) определим, следуя работам [1]–[4], формулой

(IBα
ν,− f)(x)=

(10) =
1

Γ(2α)

+∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

f(y)dy.

Для краткости будем также называть выражение (10) дробным интегра-

лом Бесселя на полуоси.

В работе [5] введены пространства, приспособленные для работы с операто-
рами вида (10):

Fp =

{

ϕ ∈ C∞(0,∞) : xk d
kϕ

dxk
∈ Lp(0,∞) для k = 0, 1, 2, ...

}

, 1 ≤ p < ∞,

F∞ =

{

ϕ ∈ C∞(0,∞) : xk d
kϕ

dxk
→ 0 приx → 0 + , и приx → ∞ для k = 0, 1, 2, ...

}

и

Fp,µ =
{

ϕ : x−µϕ(x) ∈ Fp

}

, 1 ≤ p ≤ ∞, µ ∈ C.

Кроме того, в [5] доказано, что (10) имеет обратный оператор.

http://semr.math.nsc.ru/v15/p1-10.pdf
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Определение 2. Дробную производную Бесселя на полуоси определим
равенством

(11) (DBα
ν,−f)(x) = Bn

ν (IB
n−α
ν,− f)(x), α > 0.

Можно показать, что на подходящем классе функций DBα
ν,− есть левый

обратный оператор к IBα
ν,−.

В этой работе мы получим для интегрального оператора (10) формулу, вы-
ражающую его ядро через функции Лежандра; сведем дробный интеграл Бес-
селя на полуоси к дробному интегралу Лиувилля при ν = 0, а также установим
связь дробного интеграла Бесселя (10) с дробным интегралом Сайго; устано-
вим условия, при которых оператор (10) есть левый обратный к (9); найдем
преобразование Меллина оператора (10) и докажем полугрупповое свойство
для дробного интеграла Бесселя на полуоси; а также решим уравнение с дроб-
ной производной Бесселя на полуоси.

Используя формулу, связывающую гипергеометрическую функцию Гаусса
и функцию Лежандра вида

2F1(a, b; 2b; z) = 22b−1Γ

(

b+
1

2

)

z
1

2
−b(1− z)

1

2 (b−a− 1

2 )P
1

2
−b

a−b− 1

2

[(

1− z

2

)√
1− z

]

(см. формулу 15.4.8 на стр. 561 из [6]), мы получим

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

=

= 22α−1Γ

(

α+
1

2

) (

y2 − x2

y2

)
1

2
−α

( y

x

)
ν

2

P
1

2
−α

ν

2
−1

[

1

2

(

x

y
+

y

x

)]

и сможем записать (10) в виде

(B−α
ν,−f)(x) =

Γ
(

α+ 1
2

)

Γ(2α)

b
∫

x

(y2 − x2)α−
1

2

( y

x

)
ν

2

P
1

2
−α

ν

2
−1

[

1

2

(

x

y
+

y

x

)]

f(y)dy.

Выражение дробных интегралов Бесселя через функции Лежандра являет-
ся полезным и является упрощением первоначального определения, так как
гипергеометрическая функция Гаусса зависит от трёх параметров, а функция
Лежандра — от двух.

В статье изучается дробный интеграл Бесселя в форме (10), который в част-
ном случае соответствует дробному интегралу Лиувилля. Существует также
версия дробного интеграла Бесселя на конечном отрезке с интегрированием
по промежутку (0, x), которая в частном случае является дробным интегра-
лом Римана–Лиувилля, а также их дальнейшие модификации, см. [2]–[4].

Определение (10) дано выше при ограничениях на функцию, близким к оп-
тимальным в указанном классе, однако далее мы будем для простоты пред-
полагать, что рассматриваются бесконечно дифференцируемые функции, фи-
нитные на полуоси, то есть их носитель есть supp f(x) = [a, b], 0 < a < b < ∞.

5. Основные свойства дробных степей оператора Бесселя на

полуоси

В этом пункте мы получим основные свойства оператора (10), во-первых,
демонстрирующие связь дробного интеграла Бесселя на полуоси с дробным
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интегралом Лиувилля и с дробным интегралом Сайго, во-вторых, показыва-
ющие, что при дополнительных условиях оператор (10) при α = 1 обращает
оператор Бесселя (9), и, наконец, найдем дробный интеграл Бесселя на полуоси
(10) от степенной функции.

Предложение 1. При ν = 0 дробный интеграл Бесселя на полуоси B−α
0,− сво-

дится к дробному интегралу Лиувилля, определённому формулой (5.3) стр.
85 из [7], а именно, справедлива формула

(IBα
0,−f)(x) =

1

Γ(2α)

∞
∫

x

(y − x)2α−1f(y)dy = (I2α
−

f)(x).

Доказательство. Действительно, имеем

(IBα
0,−f)(x) =

1

Γ(2α)

∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)2α−1

2F1

(

α− 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

f(y)dy.

Используя формулу, которая получается из интегрального представления ги-
пергеометрической функции Гаусса

2F1

(

α− 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

=

[

2y

x+ y

]2α−1

,

мы получим

(IBα
0,−f)(x) =

1

Γ(2α)

∞
∫

x

(y − x)2α−1f(y)dy = (I2α
−

f)(x).

�

Предложение 2. Имеет место равенство

(12) (IBα
ν,−f)(x) =

1

22α
J
2α, ν−1

2
−α,−α

x2

(

x
ν−1

2 f(
√
x)
)

,

где

(13) Jx
γ,β,ηf(x) =

1

Γ(γ)

∞
∫

x

(t− x)γ−1t−γ−β
2F1

(

γ + β,−η; γ; 1− x

t

)

f(t)dt,

— дробный интеграл Сайго (см. [8], [10]). В (13) γ > 0, β, θ — вещественные
числа.

Доказательство. Произведем замену переменной y2 = t в дробном интеграле
Бесселя на полуоси (10), получим:

(IBα
ν,−f)(x) =

1

22αΓ(2α)

∞
∫

x2

(t−x2)2α−1t−α
2F1

(

α+
ν−1

2
, α; 2α; 1−x2

t

)

f(
√
t)dt.

Сравнивая полученное выражение с (13), будем иметь

γ = 2α, β =
ν−1

2
− α, −γ − β = −α− ν−1

2
, η = −α,

что и дает (12). �
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Предложение 3. При lim
x→+∞

g(x) = 0, lim
x→+∞

g′(x) = 0 получим, что

(IB−1
ν,−Bνg)(x) = g(x).

Доказательство. Рассмотрим IBα
ν,− при α = 1:

(IB1
ν,−f)(x) =

∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)

2F1

(

ν + 1

2
, 1; 2; 1− x2

y2

)

f(y)dy.

Поскольку для гипергеометрической функции Гаусса справедливо равенство

2F1

(

ν + 1

2
, 1; 2; 1− x2

y2

)

=
2

1− ν

y2

x2 − y2

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

,

то IB1
ν,− можно записать в виде

(IB1
ν,−f)(x) =

1

ν − 1

∞
∫

x

y

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

f(y)dy.

Пусть f(x) = Bνg(x) = g′′(x) + ν
x
g′(x), тогда

(IB1
ν,−f)(x) = (B−1

ν,−Bνg)(x) =

=
1

ν − 1

∞
∫

x

y

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

(

g′′(y) +
ν

y
g′(y)

)

dy =

=
1

ν − 1





∞
∫

x

y

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

g′′(y)dy + ν

∞
∫

x

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

g′(y)dy



 .

Дважды интегрируя по частям первое слагаемое, получим
∞
∫

x

y

[

(

x

y

)1−ν

−1

]

g′′(y)dy=

= y

[

(

x

y

)1−ν

−1

]

g′(y)

∣

∣

∣

∣

y=∞

y=x

−
∞
∫

x

(νx1−νyν−1−1)g′(y)dy =

= y

[

(

x

y

)1−ν

−1

]

g′(y)

∣

∣

∣

∣

y=∞

y=x

− (νx1−νyν−1 − 1)g(y)

∣

∣

∣

∣

y=∞

y=x

+

+ν(ν − 1)x1−ν

∞
∫

x

yν−2g(y)dy.

Интегрируя по частям второе слагаемое, будем иметь
∞
∫

x

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

g′(y)dy =

=

[

(

x

y

)1−ν

− 1

]

g(y)

∣

∣

∣

∣

y=∞

y=x

− ν − 1

xν−1

∞
∫

x

yν−2g(y)dy.
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Тогда, очевидно, что при lim
x→+∞

g(x) = 0, lim
x→+∞

g′(x) = 0 получим

(IB1
ν,−Bνg)(x) = g(x).

�

Предложение 4. При x > 0 и m+ 2α+ ν < 1 справедлива формула

(14) IBα
ν,− xm = 2−2α Γ

[

−α− m
2 , − ν−1

2 − α− m
2

1−ν−m
2 , −m

2

]

x2α+m.

Доказательство. Найдем дробный интеграл Бесселя на полуоси от степенной
функции f(x)=xm при x > 0 и m+ 2α+ ν < 1. Имеем

IBα
ν,− xm =

1

Γ(2α)

∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

ymdy =

=

{

x2

y2
= t, y = xt−

1

2 , dy = −1

2
xt−

3

2 dt, y = x, t = 1, y = ∞, t = 0

}

=

=
1

2

1

Γ(2α)

1
∫

0

(

x2t−1 − x2

2xt−
1

2

)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− t

)

(xt−
1

2 )mxt−
3

2 dt=

=
x2α+m

22αΓ(2α)

1
∫

0

t−α−m

2
−1(1− t)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− t

)

dt.

Используя формулу 2.21.1.11 из [9], стр. 265 вида

z
∫

0

xµ−1(z − x)c−1
2F1

(

a, b; c; 1− x

z

)

dx =

(15) = zc+µ−1Γ

[

c, µ, c− a− b+ µ

c− a+ µ, c− b+ µ

]

,

z > 0, Re c > 0, Re (c− a− b+ µ) > 0,

для B−α
ν,− xm мы будем иметь

z = 1, µ = −α− m

2
, a = α+

ν − 1

2
, b = α, c = 2α.

Тогда, учитывая, что m+ 2α+ ν < 1 справедливо неравенство

c− a− b+ µ = −ν − 1

2
− α− m

2
> 0,

и, следовательно, воспользовавшись (15), получим

IBα
ν,− xm =

x2α+m

22αΓ(2α)
Γ

[

2α, −α− m
2 , − ν−1

2 − α− m
2

1−ν−m
2 , −m

2

]

что после упрощения дает (14). �
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Отметим важность полученной формулы, устанавливающей, что дробный
интеграл Бесселя переводит одну степенную функцию в другую, так как это
позволяет распространить его определение на произвольные степенные ряды.
Явный вид константы в формуле (14) в форме отношения гамма–функций по-
казывает, что дробный интеграл Бесселя является оператором дробного диф-
ференцирования типа Гельфонда–Леонтьева [7].

6. Интегральное преобразование Меллина дробных степей

оператора Бесселя на полуоси и полугруповое свойство

В этом пункте выведем формулу преобразования Меллина от дробного ин-
теграла Бесселя на полуоси B−α

ν,−.
Преобразование Меллина функции f определяется формулой

Mf(s) = f∗(s) =

∞
∫

0

xs−1f(x)dx.

Теорема 1. Пусть α > 0. Преобразования Меллина от дробного интеграла и
дробной производной Бесселя на полуоси имеют вид

(16) ((IBα
ν,−f)(x))

∗(s) =
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

f∗(2α+ s),

(17) ((DBα
ν,−f)(x))

∗(s) = 22α Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
s
2 − α− ν−1

2 , s
2 − α

]

f∗(s− 2α).

Доказательство. Имеем

((IBα
ν,−f)(x))

∗(s) =

∞
∫

0

xs−1(IBα
ν,−f)(x)dx =

1

Γ(2α)

∞
∫

0

xs−1dx×

×
+∞
∫

x

(

y2 − x2

2y

)2α−1

2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

f(y)dy =

=
1

Γ(2α)

∞
∫

0

f(y)(2y)1−2αdy×

×
y

∫

0

(y2 − x2)2α−1
2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

xs−1dx.

Найдем внутренний интеграл

I =

y
∫

0

(y2 − x2)2α−1
2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x2

y2

)

xs−1dx =

=
1

2

y2

∫

0

(y2 − x)2α−1
2F1

(

α+
ν − 1

2
, α; 2α; 1− x

y2

)

x
s

2
−1dx.

Используя формулу (15), получим

z = y2 > 0, c = 2α > 0, a = α+
ν − 1

2
, b = α, α =

s

2
,
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c− a− b+ α =
s

2
− ν − 1

2
> 0 ⇒ s > ν − 1.

Тогда

I =
y4α+s−2

2
Γ

[

2α, s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

и

((IBα
ν,−f)(x))

∗(s) =

=
1

2
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

∞
∫

0

f(y)(2y)1−2αy4α+s−2dy =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

∞
∫

0

f(y)y2α+s−1dy =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

f∗(2α+ s).

Найдем теперь преобразование Меллина от дробной производной Бесселя
на полуоси

((DBα
ν f)(x))

∗(s) = ((Bn
ν (IB

n−α
ν,− f(x))∗(s) =

= 22nΓ

[

n+ 1− s
2

1−s+ν
2 + n

1− s
2

1−s+ν
2

]

((IBn−α
ν,− f(x))∗(s− 2n) =

= 22nΓ

[

n+ 1− s
2

1−s+ν
2 + n

1− s
2

1−s+ν
2

]

×

× 1

22(n−α)
Γ

[

s
2 − n, s

2 − n− ν−1
2

n− α+ s
2 − n− ν−1

2 , n− α+ s
2 − n

]

(f(x))∗(s− 2α) =

= 22αΓ

[

n+ 1− s
2

1−s+ν
2 + n

1− s
2

1−s+ν
2

]

Γ

[

s
2 − n, s

2 − n− ν−1
2

s
2 − α− ν−1

2 , s
2 − α

]

(f(x))∗(s−2α).

Применяя формулу

Γ(1− z)Γ(z) =
π

sin (πz)
, z 6∈ Z,

в числителе получим

Γ
(

1 + n− s

2

)

Γ
(s

2
− n

)

=
π

sin( s2 − n)π
=

(−1)nπ

sin( s2 )π
,

Γ

(

1− s+ ν

2
+ n

)

Γ

(

s− ν + 1

2
− n

)

= Γ

(

1− 1− s+ ν

2
− n

)

Γ

(

1− s+ ν

2
+ n

)

=

=
π

sin(1−s+ν
2 + n)π

=
(−1)nπ

sin(1−s+ν
2 )π

.

Таким образом,

(−1)nπ

Γ
(

1−s+ν
2

)

sin(1−s+ν
2 )π

= (−1)nΓ

(

1 + s− ν

2

)

,

(−1)nπ

Γ
(

1− s
2

)

sin( s2 )π
= (−1)nΓ

(s

2

)

.

Доказательство закончено. �
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Теорема 2. Для дробного интеграла и дробной производной Бесселя на полу-
оси при α, β > 0 справедливо полугрупповое свойство

(18) IB−α
ν,−IB

β
ν,−f = IB

α+β
ν,− f,

(19) DBα
ν,−DB

β
ν,−f = DB

α+β
ν,− f.

Доказательство. Пусть g(y) = (IBβ
ν,−f)(y). Используя (16), мы получим

(IBα
ν,−[(IB

β
ν,−f)(y)](x))

∗(s) = ((IBα
ν,−g)(x))

∗(s) =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

g∗(2α+ s) =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

(IBβ
ν,−f)

∗(2α+ s) =

=
1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

×

× 1

22β
Γ

[

2α+s
2 , 2α+s

2 − ν−1
2

β + 2α+s
2 − ν−1

2 , β + 2α+s
2

]

f∗(2α+ 2β + s).

С другой стороны

(IBα+β
ν,− f)∗(s) =

=
1

22(α+β)
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ β + s

2 − ν−1
2 , α+ β + s

2

]

f∗(2α+ 2β + s).

Мы имеем верное равенство

1

22α
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ s

2 − ν−1
2 , α+ s

2

]

× 1

22β
Γ

[

2α+s
2 , 2α+s

2 − ν−1
2

β + 2α+s
2 − ν−1

2 , β + 2α+s
2

]

=

=
1

22(α+β)
Γ

[

s
2 ,

s
2 − ν−1

2
α+ β + s

2 − ν−1
2 , α+ β + s

2

]

.

Таким образом, справедливо полугрупповое свойство (18). Свойство (19) дока-
зывается аналогично. �

Отметим, что в литературе по интегральным преобразованиям с параметром
часто полугрупповое свойство называется индексным законом.

В заключение отметим, что конструкции дробных степеней оператора Бес-
селя вида (10) и (11) могут быть применены к исследованию различных диф-
ференциальных уравнений дробного порядка, а также в теории операторов
преобразования, см. [11]–[18], [25]–[26]. Дифференциальное уравнение с дроб-
ной степенью оператора Бесселя используется при моделировании случайно-
го блуждания частицы (см. [19]–[20]). Другой подход к определению дробных
степеней оператора Бесселя см. в [5]. Исследованию различных степеней опе-
ратора гиперболического типа, содержащего операторы Бесселя, посвящены
работы [21]–[24].
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[17] Sitnik S. M., A survey of Buschman–Erdélyi transmutations, Chelyabinsk Physical and

Mathematical Journal, 1:4 (2016), 63–93. (in Russian).
[18] Sitnik S. M., Transmutation operators and applications, Researches on contemporary analysis

and mathematical modelling. Editors: Korobeinik Yu. F., Kusraev A. G. Vladikavkaz, (2008),
226–293. (in Russian).

[19] Garra R., Orsingher E., Random flights related to the Euler-Poisson-Darboux

equation, Markov processes and related fields, 22 (2016), 87–110.
[20] Garra R., Orsingher E., Polito F., Fractional KleinGordon Equations and Related Stochastic

Processes, Journal of Statistical Physics, 155 (2014), 777–809.
[21] E. L. Shishkina, On weighted generalized functions associated with quadratic forms, Issues of

Analysis, 5(23):2 (2016), 52–68.
[22] E. L. Shishkina, Weighted generalized functions coresponding to the quadratic forms with

complex coefficients, Chelyabinsk Physical and Mathematical Journal, 2(1) (2017), 88-98. (in
Russian).

[23] E. L. Shishkina, On the boundedness of hyperbolic Riesz B-potential, Lithuanian
Mathematical Journal, 56(4) (2016), 540-551.

http://arxiv.org/abs/1304.2114v1
http://arxiv.org/abs/1012.3741


18 E.L. SHISHKINA, S.M. SITNIK

[24] E. L. Shishkina, On the properties of one averaging kernel in Lebegue weighted class, Scientific
bulletins of Belgorod State University. Series Mathematics, 6(227):42 (2016), 12–19. (in
Russian).

[25] E. L. Shishkina, S. M. Sitnik, On an identity for the iterated weighted spherical mean and

its applications, Siberian Electronic Mathematical Reports, 13 (2016), 849–860.
[26] E. L. Shishkina, S. M. Sitnik, General form of the Euler–Poisson–Darboux equation and

application of the transmutation method, Electronic Journal of Differential Equations, 177
(2017), 1–20.

Elina Shishkina
Voronezh State University, Voronezh,Russia.

E-mail address: ilina_dico@mail.ru

Sergei M. Sitnik
Belgorod State National Research University (BSU), Belgorod, Russia.

E-mail address: Sitnik@bsu.edu.ru

–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

Элина Шишкина
Воронежский государственный университет, Воронеж, Россия.

E-mail address: ilina_dico@mail.ru

Сергей Ситник
Белгородский государственный национальный исследовательский университет
(БелГУ), Белгород, Россия.

E-mail address: Sitnik@bsu.edu.ru


	1. Introduction
	2. Basic properties of fractional powers of the Bessel operator on a semiaxis
	3. Integral Mellin transform of fractional Bessel integral on a semiaxis and semigroup property
	Список литературы
	4. Введение
	5. Основные свойства дробных степей оператора Бесселя на полуоси
	6. Интегральное преобразование Меллина дробных степей оператора Бесселя на полуоси и полугруповое свойство
	Список литературы

