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В статье рассматриваются технология передачи информации с 
ортогональным частотно-временным мультиплексированием
(OFTDM). OFTDM сигнал формируется при помощи ортогонального 
обобщенного базиса Вейля-Гейзенберга, обладающего хорошей час
тотно-временной локализацией. Для этого базиса доказываются ус
ловия ортогональности, критерий и теорема Найквиста, которые 
гарантируют отсутствие межканальной и межсимвольной интерфе
ренции сигнала в гауссовских каналах. На основе этих критериев 
предложен вычислительно-эффективный метод ортогонализации на 
основе быстрого преобразования Фурье.
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В настоящ ее время одной из наиболее распространенны х технологий, леж а
щих в основе передачи информации, как по проводным, так и по беспроводным ка
налам, является ортогональное частотное мультиплексирование (Orthogonal Fre
quency Division M ultiplexing или OFDM). Структура и свойства OFDM  сигнала опреде
ляю тся собственным конечномерным базисом, из которого он формируется, как не
которая линейная комбинация базисных функций. Коэффициенты линейной комби
нации (модулирующ ие символы) могут быть вещ ественными или комплексными и 
определяю тся выбранным сигнальным созвездием (например, Q AM , PSK, и др.).

О днако, прям оугольная ф орм а ф орм ирую щ его им пульса, характерная для 
классических OFD M  систем  [1, 2], не является оптим альной с точки зрения усто й 
чивости к м еж канальной интерф еренции (М КИ ). П оскольку в этом  случае л о к а
лизация ф орм ируем ы х на основе неё базисны х ф ункций в частотной области бу
дет наихудш ей. По этой ж е причине в таких O FD M  систем ах уровень внеполосного 
излучения оказы вается завы ш енны м . П ричем , природа м еж канальны х пом ех та 
кова, что их нельзя ском пенсировать или отф ильтровать обы чны м и м етодам и 
циф ровой обработки.

В литературе [3, 4] был предложен ряд подходов к подавлению М КИ. Однако, 
эти методы приводят либо к весьма значительной потере спектральной и энергетиче
ской эффективности, либо к наруш ению ортогональности. П оэтому задача борьбы с 
межканальной интерференцией в мобильных OFDM  системах является очень акту
альной, и во многих случаях пока не находит удовлетворительного решения.

Одним из основных методом борьбы с частотно-временным рассеянием сиг
нала является использование специальных ортогональны х хорош о локализованны х 
базисов, минимизирующ их уровень взаимного влияния поднесущ их каналов, как в 
частотной, так и во временной областях, но при этом не ухудш аю щ их спектральную и 
энергетическую эфф ективность системы. Однако, теорема Балиан-Лоу (Balin-Low) [5] 
ограничивает возмож ность построения ортогональны х плотно упакованны х и хоро
шо локализованны х базисов на основе сдвигов по времени и частоте единственного 
формирую щ его импульса. Другими словами, в этом случае невозможно построить 
ортогональный сигнальный базис с хорош ей частотно-временной локализацией без 
потери спектральной эфф ективности. С другой стороны, ортогональность остается 
обязательным требованием, приводящ им, в частности, к минимизации ошибок, обу
словленны х действием в канале аддитивного белого гауссовского шума. Альтерна
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тивной технологией, которая позволяет в значительной степени преодолеть указан
ные недостатки и получить наилучш ее частотно-временное уплотнение базисных 
функция, является ортогональное частотно-временное мультиплексирование -  
OFTDM  (Orthogonal Frequency Tim e Division M ultiplexing) [2].

В OFTDM  системах при построении ортогонального сигнального базиса вместо 
одного формирующ его импульса используется несколько инициализирующ их ф унк
ций с хорош ей частотно-временной локализацией. Эти функции отличаются друг от 
друга только фазами, а сам базис получается в результате их равномерных сдвигов по 
времени и частоте (обобщ енный базис Вейля-Гейзенберега).

До последнего времени одной из основных проблем при применении на прак
тике (в частности, в абонентских телекоммуникационны х устройствах) таких базисов 
являлась сложность алгоритма их формирования. В статье выводятся упрощ енные 
условия ортогональности обобщ енных базисов Вейля-Гейзенберга для OFTDM  сиг
налов, учиты ваю щ ие свойства формирующ его импульса. В теории связи эти условия 
часто называются критерием или теоремой Найквиста [1]. Данны е критерии имеют 
важное теоретическое и прикладное значение, так как позволяют получить вы числи
тельно эффективный алгоритм построения обобщ енных ортогональных базисов Вей
ля-Гейзенберга с наилучш ей частотно-временной локализацией. Таким образом, уп 
рощ ается процедура синтеза базиса, что позволяет приблизиться к практической реа
лизации OFTDM  системы.

П ередаваемый OFTDM  сигнал s(t) в дискретном времени можно эквивалент

но представить в виде:
M - \ (  L-1 L-1 Л

s [n ] = Z I Z  ch  w h [n ]+ Z  cLi w h [n ] | ,n е j n , (1)
k = 0 V t= 0 t= 0 )

2k 
M

2n

M

где cRl = R e(ak t) ,  ck t = Im(ak t) -  действительны е и мнимые части комплексных ин

формационны х QAM  символов ak t ; s\n\ = s{n T /M ) ,  g [n]= g {n T /M ),

J N = {0 ,1, N  - 1}, wkRl [n] и wk t [n] -  комплексные функции, полученные в результате 

равномерны х сдвигов по времени и частоте двух классов инициализирующ их функ

ций: g [n]exp(j ^ M k a )  и g [n + M / 2 ]exp(j ^ M k a ) ;  M  > 2  -  количество поднесущ их,

N  = M L  > M  ; F  = 1/T  -  расстояние м еж ду поднесущ ими, T  -  символьный времен

ной период; а е R  = ( - да, да) -  фазовый параметр; (a)N = (a)modN -  значение числа a 

по модулю n . Система базисных функций B \J N ] = \ v lt [n\ Wl,l [n]} ортонормирована 

на дискретном интервале J N в смысле вещ ественного скалярного произведения

N - 1

( x  [П ]  y  [n  =  R e  ((x  [n  ]  y  [n  J} )  (x  [n  ]  y  [n  ^ =  Z  x [n  ]  y  * [ n  ]  •
n  =  0

Важно упростить условия ортогональности базиса B [J„ ] и привести их к виду, 

удобном у для использования на практике.

П усть OFTDM  сигнал s\n\ передается по гауссовскому каналу с идеальной час

тотной характеристикой, а его выход описывается уравнением:

r[n] = s[n ]+ w[n\ w[n]~ n (o ,a 2w), (4)
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W [n ] = g [(n -  tM )N  ]exP | j  M k(n -  a /2^ , (2)

wI ,t[n ] = -  j g [(n+ M  / 2 -  tM  )n ]exp f j  ~ ~  k (n -  a  2)\  (3)



где w[n] -  белый гауссовский шум с нулевым математическим ожиданием и диспер

сией o 2w. Оптимальный прием такого сигнала обеспечивается схемой, состоящ ей из 

согласованного фильтра с импульсной характеристикой hсф [n] = s * [(- n )N ] и операто

ра взятия реальной части комплексного числа R e ( ) . Выход данной схемы описы ва

ется уравнением:

y[n] = Re(r[n]® кфф [n]) = R ef Z  r \m\s * [(m -  n )n H
V m=0 )

где ® означает циклическую свертку двух функций.

Отсюда видно, что в момент времени n  = 0  на выходе оптимального приемни
ка формируется реальная часть корреляционной суммы:

y [0] = Re((r , s)) = R e f r  [n ] s *[n]] = Re(r [n ]® s *[( -n )N] ) .

Учиты вая вид OFTDM  сигнала (1), после преобразований получим:
M -1  L -1

y  \0] = Z  Z  (ch y Rj  + ci j y i j ) , (5)
k = 0  t= 0

y h  = Re f  Z  r \n ] w * h  \n ]]  = R e (r \n] ® w *R,0 [ ( - n)N ] L ) ,
V n=0 )

yk,t = Re f  Z r \n] w * ,i  \ n]] = R e (r \n] ® w *1,0 [ ( - n )  n ] |n ).
V n=0 )

реальные части выходов фильтров, согласованных с базисными функциями (2) и (3) 
соответственно (СФБИ фильтров).

Таким образом, оптимальный прием OFTDM  сигнала может быть осуществлен 

при помощи банка из 2M  СФБИ фильтров, реальные выходы которых замеряются в 
моменты времени, кратные M  .

Условия накладываемые на структуру сигнала s[n] в гауссовском канале, при 

которых на выходе оптимального приемника (5) отсутствую т М СИ и М КИ , принято 
называть критерием Найквиста.

Очевидно, что слож ность структуры OFTDM  сигналов не позволяет воспользо
ваться напрямую критерием Найквиста, сформулированным для модели посимволь
ной передачи [6]. Однако критерий может быть расш ирен и на такие сигналы.

Н етрудно убедиться, что в случае модели канала (4) межсимвольная и межка- 
нальная интерференция будут отсутствовать, если выполнены условия ортогонально
сти для обобщ енного базиса Вейля-Гейзенберга, т.е.

(wHj И  wRk,v И R = Skk'5 tt', {wI,i \ 4  w l'j'[n ]R = 0, (wl,t \ 4  wI',v [n])R = 5 kk'SU'. (6)

Действительно, если условия (6) выполнены, то при r[n] = s[n] (отсутствии 

ш ума) сигнал на выходе оптимального приемника (5) не содерж ит интерф еренцион
ных составляю щ их и равен:

M-1L-1 /

y [ o ] = z z  (cRt )2 + (ck,t )2 = e ,
k=0 t=0

где E  -  энергия OFTDM  сигнала. Таким образом, условия (6) описываю т критерий 
Н айквиста для OFTDM  сигнала.

Воспользовавш ись свойствами скалярного произведения, нетрудно доказать 
следующ ую лемму, позволяющ ую записать критерий в более компактном виде:

Л е м м а  1. Н еобходимыми и достаточными условиями ортогональности базиса 

B [J n ] являются равенства:
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w h  H W o [n]) R = ^ o ^  (7)
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wRj  [n] w0,o[n])R = 0  V k  G J M, V I g J L. (8)

Если учесть конкретный вид базисных функций (2), (3), то лемма 1 позволяет 
сформулировать критерий Н айквиста в следующ ей форме:

К р и т е р и й  Н а й к в и с т а  (для OFTDM  сигнала). Необходимым и достаточным 
условием отсутствия М СИ и М КИ в канале (4) с OFTDM  сигналом является условие 

ортогональности базиса B[JN ], которое сводится к выполнению следующ их равенств:

Re f  Z  g  [ (n  -  t M  ) N ] eXP ( j  2 / " M  k  ( n  -  a ! 2 ) ) g  * [n  ] ] | =  S k ,0S 1,0 , V  k  G J M  , V  t

Re f z  g[(n - tM )n ]exp(j 2/Mk (n - a  2))g *{ = 0. (10)
4 n=0

Рассмотрим частный случай, когда g [n] является сопряженной N  - 

симметричной функцией:

g  \n ] = g  * [ ( - n )n ] . (11)
Как было показано в работе [7], этом у типу симметрии соответствует опти

мальное значение фазового параметра a  = M / 2  , позволяю щ ее получить наилучш ую 

частотно-временную  локализацию  ортогонального базиса (5), (6). Причем, отклоне
ние от оптимально выбранного значения а  приводит как к ухудш ению  локализации 
базисных функций, так и к потере симметрии [8].

При указанны х выш е условиях равенство (10) выполняется автоматически, а 
равенство (9) преобразуется к виду

P (t , k ) = Z g [n]g [(n -  IM )n  ]exPf  j  ^  v k  G J M/ , V i g J l  . (12)
n=0 V M / 2 )

',0^k,0 5 __7/2
Определим импульс Н айквиста для OFTDM  сигнала выражением

B (T,V ) = Z  g [n ] g * [{n + T ) N  ] eXP f -  j  1 / V n  '] , T,U G J N  ' (13)
n = 0 V N )

В отличие от обычного импульса Н айквиста [1], функция B (r ,v )  зависит от 

двух переменных (времени и частоты) и совпадает по смы слу с дискретной функцией 
неопределенности

B (т, v ) = (g a [n, ш \ g 0 [(n + t )n , (m + v)n ] ,  r ,V G  J n 

базового импульса g o \n, m ]= g \n ]exp f  j  mn ĵ, n , m g J n .

Из (12) и (13) следует, что

B (M I,2 L I  ) = p(t, k) = 8lfi8kfi, (14)

т.е. импульс Н айквиста равен нулю во всех точках (г, v )  частотно-временной плоско

сти, кратных M  и 2 L , соответственно, исключая точку (r ,v )  = (0 ,0 ) , где он отличен 

от нуля.

Таким образом, при а  = M /  2  и выполнении условия сопряженной 

N  -симметрии (11) критерий Н айквиста для OFTDM  сигнала упрощ ается и справед
лива следующ ая теорема.

Т е о р е м а  Н а й к в и с т а  (для OFTDM  сигналов). Если формирующ ий импульс 

g [n] базиса OFTDM  сигнала обладает свойством сопряженной N  -симметрии (11), а 

фазовый параметр выбран оптимально ( а  = M / 2 ), то необходимым и достаточным 

условием отсутствия М СИ и М КИ в канале (4) является равенство (14), которое во 
временной области эквивалентно условию
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2£ g  [(n -  r M / 2  l  t  [(n -  r M/ l  -  M  )N ] = M  5l'0, V n G J (15)

а в частотной области -  условию

где

M — 1
Z  G \(p  -  kL)n * \(p  -  kL -  2Lt)n ] = M^ o, Vp  g J n , (16)
k=0

G \p] = Z  g  [n]exp (- j  2/ N  pn) -  дискретное преобразование Фурье функции g  [n].
P =0

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем функцию /  [n] = g \(n -  lM )n ]g\(n + M 2 ) 

ляется симметричной на интервале n g [0 ; lM  - M / 2 ], т.е.

. Она яв-

f !  [ im  -  M/ 2 -  n = g
-  M /  - n

N g  \IM  -  n ]N = g n + M y
Ng  \n -  IM ]n = f  \n ] ,

а также на интервале n g [IM -  M /  2  + 1; N  -  1] , т.к. для лю бы х p  g [l; N  - 1 -  IM  + M 2  

f  \N  -  P  ] = g  [(N -  P  -  IM  )N ]g  [(n -  P  + M/ 2 ̂

= g \(p + i m  -  m 2 + M 2 )N g \ (p + i m  -  M 2  -  i m )N ] = /1 p +

На этих же интервалах функция sin (2 / M k (n  -  / 2 )) является антисимметрич-

ной:

sin (2/ M k (IM  -  М 2 -  n -  ̂  ) ) = sin (2/ M k (-n  -  ш / 4  ) ) = - s in  (2/ M k  (n -  )) ,

sin(2/ m 1  (tM  -M / 2 + P - % ) )  = sin (2/ M k (P  + M 4 )) = - s i n (2V M k (N - P - M 4 )).

Поэтому условие (8) ортогональности базиса k , которое можно записать в виде

Re j x j /1t [n ] exp Vj М/k (n - a 2 )̂ }=-Z  /1t [n ] sin ̂  k (n - M/ 4)

- I T  / 1 1 n  ] sin I M  k n  -  m  4
Z -  / 1  [n  ] sin f M  k  (И -

и = IM - M / 2 + 1 V M
M = 0,

выполняется автоматически для лю бы х k  g J M  и лю бы х I g J M , т.к. обе суммы про

изведений симметричной и антисимметричной функции обращ аются в ноль.
Отсюда непосредственно следует, что необходимым и достаточным условием 

ортогональности базиса B J  ] является только условие (7).

Определим следующ ую вспомогательную  функцию

f 2 [n]= g [(n -  IM )N ]g [(n)N ] . (17)

Она является N  -периодической и симметричной на интервале n g [0 ; IM ], т.к.

/ 2 \IM  -  n ] = g  [(- n  + IM )N ] g  [(- n )N ] = g  [(n -  IM )N ] g  \n ] = / 2 [n ] , (18)

а также на интервале n g [IM + 1; N  -  1] , т.к. для лю бого p  G [1; N  -  IM  - 1]

f 2l \p + IM ] = g [(P  + IM )N ]g [(P )N ] = g [(- P  -  IM )N ]g[(- P )N ] = f 2 \N  -  pit (19 ) 

Причем, на этих ж е интервалах симметричность функции cos(2 / M k  (n -  М 4 )) 

зависит от четности k  :

cos(2/ M  k(lM  -  n - M 4 ))= cos(2/ M  k(n - M 4 )+ / k )= ( -  1)k cos(2/ M  k(n - M 4 )), 

(2/ M  k(lM  + P  - M 4 1  cos(2/ M  k ( n  -  P  - M '4 )+ / k ) = ( -  1)k cos(2/ M  k ( n  -  P  - M '4 )̂
cos

N
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У словие (7), которое можно записать в виде

Re j x  f 2l [n ] exp f j  M  k (n -  a l 2 ) )̂| = Z  /2t [n ] cos f М /  k (n -  M ^

= Z / l[n ] c o s f k ( n  - M 4 )j + Z  [n] c o s f k ( n  - M 4 )] =
n=0 VM  )  n=Ml+1 VM  )

выполняется автоматически для нечетных k  , т.к. обе суммы в левой части равенства, 
очевидно, обращ аются в о.

Остается рассмотреть случай, когда k  является четным, т.е. k  = 2 m, m g J M/ .
/ 1

Дискретное преобразование Фурье функции / 2l [n] имеет вид

N-1 f  2 Ж j

F 2 [ v ]  =  Z  / 2l [ n ]  e x p | -  j Vn\ V G JN , (20)
и=0 V N )

следовательно
n-1 f  2Ж j

F 2 \2Lm ] = Z  / 2 [n ] exp I -  j  —  2Lmn ]. (21)
и = 0 V N )

Учиты вая свойства симметрии (18) и (19) функции / 21 [и] можно показать, что:

17IГ

Действительно,

F 2l [-  2  Lm] = F 2l [2 Lm ] (22)

N-1 f  2 /  j
f !  \-  2 Lm ] = Z  / 1 [n ] exp V-  j  n  ( -  2 Lm )n )  =

Z / l \IM  -  n] exp f  j  2 ж  2Lmn ] +  Z  / 2l \N  -  n + IM  ] exp f  j 2 ж  2Lmn ]  =
n=0 V N  )  n=tM +1 V N  )

IM

и ’= 0
= Z  / 21 [ n ']  exp I -  j  ^ 2 Lmn ' ] exp f j  ^ 2 Lm tMи I exp j -  j  2 Lmn I exp ! j  2 LmtM I +

+ Z  / l 2 [n , ,]exp f -  j 2L m n "I exp f j 2Lm (M  + N )] =
n ”= tM +1 V N ) V N )

N-1 f  2 /  1
= Z  f 2l [n] exp| -  j  ^  2Lmn I = F 1l \2Lm]-

n=0 V N  )
где была использована замена переменных: и' = IM  -  и , и" = N  -  и + I M . 

Для четны х k  = 2 m левая часть условия (7) принимает вид

Re jz  [n ] exp f j M 2m (и - M'4 )]} = (- 1)m Z [n ] cos fM 2mn I =
= ( _ i £  fZ -1 f^1 [и ] exp f . 2/  2 Ий I + Z-1 / >  [n ] exp f -  j  2 mn | |  =

2 V V M  ) V M
\m

= {- 1)- ( f 2i [2 Lm ]+ F 2t[- 2 Lm ])

Учёт равенства (22) приводит к следую щ ему условию  ортогональности базиса

B[JN ], являю щ егося аналогом соотнош ения (7):N

?i
F2 \2Lm] = F2 \-  2Lm] = Sl,0̂ m,0 , Vm G JM/2 ; V I G JL . (23 )

Принимая во внимание вид функции / 2l [и] (17) и соотнош ение (21) для ее пре

образования Фурье, получим из равенства (23) следующ ую форму необходимого и 
достаточно условия ортогональности базиса Вейля-Гейзенберга:

N 1 - - - - ^ 2 /m n ^
Z  g  [ и  ] g  [ ( и  -  t M  ) N  ] e x p  -  ^ -0 5 m , 0 ,  V  m  G  J M /  ,  V 1 G  J L  . ( 2 4 )
n  = 0 V M  / 2  °v / /

-x L  '
/ 2



Докаж ем сначала необходимость условия (15) во временной области.
Учиты вая выражение (20) для дискретного преобразования Фурье функции 

f 2l [и], она может быть представлена в виде

f -  [и] = N  Z  F - [v]exp ( j  Щ nv]
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Поэтому, для лю бого r G J 2L

f - [п -  r M / -  ] =  - N .  £  F  -  \v ] e x p  f  J N  {n  -  r M / - ) ,  J .

П роизведем в последнем выражении суммирование по r от 0  до 2 L  - 1  и уч

тем явный вид функции f 2l [и] (17)

z  f 2l [и  -  rM / -  ] =  Z g [(и  -  r  М - 1 g  [(и  -  rM A -  tM  I
r=0 r=0

= N Z1exp ( j N vn J f 2I[v]l 1exp f j T T r { -  v ) J .
Заметим, что

1 2L 1 / .  / \ [1, при v кратных 2L

— Z  ex^ j  2— 2 L r ( -  v ̂ = 1 n  :2L r~ 0 L [ 0, для остальных v
2L -1

а так как v g J N , то можно заключить, что Z  exp (J 2- 2 L r  (-  v)) отлична от о и равня-
r=0

ется 2 L  только при v = 2 Lm, m g J ^ , поэтому
/ -

g [(n -  r M/ - )n t [(n -  r M/ - -  tM )n ]= M  Z  exp f j  M rmn 1 F 2l [2Lm ] (25)

Очевидно, что в случае, когда выполняется условие (23), выполняется и равен
ство (15), которое является необходимым для ортогональности базиса Вейля- 
Гейзенберга.

Для доказательства достаточности этого условия, заметим, что если оно вы 
полнено, то из соотнош ения (25) следует:

м / г  - 1 /

Z exp f j  т т  m n  IF  - [2 L m  ] = 1, v m  G j m
M  m  =  0 V M

■- \2Lm ] - „ ,  v „ _ , m /
/2

F 2l [2 Lm ]= 0 , V I g {1,2 ,...,L  - 1 }, Vm g J M

Причем, последнее равенство выполняется только в том случае, когда

F 2 \2 Lm ]= ^  Vm G J M /  ,/2
следовательно, полностью выполняется необходимое и достаточное условие ортого
нальности базиса в виде (23).

Для доказательства необходимости и достаточности условия ортогональности
(16) в частотной области, отметим, что условие (24) можно записать в виде

, . *

Z  g  [П  ] f  g  [ ( П  -  t M  ) N  ] e x p  ^  j  N  2  L m n  11 1  =  S l  , 0 8 m  , 0 ,  V  1  G  J  L  ,  V  m  G  J M / 2  .

Применив равенство Парсеваля, получим
N  - 1 ,

Z  G  \к  ]  G  *  [ ( к  -  2  L m  ) n  ] e x p
к  = 0 '

где G[k ] -  дискретное преобразование Фурье функции g  [и].

Z  G  [ к  ]  G  *  [ ( к  -  2  L m  ) N  ] e x p  I -  j  - L Г  t K  1 =  S l  , 0 S m  , 0 ,  ( 2 6 )



Л евую  часть условия (26) представим в виде разлож ение в ряд Фурье некото-
М-1

рой L  -периодической функции r m [ p ] = X  G [(p + kL)N G  * [(p  + kL -  2Lm )w  ] p  e  J l  ,
к=0

поэтому

X  eXP ^  j  ljt  Pl ^  m [P ] = S‘ ’0S m .0-

Очевидно, что при m ^ 0  это равенство выполняется только в том случае, если 

Г т [Р]= 0 , V p e  JL, а при m = 0 , если Tm [p] = 1 L . Vp e  JL. Таким образом, условие
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г m [p ] =  1 S , .0. V p  e  J ,L  ' l .°.  V p e

представляет собой необходимое и достаточное условие ортогональности базиса

B[Jn ] ■

Если учесть вид функции r m [p] и ее L  -периодичность, то мы получим иско

мый вид условия ортогональности (10) в частотной области для лю бы х p  e  JN ■ 

Теорема полностью доказана.

Ф орма базиса Вейля-Гейзенберега B[Jn ] фактически определяется инициали

зирую щ ей функцией g  [n], поэтому можно упростить алгоритм его синтеза, получив 

специальные критерии ортогональности, аналогичные (15), в виде условий на эту 
функцию. Для этого введем базис Винера:

О п р е д е л е н и е  1 [9]. Совокупность функций f 0. f 1..... f N-1 линейного подпро

странства V  ^  C N  ( C N  -  пространство ^-периодических комплексны х функций це

лочисленного аргумента) называется базисом Винера подпространства V , если для 
нее справедлив дискретно-периодический аналог теоремы Винера: функции

{ g [■- k N /J ]}‘J=1 образую т базис пространства V  в том и только том случае, когдаК-0
J  - 1

g  e  C N и представима в виде g  = X  ak f k , где все ak отличны от нуля.
к=0

Таким образом, сущ ествование базиса Винера необходимо и достаточно для 
сущ ествования функции g  , чей вектор сдвигов

g М  =  ( g [4  g [ ( n  -  NIJ ) N  I - - - .  g [ ( n  -  ( J  -  1 ) N / J ) N  ]f
является базисом подпространства V  ■

О п р е д е л е н и е  2 . П реобразование, позволяю щ ее перейти от вектора сдвигов к 
ортогональному базису Винера, называется преобразованием Винера и может быть 
записано в виде:

V k  [n  ] =  X  g  [ ( n  -  Г N/ -  L  ) N  ] e x p  ^  j . (27)

Обратное преобразование Винера определим следующ им образом:

g [n ]= - L  X  Vk  [n ] . (28)
2 L k  = 0

Используя (15) и вид преобразования Винера (27), можно показать, что необ
ходимы м и достаточным условием ортонормированности обобщ енного базиса Вей

ля-Гейзенберга B[Jn ] (а следовательно, отсутствия М КИ и М СИ) во временной об

ласти является следующ ее равенство

vM'2 [n]2+ V m l  [n ] 2 = 4 M  ■ (29)
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Этот критерий позволяет сформировать эффективную процедуру ортогонали-
зации.

Действительно, возьмем некоторую функцию g o [n]  n e  J N , являю щ ую ся со

пряженной N  -симметричной. Для получения хорош ей локализации ортогонального 

базиса в качестве g o [n] следует выбрать функцию Гаусса.

П остроим базис Винера в следующ ем виде:

vMr- [n]= , Т 1 |n] „  . (30)
д/м  \Vм 2 [n ] + м  \пм L [n ]

где VIм/2 [n ] = X  go [(n -  r М/ 2 )N ]eXP^ [n ] = X  g !(n -  r м  /С) ]exp | —j  rk

Н етрудно проверить, что при непосредственной подстановке выражения (30) в 
критерий ортогональности (29) мы получим равенство. Отсюда следует, что базис 

Вейля-Гейзенберга B[Jn ], построенный на основе функции g [n], получаемой обрат

ным преобразованием Винера из базиса г/М̂ 2 [n], является ортогональным.

Заметим, что получение элементов базиса Винера (27) на основе функции 

g o [n] фактически представляет собой дискретное преобразование Фурье (ДПФ), для

реализации которого разработаны специальные быстрые алгоритмы.
Таким образом, теорема Н айквиста является не только удобной формой пред

ставления условий отсутствия М КИ и М СИ OFTDM  сигналов, но является важным 
ш агом в формировании вычислительно эффективного алгоритма синтеза сигнально
го базиса, обладаю щ его высоким уровнем частотно-временной локализации.
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GENERALIZED WEYL-HEYSENBEG BASES ORTHOGONALITY CONDITIONS 
FOR OFTDM SYGNALS
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Article considers information transmission technology with or
thogonal time-frequency multiplexing (OFTDM). OFTDM signal is 
formed by generalized well-localized Weyl-Heisenberg basis. Special or
thogonality conditions are derived for this basis in the form of Nyquist 
criterion and theorem. These conditions grantee the absence of intercar
rier and intersymbol interference in Gaussian channels. In addition they 
allow to formulate computationally efficient orthogonalization algorithm 
on the base of fast Fourier transform.
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