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Аннотация. Р а з р а б а т ы в а е т с я  м е т о д  с и н т е з а  а н а л о г о в ы х  ф и л ь т р о в  Г и л ь б е р т а  с  б е с к о н е ч н о й  и  к о н е ч н о й  
и м п у л ь с н ы м и  х а р а к т е р и с т и к а м и ,  к о т о р ы е  п о з в о л я ю т  о б е с п е ч и т ь  в  з а д а н н о м  д и а п а з о н е  ч а с т о т  п р а к т и ч е с к и  
и д е а л ь н ы й  п о в о р о т  ф а з ы  н а  9 0  г р а д у с о в ,  р а в н о м е р н о е  у с и л е н и е  в х о д н о г о  с и г н а л а  и  у с т о й ч и в о с т ь  ф и л ь т р о в .  
П р и в о д и т с я  в ы в о д  а н а л и т и ч е с к и х  в ы р а ж е н и й  д л я  и м п у л ь с н ы х  и  ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к  т а к и х  ф и л ь т р о в ,  
и с с л е д у ю т с я  и х  с в о й с т в а ,  с т р о я т с я  с о о т в е т с т в у ю щ и е  г р а ф и к и .  Н а  о с н о в е  п о л у ч е н н ы х  в ы р а ж е н и й  п р о в е д е н  
п о э т а п н ы й  с и н т е з  а н а л о г о в о г о  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  с  к о н е ч н о й  и м п у л ь с н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  ( К И Х )  и  е г о  
м о д е л и р о в а н и е .  Э к с п е р и м е н т а л ь н о  и с с л е д у ю т с я  о с о б е н н о с т и  и  п р и ч и н ы  в о з н и к н о в е н и я  э ф ф е к т а  Г и б б с а  в  
ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к а х  т а к о г о  К И Х - ф и л ь т р а .  П р е д л а г а ю т с я  и  а н а л и з и р у ю т с я  э ф ф е к т и в н ы е  м е т о д ы  
б о р ь б ы  с  п е р е х о д н ы м  п р о ц е с с о м  Г и б б с а  в  ч а с т о т н о й  о б л а с т и  и  п о к а з а н о ,  ч т о  п р и  с п е ц и а л ь н о м  в ы б о р е  
в е с о в о г о  с г л а ж и в а н и я  м о ж н о  п о л у ч и т ь  К И Х - ф и л ь т р  Г и л ь б е р т а  с  п р а к т и ч е с к и  и д е а л ь н ы м и  
х а р а к т е р и с т и к а м и  ф а з о в р а щ а т е л я  в  з а д а н н о й  р а б о ч е й  п о л о с е  ч а с т о т .  О ц е н и в а е т с я  к а ч е с т в о  р а б о т ы  К И Х -  
ф и л ь т р о в  Г и л ь б е р т а  п о  р а з н ы м  к р и т е р и я м . П р и в о д я т с я  а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  и м п у л ь с н о й  и  
ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к  ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м о г о  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а .
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A b s t r a c t .  A  m e t h o d  i s  b e in g  d e v e l o p e d  f o r  s y n t h e s i z i n g  a n a l o g  H i l b e r t  f i l t e r s  w i t h  i n f in i t e  a n d  f in i t e  

im p u l s e  r e s p o n s e s ,  w h i c h  m a k e  i t  p o s s ib l e  t o  p r o v i d e ,  i n  a  g i v e n  f r e q u e n c y  r a n g e ,  a n  a lm o s t  p e r f e c t  p h a s e  
r o t a t i o n  b y  9 0  d e g r e e s ,  u n i f o r m  i n p u t  s ig n a l  a m p l i f i c a t i o n ,  a n d  f i l t e r  s t a b i l i ty .  T h e  d e r iv a t i o n  o f  a n a l y t i c a l  

e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  im p u l s e  a n d  f r e q u e n c y  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s u c h  f i l t e r s  is  g i v e n ,  t h e i r  p r o p e r t i e s  a re  

i n v e s t i g a t e d ,  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  g r a p h s  a r e  c o n s t r u c t e d .  O n  t h e  b a s i s  o f  t h e  o b t a i n e d  e x p r e s s i o n s ,  a  s t a g e -  

b y - s t a g e  s y n th e s i s  o f  a n  a n a l o g  H i l b e r t  f i l t e r  w i t h  a  f i n i t e  im p u l s e  r e s p o n s e  ( F I R )  a n d  i t s  m o d e l i n g  w e r e  
c a r r i e d  o u t .  T h e  f e a t u r e s  a n d  c a u s e s  o f  t h e  G i b b s  e f f e c t  i n  t h e  f r e q u e n c y  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s u c h  a  F I R  f i l t e r  

a r e  e x p e r i m e n t a l l y  i n v e s t i g a te d .  W e  p r o p o s e  a n d  a n a ly z e  e f f e c t i v e  m e t h o d s  f o r  d e a l i n g  w i t h  t h e  G ib b s  

t r a n s i e n t  in  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  a n d  s h o w  t h a t  w i t h  a  s p e c ia l  c h o ic e  o f  w e i g h t  s m o o t h in g ,  i t  i s  p o s s ib l e  t o  
o b t a i n  a  H i l b e r t  F I R  f i l t e r  w i t h  a lm o s t  i d e a l  p h a s e  s h i f t e r  c h a r a c t e r i s t i c s  i n  a  g i v e n  o p e r a t in g  f r e q u e n c y  b a n d .  

T h e  q u a l i t y  o f  t h e  F I R  H i l b e r t  f i l t e r s  is  e v a l u a t e d  a c c o r d in g  t o  v a r io u s  c r i t e r i a .  A n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s  a r e  

g i v e n  f o r  t h e  i m p u l s e  a n d  f r e q u e n c y  r e s p o n s e s  o f  a  p h y s i c a l l y  r e a l i z a b l e  H i l b e r t  f i l t e r .
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Описание проблемы и ее актуальность

Ф и л ь т р  Г и л ь б е р т а  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  и д е а л ь н ы й  ф а з о в р а щ а т е л ь ,  к о т о р ы й  р е а л и з у е т  

п о в о р о т  ф а з ы  с и г н а л а  н а  п  / 2  ( 9 0  г р а д у с о в ) ,  ч т о  и м е е т  в а ж н о е  з н а ч е н и е  в  р а з л и ч н ы х  т е х н и ­

ч е с к и х  п р и л о ж е н и я х  п р и  ф о р м и р о в а н и и  и  о б р а б о т к е  с и г н а л о в ,  н а п р и м е р ,  в  с и с т е м а х  с в я з и ,  

р а д и о л о к а ц и и  и  д р .  И д е а л ь н ы й  а н а л о г о в ы й  ф и л ь т р  Г и л ь б е р т а  ( И Ф Г )  м а т е м а т и ч е с к и  о п и с ы ­

в а е т с я  и н т е г р а л ь н ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  Г и л ь б е р т а :

О
п  t -т

g r (t) = 1 t е .
nt ( 1 )

г д е  g r ( t )  -  и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а  ( И Х )  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а ,  а  с и м в о л  з в е з д о ч к а  *  -

о п е р а ц и я  с в е р т к и .  Н и ж е  п р и в о д я т с я  и з в е с т н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  к о м п л е к с н о й  ч а с т о т н о й  х а ­

р а к т е р и с т и к и  ( К Ч Х ) ,  а м п л и т у д н о - ч а с т о т н о й  х а р а к т е р и с т и к и  ( А Ч Х )  и  ф а з о - ч а с т о т н о й  х а р а к ­

т е р и с т и к и  ( Ф Ч Х )  и д е а л ь н о г о  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  [ А й ф и ч е р ,  Д ж е р в и с ,  2 0 0 8 ;  С м и т ,  2 0 1 2 ;  С е р -  

г и е н к о ,  2 0 1 1 ] :

П р и в е д е м  г р а ф и к и  А Ч Х  и  Ф Ч Х :

-50 40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Frequency [kHz]

Рис. 1. А Ч Х  (вверху) и Ф Ч Х  (внизу) идеального фильтра Гильберта 
Fig. 1. Am plitude-frequency (top) and Phase-frequency (bottom) characteristics o f an ideal H ilbert filter
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К а к  в и д н о  и з  р и с .  1 , А Ч Х  K r  ( f )  в о  в с е х  т о ч к а х ,  к р о м е  н у л е в о й  ч а с т о т ы ,  р а в н а  е д и ­

н и ц е ,  т .  е .  и д е а л ь н ы й  ф и л ь т р  Г  и л ь б е р т а  н е  м е н я е т  а м п л и т у д н ы е  с о о т н о ш е н и я  в  с п е к т р е  с и г ­

н а л а  н а  в с е й  о с и  ч а с т о т .  В  т о  ж е  в р е м я ,  с о г л а с н о  Ф Ч Х  Ф г  ( f )  н а  т о м  ж е  р и с у н к е ,  с п е к т р а л ь ­

н ы е  с о с т а в л я ю щ и е  с и г н а л а  в  о б л а с т и  п о л о ж и т е л ь н ы х  ч а с т о т  п о в о р а ч и в а ю т с я  н а  — я  / 2 ,  а  в  

о т р и ц а т е л ь н о й  о б л а с т и  ч а с т о т  -  н а  я  / 2 .

А н а л и з  в ы р а ж е н и й  ( 2 ) - ( 4 )  и  с о о т в е т с т в у ю щ и е  г р а ф и к и  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  и д е а л ь н ы й  

ф и л ь т р  Г  и л ь б е р т а  н е  м о ж е т  б ы т ь  р е а л и з о в а н  н а  п р а к т и к е  п о  с л е д у ю щ и м  п р и ч и н а м :

-  и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а  g T ( t )  =  \ / 7 r t , /  е М  и м е е т  б е с к о н е ч н у ю  э н е р г и ю ,  а  з н а ­

ч и т  н е  м о ж е т  о п и с ы в а т ь  у с т о й ч и в ы й  ф и л ь т р ;

-  п р и  t  =  0  ф у н к ц и я  g r  ( t )  и м е е т  р а з р ы в  2 - г о  р о д а ,  у с т р е м л я я с ь  к  б е с к о н е ч н о с т и ;

-  н е  в ы п о л н я е т с я  п р и н ц и п  п р и ч и н н о с т и :  g r  ( t )  =  0 ,  п р и  t  <  0 ,  с о г л а с н о  к о т о р о м у  с и г ­

н а л  н а  в ы х о д е  ф и л ь т р а  н е  м о ж е т  п о я в и т ь с я  р а н ь ш е  е г о  п о с т у п л е н и я  н а  в х о д  ф и л ь т р а

Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  п о с т р о е н и я  ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м о г о  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  н е о б х о ­

д и м о  и з б а в и т ь с я  о т  т о ч е к  р а з р ы в а ,  о б е с п е ч и т ь  е г о  у с т о й ч и в о с т ь  и  в ы п о л н е н и е  п р и н ц и п а  

п р и ч и н н о с т и .  Е с т е с т в е н н о ,  п л а т о й  з а  э т о  м о г у т  с л у ж и т ь  у х у д ш е н и е  а м п л и т у д н ы х  и / и л и  ф а ­

з о в ы х  х а р а к т е р и с т и к  ф и л ь т р а  Г  и л ь б е р т а .

Ц е л ь  д а н н о й  с т а т ь и  -  р а з р а б о т а т ь  м е т о д  с и н т е з а  у с т о й ч и в ы х  а н а л о г о в ы х  Б И Х -  и  

К И Х - ф и л ь т р о в  Г и л ь б е р т а ,  к о т о р ы е  с о х р а н я ю т  о с н о в н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  и д е а л ь н о г о  ф а з о ­

в р а щ а т е л я  ( р а в н о м е р н о е  у с и л е н и е  и  п о в о р о т  ф а з ы  н а  9 0  г р а д у с о в ) ,  н о  т о л ь к о  в  з а д а н н о й  р а ­

б о ч е й  п о л о с е  ч а с т о т  и  с  в о з м о ж н о с т ь ю  е г о  ф и з и ч е с к о й  р е а л и з у е м о с т и .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  у  

р е а л и з у е м о г о  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  п о т е р и  к а ч е с т в а  д о л ж н ы  с в о д и т ь с я  л и ш ь  к  о г р а н и ч е н и ю  

е г о  ч а с т о т н о г о  д и а п а з о н а ,  в е л и ч и н о й  к о т о р о г о  м о ж н о  у п р а в л я т ь .

О т м е т и м ,  ч т о  в с е  с и н т е з и р у е м ы е  н и ж е  ф и л ь т р ы  Г и л ь б е р т а  о б л а д а ю т  в а ж н ы м  с в о й ­

с т в о м  -  и х  ч а с т о т н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  с т р о г о  о г р а н и ч е н ы  и л и  п р а к т и ч е с к и  о г р а н и ч е н ы  с в е р ­

х у  н е к о т о р о й  ч а с т о т о й  f max, т .  е .  в с е г д а  м о ж н о  в ы п о л н и т ь  к а ч е с т в е н н ы й  п е р е х о д  о т  н е п р е ­

р ы в н о г о  в р е м е н и  к  д и с к р е т н о м у ,  п р и м е н и в  т е о р е м у  К о т е л ь н и к о в а .  Э т о  з н а ч и т е л ь н о  у п р о щ а ­

е т  п о с л е д у ю щ и й  с и н т е з  ц и ф р о в ы х  ф и л ь т р о в  Г и л ь б е р т а  п р и  с о х р а н е н и и  к а ч е с т в а  и д е а л ь н о г о  

ф а з о в р а щ а т е л я  в  з а д а н н о й  п о л о с е  ч а с т о т .

В  л и т е р а т у р е  н е т  н а г л я д н ы х  м а т е р и а л о в  п о  с и н т е з у  а н а л о г о в ы х  Б И Х -  и  К И Х - ф и л ь т р о в  

Г и л ь б е р т а  с  у к а з а н н ы м и  в ы ш е  с в о й с т в а м и .  С у щ е с т в у ю щ и е  п р о г р а м м ы  д л я  ф и л ь т р а  Г и л ь ­

б е р т а  и з  м а т е м а т и ч е с к о г о  п а к е т а  M A T L A B  о р и е н т и р о в а н ы  н а  д и с к р е т н о е  в р е м я  и  я в л я ю т с я  

з а к р ы т ы м и ,  ч т о  н е  п о з в о л я е т  п о л н о ц е н н о  р а б о т а т ь  с  р а з л и ч н ы м и  п а р а м е т р а м и ,  в л и я ю щ и м и  

н а  е г о  х а р а к т е р и с т и к и .  П о э т о м у  р е ш а е м а я  з а д а ч а  я в л я е т с я  а к т у а л ь н о й .

Н и ж е  и з л а г а е т с я  м е т о д  с и н т е з а  и  п о л у ч е н ы  а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  и м п у л ь с н ы х  и  

ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к  д л я  р а з л и ч н ы х  в а р и а н т о в  у с т о й ч и в о г о  а н а л о г о в о г о  ф и л ь т р а  Г  и л ь ­

б е р т а ,  к о т о р ы е  п о з в о л я ю т  о б е с п е ч и т ь  и д е а л ь н ы й  п о в о р о т  ф а з ы  н а  9 0  г р а д у с о в  в  з а д а н н о й  

р а б о ч е й  п о л о с е  ч а с т о т .  П р и в о д я т с я  и  и с с л е д у ю т с я  г р а ф и к и  И Х ,  А Ч Х  и  Ф Ч Х  т а к и х  ф и л ь т р о в  

Г и л ь б е р т а ,  э к с п е р и м е н т а л ь н о  о ц е н и в а е т с я  к а ч е с т в о  и х  р а б о т ы  п о  с р а в н е н и ю  с  а н а л о г и ч н ы ­

м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  и д е а л ь н о г о  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а .  П о л у ч е н н ы е  в  р а б о т е  а н а л и т и ч е с к и е  

в ы р а ж е н и я  д л я  а н а л о г о в ы х  Б И Х -  и  К И Х - ф и л ь т р о в  Г и л ь б е р т а  п о з в о л я ю т  в  д а л ь н е й ш е м  э ф ­

ф е к т и в н о  и с п о л ь з о в а т ь  и х  д л я  с и н т е з а  д и с к р е т н ы х  ц и ф р о в ы х  ф и л ь т р о в  Г и л ь б е р т а ,  в  т о м  

ч и с л е  р е к у р с и в н ы х  и  н е р е к у р с и в н ы х .

Математическая формализация задачи и ее решение

Р е ш е н и е  з а д а ч и  р а з о б ь е м  н а  т р и  э т а п а :  1 )  в ы в о д  а н а л и т и ч е с к и х  в ы р а ж е н и й  д л я  

у с т о й ч и в о г о  а н а л о г о в о г о  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  ( У Ф Г )  с  б е с к о н е ч н о й  и м п у л ь с н о й  х а р а к т е р и ­

с т и к о й  ( Б И Х - У Ф Г )  и  и д е а л ь н ы м и  ч а с т о т н ы м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  в н у т р и  з а д а н н о г о  д и а п а з о ­

н а ;  2 )  с и н т е з  и  и с с л е д о в а н и е  у с т о й ч и в о г о  а н а л о г о в о г о  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  с  к о н е ч н о й  и м -
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п у л ь с н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  ( К И Х - У Ф Г ) ,  и д е а л ь н о й  Ф Ч Х  и  п р а к т и ч е с к и  и д е а л ь н о й  А Ч Х ;

3 )  с и н т е з  ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м о г о  К И Х - У Ф Г .

1. С и н т е з  и  а н а л и з  ф и л ь т р а  Б И Х - У Ф Г .  Д л я  п о с т р о е н и я  у с т о й ч и в о г о  Б И Х - ф и л ь т р а  

Г и л ь б е р т а ,  р а б о т а ю щ е г о  в  з а д а н н о м  д и а п а з о н е  ч а с т о т ,  з а  о с н о в у  б ы л  в з я т  S Q R T - ф и л ь т р  

[ С е р г и е н к о ,  2 0 1 1 ] ,  и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а  к о т о р о г о  м а т е м а т и ч е с к и  о п и с ы в а е т с я  в ы р а ­

ж е н и е м

S sqrt ( t )
Л р ( о о (

П -  ( 4 2 0 2
c o s  [ а о (1 +  f ) t  ] -

s i n  [® о (1  - f ) t  ]
Л

, & о =  2 n F o , t  1
4 /За>ot  I  ж

В ы п о л н я я  о б р а т н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  о т  ( 5 ) ,  п о л у ч и м  К Ч Х  э т о г о  ф и л ь т р а :

1, I f  \< Fa (1 - f )
f  \

(5)

K sqrt ( j f )  = c o s
n

4  Fo f
(\ f  \ -F 0 (1 - f ) )  , F ,(1 - f )  < \ f \ <  F ,(1 + f ) ( 6 )

J

\ f \ >  F0(1 — f )

В  ф о р м у л а х  ( 5 )  и  ( 6 )  (Oo =  2 n F o , г д е  F 0 -  ч а с т о т а  с р е з а ,  н а  к о т о р о й  K sq r t( j F 0 )  =  0 , 5 .  

Ш и р и н а  п о л о с ы  п р о п у с к а н и я  ф и л ь т р а  с о в п а д а е т  с  м а к с и м а л ь н о й  ч а с т о т о й  с п е к т р а  и  р а в н а  

f max =  F  (1 — f ) .  Р а б о ч е й  п о л о с о й  т а к о г о  ф и л ь т р а  н а з о в е м  и н т е р в а л  п о л о ж и т е л ь н ы х  ч а с т о т  

[0,Fh] , Fh = Fa(1 - f ) ,  в  п р е д е л а х  к о т о р о г о  K sq r t(j f ) = 1, т о  е с т ь  с п е к т р а л ь н ы е  к о м п о н е н т ы  

в х о д н о г о  с и г н а л а  п р о х о д я т  б е з  и с к а ж е н и й .  К о э ф ф и ц и е н т  с г л а ж и в а н и я  f  е [ 0 , 1 ]  п о з в о л я е т  

и з м е н я т ь  ш и р и н у  п о л о с ы  ф и л ь т р а .  В о  в с е й  о б л а с т и  ч а с т о т  K sqrt ( j f )  >  0  -  ч е т н а я  в е щ е с т в е н ­

н а я  н е о т р и ц а т е л ь н а я  ф у н к ц и я ,  п о э т о м у  А Ч Х  д а н н о г о  ф и л ь т р а  K sqrt ( f )  = \ K sqrt ( j f ) \  б у д е т  

с о в п а д а т ь  с  ( 6 ).

Г р а ф и к и  к р и в ы х  И Х  g sqrt ( t )  и  А Ч Х  K sqrt ( f )  д л я  ч а с т о т ы  с р е з а  F o =  2 0  к Г ц  и  к о э ф ­

ф и ц и е н т а  с г л а ж и в а н и я  f  =  0 , 1  п р е д с т а в л е н ы  н а  р и с .  2 , п р и  э т и х  з н а ч е н и я х  п а р а м е т р о в

/max =  2 2  ^  F h =  1 8  к Г ц .

Time [ms] Frequency [kHz]

Рис. 2. И Х  S Q R T-фильтра (слева), А Ч Х  S Q R T-фильтра (справа)
Fig. 2. Impulse response (left), Frequency response (right) o f  the S Q R T-filter

0

С и н т е з  а н а л о г о в о г о  Б И Х - У Ф Г  ф и л ь т р а  с в о д и т с я  к  н а х о ж д е н и ю  а н а л и т и ч е с к о г о  в ы ­

р а ж е н и я  д л я  е г о  и м п у л ь с н о й  х а р а к т е р и с т и к и  п у т е м  с в е р т к и  и м п у л ь с н ы х  х а р а к т е р и с т и к  

S Q R T - ф и л ь т р а  ( 6 )  и  и д е а л ь н о г о  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  ( 2 )
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£ г ( 0  =  £ г ( 0  * gsgrti.*), * е  R . (7)
И з в е с т н о  [ С е р г и е н к о ,  2 0 1 1 ] ,  ч т о  в  ч а с т о т н о й  о б л а с т и  д а н н а я  о п е р а ц и я  п р и в о д и т  к  

п е р е м н о ж е н и ю  К Ч Х  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  и  S Q R T - ф и л ь т р а ,  з а д а н н ы х  ф о р м у л а м и  ( 2 )  и  ( 6 ) ,  т .  е .

кги Л = Н Ш )= к гил-к,ям л ,  feк ,  ( 8)

о т к у д а  с л е д у ю т  в ы р а ж е н и я  д л я  А Ч Х  и  Ф Ч Х  ф и л ь т р а  Б И Х - У Ф Г

KY( f )  = \KT( j f %  / е « ,  (9)

Фг ( / ) = а г * ( е д / ) ) ,  . (10)

И м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а  ( 8 )  м о ж е т  б ы т ь  п о л у ч е н а  с  п о м о щ ь ю  о б р а т н о г о  

п р е о б р а з о в а н и я  Ф у р ь е  о т  К Ч Х  К г ( j  f )

gT(t)=r-\kT(jf))=Г k T(Jf y - ’l'df=\f'~; k r(jfy-nf,df. (п>
J-co “/max

Т а к  к а к  K r  ( j f )  я в л я е т с я  ч и с т о  м н и м о й  н е ч е т н о й  ф у н к ц и е й  ч а с т о т ы ,  а  K sqrt ( j f )  -

ч е т н а я  в е щ е с т в е н н а я  ф у н к ц и я ,  т о  с о г л а с н о  ( 8 )  и х  п р о и з в е д е н и е  K r ( j f )  -  н е ч е т н а я  ч и с т о  

м н и м а я  ф у н к ц и я .  С л е д о в а т е л ь н о ,  п о  и з в е с т н ы м  с в о й с т в а м  п р е о б р а з о в а н и я  Ф у р ь е  

и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а  У Ф Г  g Y {t^) =  ! F ^ { K Y { j  f ) )  д о л ж н а  б ы т ь  в е щ е с т в е н н о й  и  

н е ч е т н о й .

Д л я  в з я т и я  и н т е г р а л а  ( 1 1 )  р а з о б ь е м  и н т е р в а л  ч а с т о т  [ —. / m a x , f a x ] ,  г д е  ( 8 )  о т л и ч н а  о т  

н у л я ,  н а  ч е т ы р е  о б л а с т и :  Q 1 =  [—F o (1 + Р ) ,  — F 0 (1  — Р ) ] ,  Ц  =  [ —F (1  — Р ) , 0 ] ,  Q 3 =  [ 0 , F a ( 1 —Р ) ] ,  

Q 4 =  [ F (1  — Р) ,  F ( 1  +  Р) ] ,  в ы п о л н и м  и н т е г р и р о в а н и е  п о  к а ж д о м у  и з  э т и х  о т р е з к о в ,  а  з а т е м  

п о л у ч е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  с л о ж и м .  В  р е з у л ь т а т е  п о с л е  п р е о б р а з о в а н и й  п о л у ч и м

g r ( t ) = л  (1+8F0/3t) ( cos ( 2nF°t (1 — Р ))  + sin ( 2nF °t (1 + Р ) ) ) —

4 F0P -( cos ( 2nF{) t (1 — Р ))  — sin (2 ^ F 0t (1 + Р ) ) )+  ( 12)
n ( l - Z F 0fit)

+ (1 — cos (27iF0t ( \ - f 3 ) ) ) l  Tit, ( e l .

Д е т а л ь н ы й  а н а л и з  а н а л и т и ч е с к о г о  в ы р а ж е н и я  ( 1 2 )  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  ф у н к ц и я  g r ( t )  

я в л я е т с я  н е п р е р ы в н о й  з а  и с к л ю ч е н и е м  о д н о й  т о ч к и  t =  0  , г д е  о н а  и м е е т  у с т р а н и м ы й  р а з р ы в .  

Д о о п р е д е л я я  е е  п р и  t =  0  п р е д е л о м  g r (0) = lim g r (t) = 0 , п о л у ч а е м  н е п р е р ы в н у ю  н е ч е т н у ю
t ̂ 0

ф у н к ц и ю  н а  в с е й  в е щ е с т в е н н о й  о с и .  П р и ч е м  э н е р г и я  И Х  I g ^ ( t ) d t  < д а  к о н е ч н а ,  т .  е .J—ад
с о о т в е т с т в у ю щ и й  ф и л ь т р  Б И Х - У Ф Г  д е й с т в и т е л ь н о  я в л я е т с я  у с т о й ч и в ы м .

Н а  р и с .  3  д л я  с р а в н е н и я  п р е д с т а в л е н ы  г р а ф и к и  И Х  ф и л ь т р а  ( 1 2 )  ( с л е в а )  и  И Х  и д е а л ь н о г о  

ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  ( 1 )  ( с п р а в а ) .  В и д н о ,  ч т о  п р о ц е д у р а  с в е р т к и  ( 7 )  в е д е т  к  о г р а н и ч е н и ю  з н а ч е н и й  

в  т о ч к е  t =  0  и  в о з н и к н о в е н и ю  к о л е б а т е л ь н о с т и  н а  в е т в я х  г и п е р б о л ы  g r  ( t )  . П о с л е д н е е  о б у с л о в ­

л е н о  к о л е б а т е л ь н ы м  х а р а к т е р о м  И Х  g sqrt ( t )  ( с м .  р и с .  2  с л е в а ) ,  в х о д я щ и м  в  с в е р т к у .

Н а  р и с .  4  п р и в е д е н ы  г р а ф и к и  А Ч Х  K r ( f )  ( с л е в а )  и  Ф Ч Х  Ф г  ( f )  ( с п р а в а )  ф и л ь т р а  

Б И Х - У Ф Г ,  в ы ч и с л е н н ы е  п о  ф о р м у л а м  ( 8 ) - ( 1 0 )  п р и  т е х  ж е  п а р а м е т р а х  S Q R T - ф и л ь т р а :  

F o =  2 0  к Г ц ,  Р  = 0,1 ; f max =  F o(1  +  Р )  =  2 2 к Г ц ,  Fh = F o (1 —Р ) = 1 8 к Г ц .
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С р а в н и т е л ь н ы й  а н а л и з  ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к  ф и л ь т р о в  Б И Х - У Ф Г  и  И Ф Г  

( с м .  р и с .  4  и  р и с .  1 )  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  в  п р е д е л а х  и н т е р в а л а  ч а с т о т  [ - F h , F h ] о н и  с о в п а д а ю т ,

п р и ч е м  м е н я я  п а р а м е т р ы  ф и л ь т р а  F o , /  м о ж н о  у п р а в л я т ь  ш и р и н о й  F h э т о г о  д и а п а з о н а .

400

300

Е<

Tim e [ms] Time [ms]

F ig

Р и с .  3 . И Х  ф и л ь т р а  Б И Х - У Ф Г  ( с л е в а ) ,  И Х  ф и л ь т р а  И Ф Г  ( с п р а в а )

3 . I n f in i t e  im p u l s e  r e s p o n s e s  o f  s t a b le  H i l b e r t  f i l t e r  ( l e f t )  a n d  id e a l  H i l b e r t  f i l t e r  ( r ig h t )

w i t h  i n f in i t e  im p u l s e  r e s p o n s e

1

0.9

0.8

0.7

Ф 0 .6  ТЭ 3
с  0.5o>
to
S  0.4 

0.3 

0.2 

0.1

2

— —

1.5

— —

[r
ad

] О СЛ 
-

■

P
h
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e
6 сл 

о

— —

-1

— — -1.5

-2
-10 0 10 
Frequency [kHz]

-10 0 10 
Frequency [kHz]

F ig .  4 .

Р и с .  4 . А Ч Х  ( с л е в а )  и  Ф Ч Х  ( с п р а в а )  ф и л ь т р а  Б И Х - У Ф Г  

A m p l i t u d e - f r e q u e n c y  ( l e f t )  a n d  P h a s e - f r e q u e n c y  ( r i g h t )  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s t a b le  H i l b e r t  f i l t e r
w i t h  i n f in i t e  im p u l s e  r e s p o n s e

З а  п р е д е л а м и  и н т е р в а л а  [ - F , F h ] А Ч Х  K r ( f )  п л а в н о  с п а д а е т  д о  н у л я  в  т о ч к а х  ± f max. 

Н а  к р а я х  к р и в о й  Ф Ч Х  Ф г  ( f )  в б л и з и  т о ч е к  ±  f max м о г у т  н а б л ю д а т ь с я  и с к а ж е н и я  ф а з ы  в  в и д е  

в ы ч и с л и т е л ь н ы х  о ш и б о к ,  к о т о р ы е  о б у с л о в л е н ы  с т р е м л е н и е м  А Ч Х  к  н у л ю  и  н е в о з м о ж н о ­

с т ь ю  о ц е н и т ь  ф а з у  п р и  н у л е в о м  у с и л е н и и  K r ( +  f m ax)  =  0  . Р е з у л ь т а т ы  э к с п е р и м е н т а  н а  р и с .  4  

п о к а з ы в а ю т  -  и з - з а  у с т о й ч и в о с т и  ф а з ы  к  м а с ш т а б н ы м  и з м е н е н и я м  и  ф и н и т н о с т и  К Ч Х  ( 9 )  

к р и в а я  Ф  г  ( f )  с о х р а н я е т  п р а в и л ь н ы е  з н а ч е н и я  ф а з ы  в п л о т ь  д о  т о ч е к  ±  f max, г д е  н а б л ю д а е т с я  

р е з к и й  с п а д  Ф Ч Х  д о  н у л я  ( с м .  р и с .  4 ) .  С о х р а н е н и е  з н а ч е н и я  0  н а  б о л е е  в ы с о к и х  ч а с т о т а х  

о б ъ я с н я е т с я  п р о ц е д у р о й  a r g ( - ) ,  к о т о р а я  а в т о м а т и ч е с к и  д о о п р е д е л я е т с я  н у л е м  к о г д а  е е  а р г у ­

м е н т  р а в е н  0 .
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2. Синтез и анализ фильтра КИХ-УФГ. П о л у ч е н н ы е  в ы ш е  а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е ­

н и я  д л я  у с т о й ч и в о г о  Б И Х - ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  п о з в о л я ю т  с у д и т ь  о  е г о  п о т е н ц и а л ь н ы х  в о з ­

м о ж н о с т я х .  О д н а к о  п р и  п р а к т и ч е с к о й  р е а л и з а ц и и  ч а с т о  п р и х о д и т с я  о г р а н и ч и в а т ь  д л и н у  и м ­

п у л ь с н о й  х а р а к т е р и с т и к и  ф и л ь т р а .

Н а  п е р в ы й  в з г л я д  к а ж е т с я ,  ч т о  е с л и  И Х  ф и л ь т р а  g r ( 0 ,  /  е  К  я в л я е т с я  н е п р е р ы в н о й  

ч е т н о й  ф у н к ц и е й ,  т о  о г р а н и ч и в  е е  п о  в р е м е н и  к о н е ч н ы м  и н т е р в а л о м  [ - T  / 2 ,  T / 2 ]  д о с т а т о ч ­

н о й  д л и н н ы  Т  м о ж н о  л е г к о  п о л у ч и т ь  п р а к т и ч е с к и  т е  ж е  ч а с т о т н ы е  х а р а к т е р и с т и к и ,  ч т о  и  у  

Б И Х  ф и л ь т р а .  О д н а к о  э т о  с п р а в е д л и в о ,  т о л ь к о  е с л и  с п е к т р  K r ( j f )  =  J - (g T(t)) -  г л а д к а я  н е ­

п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  ч а с т о т ы .  В  п р о т и в н о м  с л у ч а е  п е р е х о д  к  к о н е ч н о й  р е а л и з а ц и и  

S t t  (t )  =  {& г ( 0 , t  е  [ - T  / 2 ,  T / 2 ] }  п р и в о д и т  к  и с к а ж е н и ю  е е  ч а с т о т н о й  х а р а к т е р и с т и к и  в  в и д е  

п е р е х о д н о г о  з а т у х а ю щ е г о  к о л е б а т е л ь н о г о  п р о ц е с с а  в  т о ч к а х  р а з р ы в а  -  э ф ф е к т у  Г и б б с а .  

В  д а н н о м  с л у ч а е  ( с м .  р и с .  4 )  у  ф у н к ц и и  К г  (j f )  в  т о ч к е  f  = 0  и м е е т с я  р а з р ы в  1 - г о  р о д а .  П о ­

э т о м у  в  с п е к т р е  K FT( j f )  =  ^ r (g 'r r ( 0 )  ПРИ f  =  0  н а б л ю д а е т с я  э ф ф е к т  Г и б б с а  и  в о з н и к а е т

п р о б л е м а  е г о  п о д а в л е н и я .  О т м е т и м ,  ч т о  р е ш е н и е  д а н н о й  п р о б л е м ы  д л я  н е п р е р ы в н о г о  в р е ­

м е н и  в  д а л ь н е й ш е м  г а р а н т и р у е т  о т с у т с т в и е  э ф ф е к т а  Г и б б с а  и  д л я  д и с к р е т н о й  к о н е ч н о й  р е а ­

л и з а ц и и  g r T  [ i ]  =  g r T  ( t )  =  g r T  ( i  / 2 f max) ,  t  e [ - T  / 2 ,  T / 2 ] ,  к о т о р а я  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н а  н а  

э т а п е  р а з р а б о т к и  ц и ф р о в ы х  ф и л ь т р о в  Г и л ь б е р т а  ( Ц Ф Г ) .

Frequency [kHz]

-20 -15 -10
Frequency [kHz]

-5 0 5
Frequency [kHz]

Р и с .  5 . А Ч Х  ( с л е в а )  и  Ф Ч Х  ( с п р а в а )  ф и л ь т р а  К И Х - У Ф Г .  В е р х н и е  г р а ф и к и  с о о т в е т с т в у ю т
T  =  2 , 2  м с , н и ж н и е  T  =  4 , 4  м с  

F ig .  5 . A m p l i t u d e - f r e q u e n c y  ( l e f t )  a n d  P h a s e - f r e q u e n c y  ( r i g h t )  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s t a b le  H i l b e r t  f i l t e r  w i th  

f i n i t e  im p u l s e  r e s p o n s e . T h e  u p p e r  g r a p h s  c o r r e s p o n d  t o  T  =  2 , 2  m s  , t h e  l o w e r  g r a p h s  t o  T  =  4 , 4  m s
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Н а  р и с .  5  п р е д с т а в л е н ы  г р а ф и к и  А Ч Х  ( с л е в а )  и  Ф Ч Х  ( с п р а в а )  а н а л о г о в о г о  ф и л ь т р а  

Г и л ь б е р т а  с  о г р а н и ч е н н о й  п о  в р е м е н и  И Х  g T T  (t )  ( К И Х - У Ф Г ) ,  в ы ч и с л е н н ы е  п о  ф о р м у л а м

4 г ( / )  =  | 4 г С , / ) |  =  |Л & , г ( 0 ) | ,  / € К  (13)

* r . r ( / )  =  ars ( - ^ r . r O / ) ) -  О 4)
д л я  д в у х  з н а ч е н и й  д л и т е л ь н о с т и  T : Т х <  Т 2 п р и  т е х  ж е  п а р а м е т р а х  Б И Х - У Ф Г  ф и л ь т р а ,  к о т о ­

р ы е  п р и в о д и л и с ь  в ы ш е .  В с е  р а с ч е т ы ,  в к л ю ч а я  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  Т ( - )  в  ( 1 3 ) ,  в ы п о л н я ­

л и с ь  с  и с п о л ь з о в а н и е м  с и с т е м ы  и н ж е н е р н ы х  р а с ч е т о в  М а т л а б .  В и д н о ,  ч т о  А Ч Х  ( с м .  р и с .  5 

с л е в а )  с и л ь н о  и с к а ж е н ы  э ф ф е к т о м  Г и б б с а ,  к о т о р ы й  п р о я в л я е т с я  в  в и д е  з а т у х а ю щ е г о  к о л е б а ­

т е л ь н о г о  п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а  в  ч а с т о т н о й  о б л а с т и ,  м а к с и м а л ь н о г о  в б л и з и  ч а с т о т ы  f  =  0  и

с п а д а ю щ е г о  к  к р а я м  д и а п а з о н а  [—f max, f max ] ,  f max =  2 2  к Г ц . П р о т я ж е н н о с т ь  S f  >  0  п е р е х о д н о ­

г о  п р о ц е с с а  Г и б б с а

Sf  >  0 : | K r ,  (s f )  — (s f  ) , е  0 , 0 1  ^  0 , 0 0 1  , ( 1 5 )

о п р е д е л я е м а я  к а к  ч а с т о т а ,  п р и  к о т о р о й  ф у н к ц и я  K r  T ( f )  в  о б л а с т и  т о ч к и  f  =  0  п а д а е т  д о  

з н а ч е н и я  K r  T ( S f  )  =  (1  — u ) , з а в и с и т  о т  д л и т е л ь н о с т и  р е а л и з а ц и и  T  . А  и м е н н о ,  ч е м  б о л ь ш е  

T  , т е м  м е н ь ш е  S j  . П р и ч е м  с  р о с т о м  T  о д н о в р е м е н н о  у в е л и ч и в а е т с я  ч а с т о т а  к о л е б а н и й  п е ­

р е х о д н о г о  п р о ц е с с а ,  н о  е г о  м а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  m a x  K r T  ( f )  о с т а е т с я  п р е ж н и м .

В  т о  ж е  в р е м я  а н а л и з  г р а ф и к о в  н а  р и с .  5  ( с п р а в а )  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  п е р е х о д н ы й  п р о ц е с с ,  

в ы з в а н н ы й  э ф ф е к т о м  Г  и б б с а ,  п р а к т и ч е с к и  н е  в л и я е т  н а  п о в е д е н и е  ф а з о ч а с т о т н о й  х а р а к т е р и с т и ­

к и  Ф r T  ( f )  ( 1 4 ) .  Т а к ,  в  п р е д е л а х  п о л о с ы  ч а с т о т  [ —f max, f max] , к р и в а я  Ф r T  ( f )  т о ч н о  с о в п а д а е т  с

Ф Ч Х  Ф г ( /  )  ( 1 0 )  Б И Х  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а .  К а к  у ж е  о т м е ч а л о с ь  в ы ш е ,  у к а з а н н а я  н е ч у в с т в и т е л ь ­

н о с т ь  ф а з ы  к  и з м е н е н и ю  А Ч Х  о б ъ я с н я е т с я  е е  и н в а р и а н т н о с т ь ю  к  л ю б ы м  м а с ш т а б н ы м  и з м е н е ­

н и я м  к о э ф ф и ц и е н т а  п е р е д а ч и  ф и л ь т р а .  О д н а к о  з а  п р е д е л а м и  э т о й  п о л о с ы  у ж е  н а б л ю д а ю т с я  

п у л ь с а ц и и  ф а з ы ,  в ы з в а н н ы е  с п а д о м  А Ч Х  п р а к т и ч е с к и  д о  н у л я  и ,  к а к  с л е д с т в и е ,  в ы ч и с л и т е л ь ­

н ы м и  о ш и б к а м и .  П у л ь с а ц и и  л и ш ь  о т о б р а ж а ю т  ф а к т ,  ч т о  п р и  о г р а н и ч е н и и  д л и т е л ь н о с т и  И Х

g Y T  (t )  е е  с п е к т р  K r  T ( j  f )  у ж е  н е  я в л я е т с я  с т р о г о  ф и н и т н ы м  и  е г о  д а ж е  м и з е р н ы е  в с п л е с к и  з а

п р е д е л а м и  [—f max, f max ] в ы з ы в а ю т  « р е л е й н ы е  с р а б а т ы в а н и я »  о п е р а т о р а  a r g ( - ) .

О т м е т и м ,  ч т о  п р и ч и н а  п о я в л е н и я  э ф ф е к т а  Г и б б с а  и  х а р а к т е р  п о в е д е н и я  с о о т в е т с т в у ­

ю щ е г о  п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а  в  ч а с т о т н о й  о б л а с т и  с т а н о в я т с я  б о л е е  п о н я т н ы м и ,  е с л и  у ч е с т ь ,  

ч т о  о г р а н и ч е н и е  п о  д л и т е л ь н о с т и  о т р е з к о м  [—T  / 2 ,  T  / 2 ]  р а в н о с и л ь н о  у м н о ж е н и ю  g r ( t )  н а

п р я м о у г о л ь н о е  в е с о в о е  о к н о  n T ( t ) ,  т .  е .

f 1, 11 | < T / 2 ,
g T J ( t )  =  п г ( t ) • g r ( t )  n r ( t )  =  f 0  11 T / 2  ( 1 6 )

П о  и з в е с т н о м у  с в о й с т в у  п р е о б р а з о в а н и я  Ф у р ь е  т а к о е  у м н о ж е н и е  в о  в р е м е н н о й  о б л а с т и  п р и ­

в о д и т  к  с в е р т к е  с п е к т р о в  в  ч а с т о т н о й  о б л а с т и

KrAJf)=Нйг ,Л>))=л п т(0)*л«г(0)=Ts- ^ P - * k r( j f ) . (17)
ttJT

С п е к т р  п р я м о у г о л ь н о г о  о к н а  P n { f )  =  J - ( Y l T ( t ) )  и м е е т  в и д  м е д л е н н о  з а т у х а ю щ е й  к о ­

л е б а т е л ь н о й  ф у н к ц и и  s i n ( ^ f T )  /  п f T , у  к о т о р о й  ш и р и н а  1 /  T  л е п е с т к о в  с  р о с т о м  T  у м е н ь ­

ш а е т с я ,  а  з н а ч и т  ч а с т о т а  к о л е б а н и й  в  с п е к т р е  у в е л и ч и в а е т с я .  П о э т о м у  п р и  с в е р т к е  Pn  ( f )  с  

ф у н к ц и е й  К г ( j f )  в  о к р е с т н о с т и  —S f  <  f  < S f  ( т .  е .  с п р а в а  и  с л е в а  о т  т о ч к и  р а з р ы в а  f  =  0 )
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в о з н и к а е т  п о х о ж и й  з а т у х а ю щ и й  п е р е х о д н ы й  п р о ц е с с  с  р е з к и м  п о д ъ е м о м  в б л и з и  н у л я  и  п о ­

с л е д у ю щ и м  с п а д о м  д о  1. О т м е т и м ,  ч т о  м а к с и м у м  m a x  К Г Г  ( f )  п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а  о п р е ­

д е л я е т с я  п л о щ а д ь ю  п о д  к р и в о й  P n ( f ) ,  к о т о р а я  н е  з а в и с и т  о т  Г . П о э т о м у  э ф ф е к т и в н о  б о ­

р о т ь с я  с  э ф ф е к т о м  Г и б б с а  у в е л и ч е н и е м  д л и т е л ь н о с т и  Г  п р я м о у г о л ь н о г о  о к н а  П г ( t )  н е  у д а ­

е т с я  -  м а к с и м а л ь н ы й  в с п л е с к  п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а  о с т а е т с я  п р е ж н и м  п р и  л ю б ы х  з н а ч е н и я х  Г  .

Н и ж е  д л я  п о д а в л е н и я  э ф ф е к т а  Г и б б с а  п р е д л а г а е т с я  и с п о л ь з о в а т ь  ч а с т о т н о е  с г л а ж и ­

в а н и е  К Ч Х  К г г  ( j f )  с  п о м о щ ь ю  с п е ц и а л ь н ы х  в е с о в ы х  о к о н  w r  ( t ) ,  р а с с ч и т а н н ы х  н а  в ы ­

б р а н н у ю  д л и т е л ь н о с т ь  Г  . Ф а к т и ч е с к и  э т о  р а в н о с и л ь н о  з а м е н е  в  ( 1 6 ) ,  ( 1 7 )  п р я м о у г о л ь н о г о  

о к н а  П г ( t )  н а  д р у г о е  в р е м е н н о е  о к н о  w r  ( t ) ,  к о т о р о е  о б л а д а е т  б о л е е  п о д х о д я щ и м и  с п е к ­

т р а л ь н ы м и  х а р а к т е р и с т и к а м и .  В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч а е м  в з в е ш е н н у ю  о г р а н и ч е н н у ю  н а  о т р е з к е  

[ - Т  /  2 ,  Т  /  2 ]  и м п у л ь с н у ю  х а р а к т е р и с т и к у  К И Х - ф и л ь т р а

g T T { t )  =  w T { t ) - g T { t )  ( 1 8 )

^гт0'/) = л ^ ( 0 )  = л^(0)*л&(0) = ̂ ( /)^ г0 '/)-  (19)
Н а и л у ч ш е г о  р е з у л ь т а т а  п о д а в л е н и я  м о ж н о  д о с т и ч ь ,  е с л и  в е с о в о е  о к н о  W  ( )  и м е е т  

о ч е н ь  у з к и й  х о р о ш о  л о к а л и з о в а н н ы й  п о  ч а с т о т е  с п е к т р  W r (j f ) , а  е г о  ш и р и н а  F w « 1 /  Г  

з н а ч и т е л ь н о  м е н ь ш е  ш и р и н ы  с п е к т р а  и м п у л ь с н о й  х а р а к т е р и с т и к и  ^  (Z ) ф и л ь т р а  Б И Х - У Ф Г ,  

т .  е .  F w <SC / |г а х . В  э т о м  с л у ч а е  п р о ц е д у р а  с в е р т к и  ( 1 9 )  п о ч т и  н е  в л и я е т  н а  ш и р и н у  п о л о с ы  

Б И Х - У Ф Г ,  а  ч а с т о т н а я  х а р а к т е р и с т и к а  K T T ( f )  о с т а е т с я  п р а к т и ч е с к и  ф и н и т н о й  ф у н к ц и е й  с

м а к с и м а л ь н о й  ч а с т о т о й  с п е к т р а  / тах -  / т а х .

У с л о в и ю  х о р о ш е й  л о к а л и з а ц и и  п о  ч а с т о т е  у д о в л е т в о р я ю т  н е  в с е  в е с о в ы е  о к н а .  С р е д и  

н а и б о л е е  п о д х о д я щ и х  д л я  р а с с м а т р и в а е м о й  з а д а ч и  в ы д е л и м  д в а  о к н а .

1. О к н о  К а й з е р а

Ц д /  1 -  (2t /  Г  ) 2)

W1( t )  =
1 1 1<  Г  / 2

I »  ’ 1 <  ( 2 0 )

0 , 11 1>  Г / 2

г д е  1 0 -  м о д и ф и ц и р о в а н н а я  ф у н к ц и я  Б е с с е л я  п е р в о г о  р о д а  н у л е в о г о  п о р я д к а ,  а  >  1 -  

п а р а м е т р ,  п о з в о л я ю щ и й  у п р а в л я т ь  ш и р и н о й  г л а в н о г о  л е п е с т к а  в е с о в о г о  о к н а  и  у р о в н е м  

б о к о в ы х  л е п е с т к о в .  Ч е м  б о л ь ш е  а , т е м  ш и р е  г л а в н ы й  л е п е с т о к  и  м е н ь ш е  у р о в е н ь  б о к о в ы х  

л е п е с т к о в .  Д л я  н а ш и х  ц е л е й  в  з а в и с и м о с т и  о т  Г  с л е д у е т  в ы б и р а т ь  а  >  4 .

2 .  О к н о  Ч е б ы ш е в а

<

л ) / ^ г ' т л ) \ t \ < T / 2 ,
( 2 1 )

2 1 0 , \ t \ > T / 2

c o s (  N  a r c c o s ( y c ° S ( ^ f  /  2 f m ax ) )  | f  K f  

c h (  N  a r c h ( y ) )  ’ max

0 , | f  |>  f max

N  =  2  |_ Г  • f m ax J  +  1 ,

W 2 ( f )  Н

hc=у

 ̂a r c h ( 1 0 ’ )  ^

I  N  J

( 2 2 )

г д е  (•) -  о б р а т н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е ,  о т в е ч а ю щ е е  м о м е н т у  в р е м е н и  ^ -  о п е р а т о р  

в з я т и я  ц е л о й  ч а с т и ;  ц  [ д Б ]  -  м а к с и м а л ь н ы й  у р о в е н ь  б о к о в ы х  л е п е с т к о в  о к н а  в  д е ц и б е л а х .  

Д л я  н а ш и х  ц е л е й  в  з а в и с и м о с т и  о т  Г  с л е д у е т  в ы б и р а т ь  ц  >  4 0  [ д Б ] .

В с е  о к н а  я в л я ю т с я  ч е т н ы м и  ф у н к ц и я м и  и  н о р м и р о в а н ы  п о  а м п л и т у д е  

w 1 ( 0 )  =  w 2 ( 0 )  =  1 .  П а р а м е т р ы  Т  , а  , ц  о к н а  п о з в о л я ю т  п о д с т р о и т ь  ч а с т о т н у ю  х а р а к т е р и с т и к у
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К И Х - ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  ( 1 9 )  т а к ,  ч т о б ы  п о л у ч и т ь  п о д х о д я щ у ю  д л и т е л ь н о с т ь  s f  >  0

п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а  в  ч а с т о т н о й  о б л а с т и  п р и  м а к с и м а л ь н о м  у р о в н е  п о д а в л е н и я  э ф ф е к т а  

Г и б б с а  п о  а м п л и т у д е .

А Ч Х  и  Ф Ч Х  ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а  с  в е с о в о й  о б р а б о т к о й  ( 1 9 )  п р и н и м а ю т  в и д

K T J ( f )  =  \ K T J U f ) \ ,  4 > „ ( / ) = a r g ( ^ r ,r O / ) ) ,  А е К ,  ( 2 3 )

а  и х  г р а ф и к и  д л я  о к н а  Ч е б ы ш е в а  ( 2 2 )  с  у р о в н е м  б о к о в ы х  л е п е с т к о в  г  =  6 0 [ д Б ]  и  д в у х  з н а ч е н и й  

д л и т е л ь н о с т и  T  : T  =  2 , 2 м с  <  T 2 =  4 , 4 м с  п р е д с т а в л е н ы  н а  р и с .  6  ( п а р а м е т р ы  ф и л ь т р а  F 0 , Р  т е  

ж е ) .  С р а в н е н и е  и х  с  а н а л о г и ч н ы м и  к р и в ы м и  н а  р и с .  5  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  п р е д л о ж е н н а я  в е с о в а я  

о б р а б о т к а  п о з в о л я е т  з н а ч и т е л ь н о  п о д а в и т ь  э ф ф е к т  Г  и б б с а ,  с о х р а н и в  т е  ж е  ф а з о - ч а с т о т н ы е  х а ­

р а к т е р и с т и к и .  П е р е х о д н ы й  п р о ц е с с  А Ч Х  в  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  f  =  0  п р и  э т о м  с и л ь н о  в и д о и з м е ­

н я е т с я .  А  и м е н н о ,  в  и н т е р в а л е  0  <  f  < s f  н а б л ю д а е т с я  п л а в н о е  н а р а с т а н и е  а м п л и т у д ы  о т  0  д о  1, 

т .  е . в р е м я  s f п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а  п р и о б р е т а е т  с м ы с л  д л и т е л ь н о с т и  н а р а с т а н и я  п е р е д н е г о  

ф р о н т а  к р и в о й  K T T ( f ) .  П р и ч е м  в е л и ч и н а  s f п о - п р е ж н е м у  з а в и с и т  о т  д л и н ы  7  и м п у л ь с н о й  

х а р а к т е р и с т и к и  К И Х - ф и л ь т р а  и  с  р о с т о м  T  у м е н ь ш а е т с я .  В  ч а с т н о с т и ,  п р и  T  =  T1 п о л у ч а е м  

e f  = 1 , 0 1  к Г ц ,  а  п р и  У  =  У2 , s f  = 0 , 5 0 7 к Г ц .  П о э т о м у ,  е с л и  м ы  х о т и м  п о л у ч и т ь  р а в н о м е р н о е  

у с и л е н и е  К г т ( / )  =  1 н а  б о л е е  н и з к и х  ч а с т о т а х ,  м ы  д о л ж н ы  у в е л и ч и в а т ь  д л и н у  Т  . В ы б о р  ж е  

т и п а  о к н а  ( К а й з е р а  и л и  Ч е б ы ш е в а )  и  и х  п а р а м е т р о в  а  , г  в л и я е т  т о л ь к о  н а  а м п л и т у д у  о с т а в ­

ш и х с я  п у л ь с а ц и й  и  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  в ы с о к и й  у р о в е н ь  и х  п о д а в л е н и я .

F requency  [kHz] Frequency  [kHz]

1.5

1

_  0.5 
TJ 
£
CD О 
id £
CL

-0.5

-1

-1.5

-2
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 -20 -15 -10 -5 0  5  10 15 20

Frequency [kHz] Frequency  [kHz]

Р и с .  6 . А Ч Х  ( с л е в а )  и  Ф Ч Х  ( с п р а в а )  ф и л ь т р а  К И Х - У Ф Г  с  о к н о м  Ч е б ы ш е в а  г  =  6 0 [ д Б ] . 
В е р х н и е  г р а ф и к и  с о о т в е т с т в у ю т  T  =  2 , 2  м с , н и ж н и е  T  =  4 , 4  м с  

F ig .  6 . A m p l i t u d e - f r e q u e n c y  ( l e f t )  a n d  P h a s e - f r e q u e n c y  ( r i g h t )  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s t a b le  H i l b e r t  f i l t e r  

w i t h  f i n i t e  im p u l s e  r e s p o n s e  a n d  C h e b y s h e v  w i n d o w  г  =  6 0 [ d B ] . T h e  u p p e r  g r a p h s  c o r r e s p o n d  

t o  T  =  2 , 2  m s , t h e  l o w e r  g r a p h s  t o  T  =  4 , 4  m s
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В  д а л ь н е й ш е м  н а з о в е м  р а б о ч е й  п о л о с о й  К И Х - У Ф Г  ф и л ь т р а  ( 1 8 ) - ( 1 9 )  и н т е р в а л  ч а с т о т  

[ s f , F h ] ,  г д е  с о г л а с н о  р и с .  6  А Ч Х  и  Ф Ч Х  п р а к т и ч е с к и  с о в п а д а ю т  с  а н а л о г и ч н ы м и  ч а с т о т н ы ­

м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  И Ф Г  ( 3 ) ,  ( 4 ) .  Ч т о б ы  б о л е е  т о ч н о  о ц е н и т ь  к а ч е с т в о  р а б о т ы  К И Х - У Ф Г  

ф и л ь т р а  с  в е с о в ы м  о к н о м  в  д и а п а з о н е  ч а с т о т  [ e f , F h ] ,  о п р е д е л и м  а б с о л ю т н ы е  и  с р е д н е к в а д ­

р а т и ч е с к и е  о ш и б к и  ( С К О )  д л я  А Ч Х  и  Ф Ч Х  ф о р м у л а м и :

^ ( / „ ) = К < / , ) - ^ г . г ( / „ ) | .  е ф ( / , ) = К а ) - Ф г . г < / „ ) |  ( 24)

= л/У~ .1 1 /. 1 ~ ^  < 1 f :  -1) '^Ф  ‘Л 11 > ( 25)

г д е  N  =  3 0 0  -  ч и с л о  т о ч е к  в  с е т к е  ч а с т о т  f  е  [ ~ F h , F h ] ,  п  =  1 , . . . , N .

I1п |
MirJiiSil**.

Frequency [kHz]

6  8  10  12 

Frequency [kHz]

Frequency [kHz] Frequency [kHz]

Р и с .  7 . А м п л и т у д н ы е  о ш и б к и  д л я  ф и л ь т р а  К И Х - У Ф Г  с  о к н о м  Ч е б ы ш е в а  ц  =  6 0 [ д Б ]  ( с л е в а )  и  с  о к н о м  

К а й з е р а  а  =  7  ( с п р а в а ) .  В е р х н и е  г р а ф и к и  с о о т в е т с т в у ю т  Г  =  2 , 2  м с ,  н и ж н и е  Г  =  4 , 4  м с  

F ig .  7 . A m p l i t u d e  e r r o r s  o f  H i l b e r t  f i l t e r  w i t h  f i n i t e  im p u l s e  r e s p o n s e  w i t h  C h e b y s h e v  w i n d o w  ц =  6 0 [ d B ]  

( l e f t )  a n d  K a i s e r  w i n d o w  а  =  7  ( r ig h t ) .  T h e  u p p e r  g r a p h s  Г  =  2 , 2  m s , t h e  l o w e r  g r a p h s  Г  =  4 , 4  m s

Р е з у л ь т а т ы  п р о в е д е н н о г о  э к с п е р и м е н т а  п о д т в е р ж д а ю т ,  ч т о  о ш и б к и  п о  ф а з е  р а в н ы  н у л ю :  

е Ф ( f n )  =  0 ,  f n е  [ - F h , F h ] и  Е ф =  0  д л я  в с е х  т и п о в  о к о н  и  и х  п а р а м е т р о в .  Т .  е .  в  р а б о ч е й  п о л о с е

ч а с т о т  [ s f , F h ] К И Х - У Ф Г  ф и л ь т р  ( 1 8 ) - ( 1 9 )  р а б о т а е т  к а к  и д е а л ь н ы й  ф а з о в р а щ а т е л ь .  О ш и б к и  п о

а м п л и т у д е  eK (f n) , E K о т л и ч н ы  о т  н у л я  и  з а в и с я т  о т  д л и т е л ь н о с т и  о к н а  и  е г о  п а р а м е т р о в .

Н а  р и с .  7  с л е в а  ( с в е р х у  в н и з )  ш т р и х - п у н к т и р о м  и з о б р а ж е н ы  г р а ф и к и  о ш и б о к  e K ( f  )  д л я

о к н а  Ч е б ы ш е в а  (  ц  =  6 0  ). А н а л о г и ч н о ,  н а  т о м  ж е  р и с у н к е  с п р а в а  ( с в е р х у  в н и з )  и з о б р а ж е н ы  к р и -
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в ы е  о ш и б о к  e K ( f n )  д л я  о к н а  К а й з е р а  (  а  =  7  ). Н а  в с е х  г р а ф и к а х  с п л о ш н ы м и  г о р и з о н т а л ь н ы м и  

л и н и я м и  у к а з а н ы  с о о т в е т с т в у ю щ и е  у р о в н и  с р е д н е к в а д р а т и ч е с к и х  о ш и б о к  EK . В е р х н и е  г р а ф и ­

к и  п о с т р о е н ы  п р и  T  =  T1, л е в ы е  г р а н и ц ы  к р и в ы х  о ш и б о к  с о в п а д а ю т  ч а с т о т о й  S f  =  1 , 0 1 к Г ц .  

А н а л о г и ч н о ,  н и ж н и м  г р а ф и к а м  с о о т в е т с т в у ю т  з н а ч е н и я :  T  =  T2 , S f  =  0 , 5 0 7  к Г ц .

А н а л и з  э т и х  г р а ф и к о в  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  в  р а б о ч е м  д и а п а з о н е  ч а с т о т  [ s f , F h ] с р е д н е ­

к в а д р а т и ч е с к и е  о ш и б к и  ( С К О )  п о  а м п л и т у д е  н е б о л ь ш и е ,  а  и х  о т к л о н е н и е  о т  1 с о с т а в л я е т

м е н е е  0 , 1  %  д л я  в с е х  в ы б р а н н ы х  т и п о в  о к о н  и  з н а ч е н и й  T  . О д н а к о  н а и л у ч ш и й  р е з у л ь т а т

п о л у ч а е т с я  у  о к н а  К а й з е р а ,  г д е  С К О  п о л у ч а ю т с я  в  3 - 4  р а з а  м е н ь ш е .  П р и ч е м  д л я  р а з н ы х  о к о н  

а м п л и т у д н ы е  о ш и б к и  п о  ч а с т о т е  р а с п р е д е л е н ы  н е  о д и н а к о в о  -  у  ф и л ь т р а  с  о к н о м  Ч е б ы ш е в а  

о н и  р а с п р е д е л е н ы  б о л е е  р а в н о м е р н о ,  ч е м  у  ф и л ь т р а  с  о к н о м  К а й з е р а .

3. Построение физически реализуемого фильтра КИХ-УФГ .
Д л я  т о г о  ч т о б ы  л ю б о й  у с т о й ч и в ы й  ф и л ь т р  б ы л  ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м ы м ,  н е о б х о д и м о  

ч т о б ы  е г о  и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а  g  ( t )  у д о в л е т в о р я л а  у с л о в и ю :

g ( t )  =  0 , t < 0 .  ( 2 6 )

У  ф и л ь т р а  К И Х - У Ф Г  ( 1 8 )  и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а  g r T (t)  н е  у д о в л е т в о р я е т  у с л о ­

в и ю  ( 2 6 ) ,  н о  о н  м о ж е т  б ы т ь  п р е о б р а з о в а н  к  ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м о м у ,  е с л и  в  g r T (t)  в в е с т и  

п о д х о д я щ у ю  з а д е р ж к у  то >  Т  /  2

g Y J t )  =  g Y J t - T 0 ) ,  t e R .  ( 2 7 )

О ч е в и д н о ,  т а к о й  в ы б о р  то г а р а н т и р у е т ,  ч т о  7 ( / )  =  0  п р и  t  <  0 ,  п р и  э т о м  g r ( 0  я в л я ­

е т с я  ф и н и т н о й  ф у н к ц и е й  н а  и н т е р в а л е  [ Т / 2  — то , то + 7 Y 2 ] . Т а к и м  о б р а з о м ,  и м п у л ь с н а я  х а ­

р а к т е р и с т и к а  ( 2 7 )  о п и с ы в а е т  ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м ы й  К И Х - У Ф Г .  Г р а ф и к  g T T ( t )  д л я  з н а ч е ­

н и я  To =  T  / 2  с  о к н о м  Ч е б ы ш е в а  (  ц =  6 0 [ д Б ] , T  =  2 , 2  м с  )  п р и в е д е н  н а  р и с .  8  с л е в а .

Time [ms] Frequency [kHz]

Р и с .  8 . И Х  ( с л е в а )  и  Ф Ч Х  ( с п р а в а )  ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м о г о  ф и л ь т р а  К И Х - У Ф Г  с  о к н о м  Ч е б ы ш е в а
ц =  6 0 [ д Б ]  д л и т е л ь н о с т ь ю  T  =  2 , 2  м с

F ig .  8 . I m p u ls e  r e s p o n s e  ( l e f t )  a n d  P h a s e - f r e q u e n c y  r e s p o n s e  ( r i g h t )  o f  a  p h y s i c a l l y  r e a l i z e d  H i l b e r t  f i l t e r  

w i t h  C h e b y s h e v  w i n d o w  ц =  6 0 [ d B ]  o f  d u r a t i o n  T  =  2 , 2  m s

427



Экономика. Инф орматика. 2022. Т. 49, № 2 (416 -431 )
Econom ics. Inform ation technologies. 2022. V. 49, No. 2 (416 -431 )

С о о т в е т с т в у ю щ и е  ч а с т о т н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  К Ч Х ,  А Ч Х  и  Ф Ч Х  т а к о г о  ф и л ь т р а  

о п и с ы в а ю т с я  в ы р а ж е н и я м и

^ г т 0 ' / )  =  Л & т ^ - го)) =  ^ г т 0 '/ ) е х р ( - 7 '2 ^ / 7 - о), f e R ,  (28)

к тт (/) = \кгг и  л\ = Кг А Л ’ (29)

Ф г .г ( / )  =  агё ( ^ г т 0 ' / ) )  = Ф г . г ( / ) - 2я'го/ ’ f G R - (3°)

Из (29), (30) с л е д у е т ,  ч т о  А Ч Х  K T T ( f )  с о в п а д а е т  с  K T T ( f )  н а  р и с .  6, а  у  Ф Ч Х

Ф ] т ( / )  п о я в л я е т с я  л и н е й н ы й  т р е н д  —2 m oj  , н а к л а д ы в а ю щ и й с я  н а  к р и в у ю  Ф г  т ( / ) .

Выводы

1. П о л у ч е н ы  с т р о г и е  а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  у с т о й ч и в о г о  а н а л о г о в о г о  Б И Х -  

ф и л ь т р а  Г  и л ь б е р т а  с  ф и н и т н о й  ч а с т о т н о й  х а р а к т е р и с т и к о й ,  у  к о т о р о г о  А Ч Х  и  Ф Ч Х  в  п р е д е ­

л а х  з а д а н н о г о  д и а п а з о н а  ч а с т о т  с о в п а д а ю т  с  х а р а к т е р и с т и к а м и  и д е а л ь н о г о  ф а з о в р а щ а т е л я .

2 .  П р о в е д е н  п о э т а п н ы й  с и н т е з  а н а л о г о в о г о  К И Х - ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а ,  и с с л е д о в а н ы  

п р и ч и н ы  в о з н и к н о в е н и я  э ф ф е к т а  Г и б б с а  в  ч а с т о т н ы х  х а р а к т е р и с т и к а х  и  е г о  с в о й с т в а .  П р е д ­

л а г а е т с я  и  а н а л и з и р у е т с я  э ф ф е к т и в н ы й  м е т о д  б о р ь б ы  с  п е р е х о д н ы м  п р о ц е с с о м  Г и б б с а  в  ч а ­

с т о т н о й  о б л а с т и  и  п о к а з а н о ,  ч т о  п р и  с п е ц и а л ь н о м  в ы б о р е  в е с о в о г о  с г л а ж и в а н и я  м о ж н о  п о ­

л у ч и т ь  К И Х - ф и л ь т р  Г и л ь б е р т а  с  п р а к т и ч е с к и  и д е а л ь н ы м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  ф а з о в р а щ а т е л я  

в  з а д а н н о й  р а б о ч е й  п о л о с е  ч а с т о т .

3 .  П р и в о д я т с я  а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  и м п у л ь с н о й  и  ч а с т н ы х  х а р а к т е р и с т и к  

ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м о г о  К И Х - ф и л ь т р а  Г и л ь б е р т а .
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