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1. Введение. Краевые задачи для вырождающихся эллиптических уравнений используются при
моделировании вырождающихся процессов, то есть процессов, в которых протекание процесса вблизи
границы существенно отличается от его протекания внутри области. Краевые задачи для таких урав-
нений относятся к «неклассическим» задачам математической физики. Одна из главных трудностей,
возникающих в теории вырождающихся эллиптических уравнений, связана с влиянием младших (в
смысле теории регулярных эллиптических операторов) членов уравнения на постановку граничных
задач и их коэрцитивную разрешимость.

Исследование вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (при «степенном» ха-
рактере вырождения) было начато в работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [7], [8]. В работе В. П. Глушко
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[9] были получены априорные оценки краевых задач для уравнений, вырождающихся на границе в
уравнение первого порядка по одной из переменных. В работах А. Д. Баева [1, 2, 3] были сформули-
рованы априорные оценки и теоремы о существовании решений краевых задач для вырождающихся
эллиптических уравнений высокого порядка припроизвольном сильном характере вырождения. В част-
ности, были исследованы краевые задачи в полосе для уравнений высокого порядка, вырождающихся
на границе области в уравнение четного порядка. В работах А. Д. Баева и С. С. Бунеева [4, 5] были ис-
следованы краевые задачи в полосе для эллиптических уравнений высокого порядка, вырождающихся
на границе в уравнение третьего порядка.

В настоящей работе получены априорные оценки решений краевых задач в полосе для уравнений
высокого порядка, вырождающихся на границе в уравнение произвольного нечетного порядка по одной
изпеременных, а также доказана теорема существованияи единственности решений таких задач. Работа
является естественным продолжением исследований, начатых в работах [4, 5, 10, 11, 12, 13, 14].

2. Основные обозначения, определения и результаты. Пусть в полосе R𝑛
𝑑
= {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈ R𝑛−1,

0 < 𝑡 < 𝑑} задана следующая краевая задача:

𝐴
(
𝐷𝑥 , 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡

)
𝑣 (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑡) , (1)

где

𝐴
(
𝐷𝑥 , 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡

)
𝑣 = 𝐿2𝑚

(
𝐷𝑥 , 𝐷𝛼,𝑡

)
𝑣 + 𝑏 (−1)𝑘 𝜕2𝑘−1

𝑡 𝑣,

𝐿2𝑚 (𝐷𝑥 , 𝐷𝛼,𝑡 ) =
∑︁

|𝜏 |+𝑗≤2𝑚

𝑎𝜏 𝑗𝐷
𝜏
𝑥𝐷

𝑗
𝛼,𝑡 , 𝑎𝜏 𝑗 ∈ C, 𝐼𝑚 𝑏𝑎0,2𝑚 = 0,

𝐷𝜏
𝑥 = 𝑖 |𝜏 |𝜕𝜏1

𝑥1𝜕
𝜏2
𝑥2 ...𝜕

𝜏𝑛−1
𝑥𝑛−1 ,

𝐷𝛼,𝑡𝑢 (𝑡) – так называемая весовая производная функции 𝑢 (𝑡):

𝐷𝛼,𝑡𝑢 (𝑡) =
1
𝑖

√︁
𝛼 (𝑡)𝜕𝑡 (

√︁
𝛼 (𝑡)𝑢 (𝑡)), 𝜕𝑡 =

𝜕

𝜕𝑡
,

𝐷
𝑗
𝛼,𝑡𝑢 (𝑡) = 𝐷𝛼,𝑡 (𝐷 𝑗−1

𝛼,𝑡 𝑢 (𝑡)), 𝑗 = 1, 2, ...,

𝛼 (𝑡) – специальная весовая функция, которая будет определена далее, C – множество комплексных
чисел.

На границе 𝑡 = 0 полосы R𝑛
𝑑
задаются условия:

𝐵 𝑗 (𝐷𝑥 ) 𝑣 |𝑡=0 =
∑︁

|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝐷
𝜏
𝑥 𝜕

𝑗
𝑡 𝑣 |𝑡=0 = 𝐺 𝑗 (𝑥), 𝑗 = 1, ..., 𝑘 − 1. (2)

На границе 𝑡 = 𝑑 полосы R𝑛
𝑑
заданы условия вида

𝑣 |𝑡=𝑑 = 𝜕𝑡 𝑣 |𝑡=𝑑 = ... = 𝜕𝑚−1
𝑡 𝑣 |𝑡=𝑑 = 0. (3)

Априорные оценки решения задачи (1) – (3) будут установлены в специальных пространствах с
весом.
Определение 2.1. Пространство 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1

(
R𝑛
𝑑

)
, 𝑠 ≥ 0, 𝑠 ∈ Z состоит из тех функций 𝑣 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2

(
R𝑛
𝑑

)
, для

которых конечна норма

| |𝑣 | |𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

=


[
(2𝑘−1)𝑠

2𝑚

]∑︁
𝑖=0




𝐹 −1
𝜉→𝑥

𝐹 −1
𝛼

[ (
1 + |𝜉 |2 + |𝜂 |2

) 1
2 (𝑠− 2𝑚

2𝑘−1 𝑙) 𝐹𝛼𝐹𝑥→𝜉

[
𝜕𝑙𝑡𝑣 (𝑥, 𝑡)

] ]


2

𝐿2 (R𝑛𝑑 )


1
2

,

где
[
(2𝑘−1)𝑠

2𝑚

]
– целая часть числа (2𝑘−1)𝑠

2𝑚 . Если 𝑠 – натуральное число такое, что число (2𝑘−1)𝑠
2𝑚 является

целым числом, то эта норма эквивалентна следующей норме

| |𝑣 | |𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

=


∑︁

|𝜏 |+𝑗+ 2𝑚
2𝑘−1 𝑙≤𝑠




𝐷𝜏
𝑥𝐷

𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑙
𝑡𝑣




2


1
2

.

Обозначим через 𝐻𝑠

(
R𝑛−1) пространство С. Л. Соболева. Пусть выполнены следующие условия:

Условие 1. При всех (𝜉, 𝜂) ∈ 𝑅𝑛 справедливо неравенство

𝑅𝑒
(
𝑏𝐿2𝑚 (𝜉, 𝜂)

)
≥ 𝑐

(
1 + |𝜉 |2 + |𝜂 |2

)𝑚
,
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где постоянная 𝑐 > 0 не зависит от (𝜉, 𝜂).
Условие 2. Для некоторого числа 𝑠 ≥ 2𝑚 + max

1≤ 𝑗≤𝑘−1
(𝑚 𝑗 ) функция 𝛼 (𝑡) принадлежит 𝐶𝑠−1 [0, 𝑑], причем

𝛼 (0) = 𝛼 ′ (0) = 0, 𝛼 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0.
Условие 3.

∑
|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝜉
𝜏 ≠ 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘 − 1 при всех 𝜉 ∈ R𝑛−1.

Основным результатом работы являются теоремы 2.1 и 2.2.

Теорема 2.1. Пусть 𝑠 ≥ max
{
2𝑚, max

1≤ 𝑗≤𝑘−1

(
𝑚 𝑗 + 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1

)
+ 𝑚

2𝑘−1

}
– целое число,𝑚 ≥ 2𝑘 − 1 – целое число и

выполнены условия 1 – 3, тогда для любого решения 𝑣 (𝑥, 𝑡) задачи (1) – (3), принадлежащего пространству
𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1

(
R𝑛
𝑑

)
, справедлива априорная оценка

|𝑣 |𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

≤ 𝑐
(
∥𝐴𝑣 ∥𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
+

𝑘−1∑︁
𝑗=1



𝐵 𝑗𝑣 |𝑡=0



𝑠−𝑚 𝑗− 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1 − 𝑚
2𝑘−1

)
, (4)

где постоянная 𝑐 > 0 не зависит от 𝑣 . Здесь ∥·∥𝑠 – норма в пространстве Соболева – Слободецкого𝐻𝑠

(
R𝑛−1) .

Теорема 2.2. Пусть 𝑠 ≥ max
{
2𝑚, max

1≤ 𝑗≤𝑘

(
𝑚 𝑗 + 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1

)
+ 𝑚

2𝑘−1

}
– целое число, 𝑚 ≥ 2𝑘 − 1 – целое число,

а также выполнены условия 1 – 3. Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(
R𝑛
𝑑

)
, 𝐺 𝑗 (𝑥) ∈ 𝐻𝑠−𝑚 𝑗− 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1 − 𝑚
2𝑘−1

(
R𝑛−1) , 𝑗 =

1, 2, ..., 𝑘−1, тогда существует единственное решение 𝑣 (𝑥, 𝑡) задачи (1) – (3), принадлежащее пространству
𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1

(
𝑅𝑛
𝑑

)
.

3. Схема доказательства теоремы 2.1. Для доказательства теоремы 2.1 преобразуем задачу (1) –
(3), применив преобразование Фурье 𝐹𝑥→𝜉 к уравнению, начальным и краевым условиям. Обозначим
𝑢 (𝜉, 𝑡) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝑣], 𝑓 (𝜉, 𝑡) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝐹 ], 𝑔(𝜉) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝐺],

𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 ) =
∑︁

|𝜏 |+𝑗≤2𝑚

𝑎𝜏 𝑗𝜉
𝜏𝐷

𝑗
𝛼,𝑡 , 𝐵

′
𝑗 (𝜉) =

∑︁
|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝜉
𝜏 𝜕

𝑗
𝑡 ,

тогда после применения преобразования Фурье исходная задача (1) – (3) приобретает вид

𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢 (𝜉, 𝑡) + 𝑏 (−1)𝑘 𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢 (𝜉, 𝑡) = 𝑓 (𝜉, 𝑡), (5)

𝐵′𝑗 (𝜉)𝑢 (𝜉, 𝑡) |𝑡=0 = 𝑔 𝑗 (𝜉), 𝑗 = 1, ..., 𝑘 − 1, (6)

𝑢 |𝑡=𝑑 = 𝜕𝑡 𝑢 |𝑡=𝑑 = ... = 𝜕𝑚−1
𝑡 𝑢 |𝑡=𝑑 = 0. (7)

Дополнительно введем еще одно пространство.
Определение 3.1. Будем говорить, что функция 𝑢 (𝑡) принадлежит пространству 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑) (𝑠 ≥ 0 –

целое число), если конечна следующая норма, зависящая от параметра 𝜉 ∈ R𝑛−1:

∥𝑢∥𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1 , |𝜉 |

=


∑︁

𝑘+ 2𝑚
2𝑘−1 𝑗≤𝑠




𝐹 −1
𝛼

[ (
1 + |𝜉 |2 + 𝜂2) 1

2𝑘𝐹𝛼

[
𝜕
𝑗
𝑡𝑢

] ]


2

𝐿2 (0;𝑑 )


1
2

.

Теорема 2.1 доказывается с помощью теоремы 3.1.

Теорема 3.1. Пусть 𝑠 ≥ max
{
2𝑚, max

1≤ 𝑗≤𝑘−1

(
𝑚 𝑗 + 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1

)
+ 𝑚

2𝑘−1

}
– целое число,𝑚 ≥ 2𝑘 − 1 – целое число.

Пусть 𝑓 (𝜉, 𝑡) ∈ 𝐻𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(0;𝑑) при всех и выполнены условия 1 – 3. Тогда для любого решения𝑢 (𝜉, 𝑡) задачи
(5) – (7), принадлежащего при всех 𝜉 ∈ R𝑛−1 пространству 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑), справедлива априорная оценка

∥𝑢∥2
𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤ 𝑐

(
∥ 𝑓 ∥2

𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1 , |𝜉 |

+
𝑘−1∑︁
𝑗=1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑠−𝑚 𝑗− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

��𝑔 𝑗 (𝜉)��2) (8)

с константой 𝑐 > 0, не зависящей от 𝑢, 𝑓 , 𝑔.
Для доказательства теоремы 3.1 потребуются несколько вспомогательных понятий и утверждений,

в частности, интегральное преобразование 𝐹𝛼 , свойства весовых производных и несколько лемм.
Интегральное преобразование 𝐹𝛼 на функциях 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞

0 (R+) может быть записано в виде:

𝐹𝛼 [𝑢 (𝑡)] (𝜂) =
+∞∫

0

𝑢 (𝑡) exp ©­«𝑖𝜂
𝑑∫

𝑡

𝑑𝜌

𝛼 (𝜌)
ª®¬ 𝑑𝑡√︁

𝛼 (𝑡)
.

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2022, том 54, №1



8 О разрешимости одной краевой задачи в полосе для вырождающегося эллиптического уравнения ...

Это преобразование (его можно называть весовым преобразованием Фурье) было введено в работе [1].
В этом преобразовании 𝛼 (𝑡) – некоторая функция со свойствами:

𝑡 ∈ R+, 𝛼 (+0) = 𝛼 ′ (+0) = 0, 𝛼 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0,
𝛼 (𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при 𝑡 ≥ 𝑑,𝑑 > 0.

Преобразование 𝐹𝛼 связано с преобразованием Фурье следующим образом:

𝐹𝛼 [𝑢 (𝑡)] (𝜂) = 𝐹𝜏→𝜂 [𝑢𝛼 (𝜏)], где

𝑢𝛼 (𝜏) =
√︁
𝛼 (𝑡)𝑢 (𝑡) |𝑡=𝜑−1 (𝜏 ) , 𝜏 = 𝜑 (𝑡) = −

𝑑∫
𝑡

𝑑𝜌

𝛼 (𝜌 ) .

Соответственно, для 𝐹𝛼 можно построить обратное преобразование 𝐹 −1
𝛼 , которое можно записать в

виде:

𝐹 −1
𝛼 [𝑤 (𝜂)] (𝑡) = 1√︁

𝛼 (𝑡)
𝐹 −1
𝜂→𝜏 [𝑤 (𝜂)]

�����
𝜏=𝜑 (𝑡 )

,

где 𝐹 −1
𝜂→𝜏 – обратное преобразование Фурье.

Для преобразования 𝐹𝛼 доказан аналог равенства Парсеваля:

∥𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂)∥𝐿2 (R) =
√

2𝜋 ∥𝑢∥𝐿2 (R+ ) .

Это дает возможность расширить 𝐹𝛼 до непрерывного преобразования из 𝐿2 (R) в 𝐿2 (R+), а также
рассмотретьпреобразование 𝐹𝛼 не тольконафункцияхиз𝐿2 (R+), ноинанекоторыхклассах обобщенных
функций.

Преобразование 𝐹𝛼 и весовые производные обладают несколькими полезными свойствами.

Свойство 1. ∀𝑢 (𝑡) ∈ 𝐿2 (0, 𝑑),𝑤 (𝑡) ∈ 𝐿2 (0, 𝑑) :
+∞∫
−∞

𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂)𝐹𝛼 [𝑤] (𝜂)𝑑𝜂 = 2𝜋 (𝑢,𝑤), (𝑢,𝑤) – скалярное

произведение в 𝐿2 (0, 𝑑).
Свойство 2. Если 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶𝑠 [0, 𝑑] и имеют место равенства

𝑢 (𝑑) = 𝜕𝑡𝑢 (𝑑) = ... = 𝜕𝑠−1
𝑡 𝑢 (𝑑) = 0, (9)

то выполняются:
𝐹𝛼 [𝐷 𝑗

𝛼,𝑡 ] (𝜂) = 𝜂 𝑗𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂), 𝑗 = 0, ..., 𝑠 .

Свойство 3. Если 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶𝑠 [0, 𝑑],𝑤 (𝑡) ∈ 𝐶𝑠 [0, 𝑑] и для них выполняются (9), то справедливо равенство:

(𝐷 𝑗
𝛼,𝑡𝑢 (𝑡),𝑤 (𝑡)) = 1

2𝜋

+∞∫
−∞

𝜂 𝑗𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂)𝐹𝛼 [𝑤] (𝜂)𝑑𝜂 =
1

2𝜋
(𝜂 𝑗𝐹𝛼 [𝑢] (𝜂), 𝐹𝛼 [𝑤] (𝜂)).

Отметим, что 𝐶∞ (0, 𝑑) плотно в 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

.
Для весовых производных известны аналоги неравенства Эрлинга – Ниренберга. Сформулируем их

в виде леммы и следствия из нее.
Лемма 3.1. Пусть 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐶∞ (0, 𝑑), тогда для любого 𝜀 > 0, 𝑗 = 0, ..., 𝑠 − 1 справедливо неравенство


𝐷 𝑗

𝛼,𝑡𝑢




2
≤ 𝜀2(𝑠− 𝑗



𝐷𝑠
𝛼,𝑡𝑢



2 +
(
𝑐𝜀−2𝑗 + 𝜀2(𝑠− 𝑗 )

)
∥𝑢∥2 , 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (10)

Здесь и в дальнейшем через ∥·∥ обозначается норма в пространстве 𝐿2 (0;𝑑).
Следствие 3.1.Пусть𝑢 (𝑡) ∈ 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑). Тогда∀𝜀 > 0, 𝑗 = 0, 1, ..., 2𝑚−1, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛−1 справедливо неравенство

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚− 𝑗



𝐷 𝑗

𝛼,𝑡𝑢




2
≤ 𝜀2(2𝑚− 𝑗 )

𝐷2𝑚

𝛼,𝑡𝑢


2 + 𝑐 (𝜀)

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2, (11)

𝑐 (𝜀) = 𝑐 (𝜀−2𝑗 + 𝜀2(2𝑚− 𝑗 ) ), 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

не зависит от 𝑢, 𝜉 . В общем случае неравенство имеет вид:(
1 + |𝜉 |2

)𝑠− 𝑗



𝐷 𝑗

𝛼,𝑡𝑢




2
≤ 𝜀2(𝑠− 𝑗 )

𝐷𝑠

𝛼,𝑡𝑢


2 + 𝑐 (𝜀)

(
1 + |𝜉 |2

)𝑠 ∥𝑢∥2, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑠 − 1,

𝑐 (𝜀) = 𝑐 (𝜀−2𝑗 + 𝜀2(𝑠− 𝑗 ) ), 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.
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Следующие леммы напрямую используются в доказательстве теоремы 3.1. Доказательства каждой
из этих лемм громоздки, поэтому доказательство будет приведено только для теорем 2.1 и 3.1.
Лемма 3.2.Пусть выполнены условия 1 и 2,𝑚 ≥ 2𝑘−1, 𝑘 ≥ 2, тогда для любой функции𝑢 (𝑡) ∈ 𝐻2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑)

справедлива оценка

𝑚∑
𝑗=0

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚− 𝑗



𝐷 𝑗

𝛼,𝑡𝑢




2
≤ 𝑐

(

𝐴 (
𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡

)
𝑢 (𝑡)



2+

+
(
1 + |𝜉 |2

)𝑚 (
𝑘−2∑
𝑗=0

(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0) − 1

2

��𝜕𝑘−1
𝑡 𝑢 (0)

��2)) (12)

с константой 𝑐 > 0, не зависящей от 𝜉 , 𝑢.
Лемма 3.3.При выполнении условий леммы 3.2 для любой функции𝑢 (𝑡) ∈ �̃�2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑) справедлива оценка

𝐷2𝑚

𝛼,𝑡𝑢


2 ≤ 𝜀

(

𝐷2𝑚
𝛼,𝑡𝑢



2 +


𝜕2𝑘−1

𝑡 𝑢


2

)
+

+𝑐 (𝜀)
(

𝐴 (

𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡
)
𝑢


2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
) (13)

при любом 𝜀 > 0.
Лемма 3.4.При выполнении условий леммы 3.2 для любой функции𝑢 (𝑡) ∈ 𝐻2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑) справедлива оценка


𝜕2𝑘−1

𝑡 𝑢




2
≤ 𝑐

(

𝐴 (
𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 , 𝜕𝑡

)
𝑢


2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
. (14)

Лемма 3.5. Пусть выполнены условия леммы 3.2 и 2𝑚 кратно 2𝑘 − 1, тогда для любой функции 𝑢 (𝑡) ∈
𝐻2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1
(0;𝑑), являющейся решением задачи (5) – (7), имеет место оценка:


𝐷2𝑚−𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
𝑗
𝑡𝑢




2
≤ 𝜀

2𝑘−1∑︁
𝑙=0




𝐷2𝑚−𝑞𝑙
𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)

(
∥ 𝑓 ∥2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
, (15)

где 𝑞 = 2𝑚
2𝑘−1 , 𝑗 ∈ N такое, что 2𝑚 − 𝑞 𝑗 > 0, 𝜀 > 0 – любое число.

Доказательство. Умножим обе части уравнения (5) скалярно на функцию (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢, получим(

𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢 + 𝑏 (−1)𝑘 𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢, (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
=

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
,

(−1) 𝑗
(
𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢,𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
+

(
𝑏 (−1)𝑘 𝜕2𝑘−1

𝑡 𝑢, (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)
=

=

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
,

(−1) 𝑗
(
𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢,𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
+ (−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2

(
𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢, 𝐷

2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)
=

=

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
,

(−1) 𝑗Re
(
𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢,𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
+

+(−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re
(
𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢, 𝐷

2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)
= Re

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
.

(16)

С помощью неравенств Эрлинга – Ниренберга, Коши – Буняковского, теоремы «о следах», а также
интегрирования по частям и коммутаторов операторов дифференцирования и весового дифференци-
рования, получим оценки для каждого из слагаемых в левой и правой частях (16):

(−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re
(
𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢, 𝐷

2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)
= −|𝑏 |2Re𝐴𝑘+𝑗−1 + (−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re𝐵 =

= (−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re𝐵 − |𝑏 |2
2

���𝐷𝑚−𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑘+𝑗−1
𝑡 𝑢 (𝑑)

���2,
Re𝐴𝑘+𝑗−1 =

1
2

���𝐷𝑚−𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑘+𝑗−1
𝑡 𝑢 (𝑑)

���2,���𝐵��� = �����𝑘+𝑗−1∑︁
𝑙=2

(−1)𝑙𝐵𝑙

����� ≤ 𝜀 2𝑘−1∑︁
𝑙=0




𝐷2𝑚−𝑞𝑙
𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)∥𝑢∥2,

(−1) 𝑗Re
(
𝐿′2𝑚 (𝜉, 𝐷𝛼,𝑡 )𝑢,𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
=

= (−1) 𝑗Re𝑎0,2𝑚𝑏

(
(−1) 𝑗𝐶 𝑗+1 +

𝑗∑
𝑙=2

(−1)𝑙𝐵𝑙
)
+ 𝑁0 =

= (−1)2𝑗Re𝑎0,2𝑚𝑏



𝐷2𝑚−𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
𝑗
𝑡𝑢




2
+ Re𝑎0,2𝑚𝑏

𝑗∑
𝑙=2

(−1)𝑙+𝑗𝐵𝑙 + 𝑁0,
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𝑁0 ≤ 𝜀
(


𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢




2
+



𝐷2𝑚
𝛼,𝑡𝑢



2
)
+ 𝑐 (𝜀)

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2,�����Re𝑎0,2𝑚𝑏

𝑗∑︁
𝑙=2

(−1)𝑙+𝑗𝐵𝑙

����� ≤ 𝜀 2𝑘−1∑︁
𝑙=0




𝐷2𝑚−𝑞𝑙
𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2,

𝑅𝑒

(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
≤

���(𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢

)��� ≤ 𝜀 


𝐷2𝑚−2𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)∥𝑢∥2.

Применим оценки:

Re𝑎0,2𝑚𝑏



𝐷2𝑚−𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
𝑗
𝑡𝑢




2
+ Re𝑎0,2𝑚𝑏

𝑗∑
𝑙=2

(−1)𝑙+𝑗𝐵𝑙 + 𝑁0 + (−1)𝑘+𝑗 |𝑏 |2Re𝐵+

+ |𝑏 |2
2

���𝐷𝑚−𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑘+𝑗−1
𝑡 𝑢 (𝑑)

���2 = Re
(
𝑓 , (−1) 𝑗𝑏𝐷2𝑚−2𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
2𝑗
𝑡 𝑢

)
,

Re𝑎0,2𝑚𝑏



𝐷2𝑚−𝑞𝑗

𝛼,𝑡 𝜕
𝑗
𝑡𝑢




2
+ |𝑏 |2

2

���𝐷𝑚−𝑞𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑘+𝑗−1
𝑡 𝑢 (𝑑)

���2 ≤

≤ 𝜀
2𝑘−1∑
𝑙=0




𝐷2𝑚−𝑞𝑙
𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)

(
∥ 𝑓 ∥2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
.

Лемма 3.5 доказана.
Лемма 3.6. Пусть выполнены условия леммы 3.2 и 𝑞 = 2𝑚

2𝑘−1 > 1, 𝑞 ∉ Z, тогда для любой функции 𝑢 (𝑡) ∈
𝐻2𝑚,𝛼,𝑞 (0;𝑑), являющейся решением задачи (5) – (7), имеет место оценка:(

1 + |𝜉 |2
)𝑞2 𝑗




𝐷2𝑚−𝑞1 𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

𝑗
𝑡𝑢




2
≤

≤ 𝜀
2𝑘−1∑
𝑙=0

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞2 𝑗



𝐷2𝑚−𝑞1𝑙

𝛼,𝑡 𝜕𝑙𝑡𝑢




2
+ 𝑐 (𝜀)

(
∥ 𝑓 ∥2 +

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
,

(17)

𝑗 = 1, 2, ... : 2𝑚 − 𝑞 𝑗 > 0, 𝜀 > 0 – любое число, 𝑞1 – целая часть 𝑞, 𝑞2 – дробная часть 𝑞.
Доказательство леммы 3.6 очень похоже на доказательство леммы 3.5 и заключается в поэтап-
ной оценке слагаемых выражения, полученного путем применения скалярного произведения (5) на
(−1) 𝑗𝑏

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑞2
𝐷

2𝑚−2𝑞1 𝑗
𝛼,𝑡 𝜕

2𝑗
𝑡 𝑢.

Лемма 3.7. При выполнении условий леммы 3.2 справедлива оценка

∥𝑢∥2
𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤ 𝑐

(
∥ 𝑓 ∥2

𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1 , |𝜉 |

+
(
1 + |𝜉 |2

)𝑚 𝑘−2∑︁
𝑗=0

(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)

)
. (18)

Доказательство теоремы 3.1. В доказательстве потребуется
Утверждение 1. При 𝑥,𝑦 ∈ R, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 и произвольном 𝜀 > 0 верно неравенство 𝑥𝑦 ≤ 𝜀𝑥2 + 1

𝜀
𝑦2

Доказательство утверждения 1.
(√
𝜀𝑥 − 1√

𝜀
𝑦

)2
≥ 0, 𝜀𝑥2−2𝑥𝑦+ 1

𝜀
𝑦2 ≥ 0, 𝜀𝑥2+ 1

𝜀
𝑦2 ≥ 2𝑥𝑦 ≥ 𝑥𝑦. Утверждение

1 доказано.

Оценим
���� (1 + |𝜉 |2

)𝑚 𝑘−2∑
𝑗=0

(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)

���� . Применим утверждение 1 для оценки, получим:

���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
(
1 + |𝜉 |2

)𝑚 𝑘−2∑
𝑗=0

���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0)

��� ���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
��� ≤

≤
(
1 + |𝜉 |2

)𝑚 𝑘−2∑
𝑗=0

(
𝜀

���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝜉, 0)

���2 + 1
𝜀

���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)
���2)

для любого 𝜀 > 0. Выбирая в этом неравенстве 𝜀 = 𝜀1
(
1 + |𝜉 |2

)−𝑚+𝑞𝑗+ 1
2𝑞 , где 𝑞 = 2𝑚

2𝑘−1 , получим оценку���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

(
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞

2
���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝜉, 0)

���2 + 1
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2) , (19)

где 𝜀1 – любое число.
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Рассмотрим
(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)
. Будем производить интегрирование по частям, пользуясь краевыми

условиями (7):(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)
=

∫ 𝑑

0 𝜕
2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 = |интегрируем по частям| =

= 𝜕
2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)
����𝑑
0
−

∫ 𝑑

0 𝜕
2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−1− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 =
���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)

���2 ����𝑑
0
−

−
∫ 𝑑

0 𝜕
2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 = −
���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0)

���2 − ∫ 𝑑

0 𝜕
2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢 (𝑡)𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 =

= −
���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0)

���2 − (
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)
,

Отсюда: ���𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢 (0)

���2 = −2Re
(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)
= 2

���Re
(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)��� . (20)

Подставим (20) в (19): ���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

(
2𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞

2
���Re

(
𝜕

2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢, 𝜕

2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)��� + 1
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2) ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

(
2𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞

2
���(𝜕2𝑘−1− 𝑗

𝑡 𝑢, 𝜕
2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢

)��� + 1
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2) .
Применяем для оценки первого слагаемого в правой части этого неравенства утверждение 1 и нера-

венство Коши – Буняковского, получим оценку:���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

(
2𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞

2

(
𝜀2




𝜕2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢




2
+ 1

𝜀2




𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢




2
)
+ 1

𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2) .
Выберем в этом неравенстве 𝜀2 =

√
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)− 𝑞

2 , получим оценку���� (1 + |𝜉 |2
)𝑚 𝑘−2∑

𝑗=0
(−1)𝑘− 𝑗Re𝜕2𝑘−2− 𝑗

𝑡 𝑢 (0) 𝜕 𝑗𝑡𝑢 (0)
���� ≤

≤
𝑘−2∑
𝑗=0

©­­«
2𝜀

3
2
1
(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗


𝜕2𝑘−1− 𝑗
𝑡 𝑢




2
+ 2√𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑞𝑗+𝑞


𝜕2𝑘−2− 𝑗
𝑡 𝑢




2
+

+ 1
𝜀1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑞𝑗− 𝑞

2
���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)

���2 ª®®¬.
(21)

Применим (21) и неравенство Эрлинга – Ниренберга в правой части неравенства (18), получим:

∥𝑢∥2
2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤

≤ 𝑐
(
∥𝐴𝑢∥2 + 𝜀2

(

𝜕2𝑘−1
𝑡 𝑢



2 +
(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚 ∥𝑢∥2
)
+ 𝑐 (𝜀2)

𝑘−2∑
𝑗=0

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)
���2) .

Выбирая достаточно малое 𝜀2 > 0, получим:

∥𝑢∥2
2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤ 𝑐1

(
∥𝐴𝑢∥2 +

𝑘−2∑︁
𝑗=0

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

���𝜕 𝑗𝑡𝑢 (𝜉, 0)
���2) . (22)

Заметим теперь, что в силу условия 3

|𝑢 (𝜉, 0) | =

�������
∑

|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝜉
𝜏 𝜕

𝑗−1
𝑡 𝑢 |𝑡=0∑

|𝜏 | ≤𝑚 𝑗

𝑏𝜏 𝑗𝜉
𝜏

������� ≤ 𝑐 (1 + |𝜉 |)−𝑚 𝑗
��𝐵 𝑗 (𝜉) 𝑢 |𝑡=0

�� ≤ 𝑐 ��𝑔 𝑗 (𝜉)�� .
Применяя это неравенство в (22), получим оценку

∥𝑢∥2
2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
≤ 𝑐

(
∥ 𝑓 ∥2 +

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(
1 + |𝜉 |2

)2𝑚−𝑚 𝑗− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

��𝑔 𝑗 (𝜉)��2) .
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Таким образом, доказана оценка (8) при 𝑠 = 2𝑚. Справедливость оценки (8) при 𝑠 > 2𝑚 доказывается
методами, аналогичными методам работы [1]. Теорема 3.1 доказана.
Доказательство теоремы 2.1. Пусть решение 𝑣 (𝑥, 𝑡) задачи (1) – (3) принадлежит следующему про-
странству 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1

(
R𝑛
𝑑

)
. Тогда функция 𝑢 (𝜉, 𝑡) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝑣 (𝑥, 𝑡)] при почти всех 𝜉 ∈ R𝑛 принадлежит

пространству 𝐻𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(0;𝑑) и является решением задачи (5) – (7). Следовательно, в силу теоремы 3.1 для
функции 𝑢 (𝜉, 𝑡) справедлива оценка (8). Интегрируя эту оценку по 𝜉 ∈ R𝑛−1, получим неравенство

∫
𝑅𝑛−1

∥𝑢∥2
𝑠,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
𝑑𝜉 ≤ 𝑐

∫
𝑅𝑛−1

©­­«
©­­«

∥ 𝑓 ∥2
𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚

2𝑘−1 , |𝜉 |
+

+
𝑘−1∑
𝑗=1

(
1 + |𝜉 |2

)𝑠−𝑚 𝑗− 2𝑚
2𝑘−1 𝑗−

𝑚
2𝑘−1

��𝑔 𝑗 (𝜉)��2 ª®®¬
ª®®¬𝑑𝜉, (23)

где 𝑓 (𝜉, 𝑡) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝐹 (𝑥, 𝑡)] , 𝑔 (𝜉) = 𝐹𝑥→𝜉 [𝐺 (𝑥)].
Из неравенства (23) с помощью равенства Парсеваля получим справедливость априорной оценки (4)

в теореме 2.1.
4. Схема доказательства теоремы 2.2. Утверждение теоремы 2.2 вытекает из следующей теоремы.

Теорема 4.1. Пусть 𝑠 ≥ max
{
2𝑚, max

1≤ 𝑗≤𝑘

(
𝑚 𝑗 + 2𝑚 ( 𝑗−1)

2𝑘−1

)
+ 𝑚

2𝑘−1

}
– целое число,

𝑚 ≥ 2𝑘 − 1 – целое число. Пусть 𝑓 (𝜉, 𝑡) ∈ �̃�𝑠−2𝑚,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(0;𝑑) и выполнены условия 1 – 3, тогда для любых

𝜉 ∈ R𝑛−1 существует единственное решение задачи (1) – (3), принадлежащее пространству �̃�𝑠,𝛼, 2𝑚
2𝑘−1

(0;𝑑).
Доказательство этой теоремы проводится сведением задачи (1) – (3) к нелокальной задаче для систе-

мы обыкновенных дифференциальных уравнений с параметром, применением априорной оценки (4)
из теоремы 2.1 и метода продолжения по параметру.
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