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СТРОЕНИЕ КЛАССА ФУНКЦИЙ
С ОГРАНИЧЕННЫМ ИЗМЕНЕНИЕМ

В настоящей заметке мы покажем, что множество всех функ­
ций с ограниченным изменением можно представить в виде суммы 
трех множеств. Пусть функция / (я) определена на отрезке [а, Ь\ 
числовой прямой. Неотрицательное число | / ( 6) — / ( а ) | называют 
изменением функции ?(х) на отрезке [а, Ъ\.

Обозначим через О разбиение отрезка [а, Ь] на частичные
отрезки [хк_ х, х к\ ( к — \, 2 , 3 п) с помощью произвольной
системы точек

а =  х 0 <  *1 <  х 2 <  • • • <  х к_ х <  х к <  • • • <  хп_ х <  хп =  Ь.

Изменением 5 0 (/) функции /(* ) на отрезке [а, Ь) относительно 
разбиения Ь  называют сумму ее изменений на всех частичных 
отрезках этого разбиения:

5 с ( / ) =  Я  | т - н х к-  л .
6 = 1

Полной вариацией У*(/) функции /(* ) на отрезке [а, Ь] назы­
вают верхнюю грань изменений функции $о(/) относительно все­
возможных разбиений И  отрезка [а, Ь] на частичные отрезки:

Уьаф  =  в и р 8 о ф .
< о >

Функцию I (х) называют функцией с ограниченным изменением 
на отрезке [а, Ъ\, если ее полная вариация на этом отрезке ко­
нечна:

Уа ( / ) < + « > •
Обозначим через Я  множество всех функций с ограниченным 
изменением на отрезке [с, Ь] и решим вопрос о строении этого 
множества.

Всякая постоянная функция на отрезке [а, Ь] есть функция 
с ограниченным изменением на [а, Ь]. Обозначим через А х мно­
жество всех постоянных функций на отрезке [а, Ь\.
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Всякая функция / ( х ), монотонная на отрезке [а, Ь], есть 
функция с ограниченным изменением на [а, Ь\ (см. [1], стр. 194). 
Через Аг обозначим множество всех монотонных функций на 
отрезке [а, Ъ\. Очевидно, что Лх с ;  А 2, но А г Ф А 2, т. е. А х есть 
правильная часть множества А 2.

Говорят, что функция \(х )  удовлетворяет условию Дирихле 
на отрезке [а, Ь\, если его можно разложить точками

а =  с0 <  сг <  с2 <  • • • <  с*-! <  ск <  • • • <  ст_х < с т =  Ь 

на конечное число частей
т

[а, Ь] =  V [сЛ_ 1, ск.|к=1

так, чтобы на каждом частичном отрезке [сд_ 1, ск] ( к = \ ,  
2 , . . .  , т) функция }{х) была монотонна.

Всякая функция /(х), удовлетворяющая условию Дирихле на 
отрезке [а, Ь), есть функция с ограниченным изменением на [а, Ь] 
(см. [1], стр. 197). Обозначим через А 3 множество всех функций, 
удовлетворяющих условию Дирихле на отрезке [а, Ь). Легко ви­
деть, что А 2 а  А 3, но А 2 ф А а, т. е. А 2 образует правильную 
часть множества А 3.

Функция I (л:) называется кусочно-постоянной на отрезке [а, Ь], 
если его можно разложить точками

а =  с0 <  сх <  с2 <  ■■■ <  сй_ ! <  сь <  • • • <  ст —! <  ст — Ь 

на конечное число частей
т

[а, Ь] =  5] с*]
*=1

так, чтобы на каждом интервале (ск_ 1г ск) {к == 1 , 2 , 3, . . .  , т) 
функция }(х) была постоянна.

Всякая функция /(* ), кусочно-постоянная на отрезке [а, Ь\ 
есть функция с ограниченным изменением на [а, Ь]. Обозначим 
через А4 множество всех кусочно-постоянных функций на отрезке 
[а, Ь]. Легко видеть, что

Л, с :Л 4, но Лх Ф А4;
А4 сд А 3, но А4 ф  А3,

и множества А 2 и А4 пересекаются, причем разности А 2 — А4 и 
А4 — А 2 не пусты.

Функция /  (х) называется кусочно-монотонной на отрезке [а, Ь], 
если его можно разложить точками

а  =  с0<  с ,<  с2<  ■ • • <  сн_ х <  ск <  . • • <  <  ст =  Ь
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на конечное число частей
т

[а, Ь] =  Ё  [сЛ_!, ск\к = 1

так, чтобы на каждом интервале (ск_ ъ ск) (к =  1 , 2  т)
функция Ц х) была монотонна.

Всякая функция {(х), кусочно-монотонная ограниченная на 
отрезке [а, Ь\, есть функция с ограниченным изменением на [а, Ь] 
(см. [1], стр. 198). Обозначим через А множество всех кусочно-моно­
тонных ограниченных функций на отрезке [а, Ь]. Очевидно, что

т. е. А 3 есть правильная часть множества А.
Итак, множество А, т. е. множество всех кусочно-монотонных 

ограниченных функций на отрезке [а, Ь], имеет следующее строение:

А =  Ад +  А 2 +  А 3 -{- Ад +  А;
А д а А 2, Ад ф А 2\ А 2с ^ А 3) А 2 Ф А3\
Ах а  Ад, А 1 ф Ад', А& с ;  А3, Ад ф А 3\

А 2— Ад Ф &, Ад — А 2 ф  в;_ А3а А ,  А 3 ф А.

Всякая функция [(х), имеющая непрерывную производную на 
отрезке [а, Ь], есть функция с ограниченным изменением на [а, Ь]. 
Обозначим через Вд множество всех функций на отрезке [а, Ь], 
имеющих непрерывную производную на [а, Ь].

Всякая функция /(* ), имеющая ограниченную производную 
на отрезке [с, Ъ], есть функция с ограниченным изменением на 
[а, Ь]. Обозначим через В2 множество всех функций на отрезке 
[а, Ь], имеющих ограниченную производную на [а, Ь]. Легко ви­
деть, что В1 с  В2, но Вд ф  В2, т. е. Вд есть правильная часть 
множества В2.

Будем говорить, что функция /(* ) удовлетворяет условию (а) 
на отрезке [а, Ь], если она на [а, Ь\ представима в виде интеграла 
с переменным верхним пределом

где функция <р(() интегрируема по Риману на [а, 6 ] в собствен­
ном смысле.

Всякая функция /  (х), удовлетворяющая условию ( а )  на отрезке 
[а, Ь], есть функция с ограниченным изменением на [а, Ь]. Обо­
значим через В 3 множество всех функций, удовлетворяющих 
условию ( а )  на отрезке [а, Ь]. Нетрудно убедиться в том, что 
В, а В 3, но Вд ф  В 3, т. е. Вд есть правильная часть множества В 3 
и разности В2 — В 3 и В3 — В 2 не пусты.

А 3а . А, но А 3 Ф А,

X

а



Говорят, что функция /(* ) удовлетворяет условию Липшица 
на отрезке [а, Ь], если существует такая константа N  > 0 ,  что 
для любых двух точек х ', х" е [а, Ь] выполняется неравенство

Всякая функция /(* ), удовлетворяющая условию Липшица 
на отрезке [а, Ь], есть функция с ограниченным изменением на 
[а, Ь) (см. [2], стр. 94). Обозначим через В4 множество всех функ­
ций, удовлетворяющих условию Липшица на отрезке (а, Ь]. Оче­
видно, что В 2 а  В4, но В 2 Ф В 4 и В3 с= В4, но В 3 ф  В4, т. е. В , 
и В 3 являются правильными частями множества В4.

Будем говорить, что функция /(* ) удовлетворяет условию ((3) 
на отрезке [а, Ь\, если она на [а, Ъ\ представима в виде инте­
грала с переменным верхним пределом

X
1(Х) =  С +  |  <р(г)еИ , 

а

где функция <?(/) абсолютно интегрируема по Риману на [а, Ь] 
в несобственном смысле.

Всякая функция /  (я), удовлетворяющая условию (Р) на отрезке 
[а, Ь], есть функция с ограниченным изменением на [а, Ь] (см. [2], 
стр. 95). Обозначим через В% множество всех функций, удовле­
творяющих условию (Р) на отрезке [а, Ъ].

Если функция имеет неограниченную производную, то она не 
удовлетворяет условию Липшица (см. [3], стр. 251). Отсюда сле­
дует, что всякая функция /(х), удовлетворяющая условию (Р) на 
отрезке [а, Ь], не удовлетворяет условию Липшица на [а, Ь]. Это 
означает, что множества ВА и В3 не пересекаются. Итак,

ВАс ^В 2, В 1 Ф В 2 ', В Ас ^ В 3, В АФ В 3\
В 2— В 3 ф  0 , В3 — В 2 ф&',

В2 сд В4, В 2 Ф В4\ В 3 с  В4, В 3 ф В4, 
а д  =  в.

Обозначим через В  сумму множеств В и В2, В3, Я4, 5 6: 

в  =  В А +  В2 +  В3 -\- В4 +  в 3.

Множество А содержит непрерывные и разрывные функции, 
а множество В — только непрерывные функции. Нетрудно убе­
диться в том, что множества Л и В пересекаются, причем раз­
ности А — В и В — Л не пусты. Сумма Л +  В  представляет весьма 
обширный класс функций с ограниченным изменением. Обозначим 
через С множество всех функций с ограниченным изменением на 
отрезке [а, Ь], не входящих в сумму Л +  В. Покажем, что мно­
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жество С не пусто. С этой целью все рациональные числа г из 
интервала (а, Ь) представим в форме последовательности

Г1’ У2> Г3, . • . , . . .  у

и на отрезке [а, Ь] рассмотрим следующую функцию /(л):

О, если х  =  а и х  =  Ь,
О, если х  иррационально,Д*) =

Применяя неравенство

^2 * если х  =  гп

*=. 1

где М  есть сумма сходящегося обобщенного гармонического ряда 

1р . находим оценку:

п  ___

6—1

°
1 или

Р* 1
я2

<

где
1 ( I  1 )

т *   Iр* ’ (7*1 •

Отсюда, переходя к верхней грани, получим:

зир 5д (/) =  УьаЦ )< М ,
Ф)

т. е. Дх) есть функция с ограниченным изменением на отрезке 
[а, Ь]. Так как функция Дх) разрывна и не кусочно-монотонна, 
то Дх) не входит в сумму А + В .  Следовательно, функция Дх) 
принадлежит множеству С.

Таким образом, множество Я всех функций с ограниченным 
изменением на отрезке [а, Ь) представимо в виде суммы трех 
множеств А, В и С:

Я =  А +  В +  С.
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