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О РЕШЕНИИ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ, 
СОДЕРЖАЩЕГО НЕИЗВЕСТНОЕ ПОД ЗНАКОМ 

, ЦЕЛОЙ ЧАСТИ

Целой частью Е (1) данного вещественного числа I на
зывают наибольшее целое число, не превосходящее I.

Если Е (1 )= к , где к — целое число, то из опреде
ления целой части следует, что

к < 1 < к + 1  ( 1 ).
Рассмотрим уравнение

Е(Ау +  В )= С у  +  0  (2),
где у — неизвестное, А, В. С и Б  — параметры из множества 
вещественных чисел. Подстановкой

Е (х )= А у  +  В • (3)
уравнение (2 ) приводится к виду

Е(х) =  ах +  р (4),
С а А • Р — В • С .где а =  -д- и р =  д ------• (А-л 0).

Если уравнение (4) имеет решение, то будет иметь ре
шение и данное уравнение (2). Для этого достаточно из под
становки (3) найти у.

Поэтому в дальнейшем мы выясним, при каких усло
виях уравнение (4) имеет решение.

Рассмотрим семь случаев:
I. Пусть в уравнении (4) «= 0 . Тогда оно будет иметь

вид:
Е(х) =  р.

. Легко видеть, что это уравнение имеет решение тогда и 
только тогда, когда Р — целое число.

В этом случае, пользуясь двойным неравенством (1), 
устанавливаем, что

р х <  р -|- 1.
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Итак, если а =  0, то:
1) при Р — целом, имеем множество решений, определи 

емое двойным неравенством
р< х< Р + 1; 1 '

2) при Р — не целом, уравнение (4) решений не имеет 
Исследуя дальнейшие случаи, мы будем предполагать,

что в уравнении (4) Р — любое вещественное число.
II. Пусть а < 0 .  -
Неизвестное х уравнения (4) должно быть-таким, чтобы 

ах + Р  было целым.

Обозначим ах +  Р =  к (к — целое число), тогда х =  —
Уравнение (4) после подстановки в него к =  ах +  (3

' к — В к — В \, и х =  — примет вид: Е ^ —  ■! =  к .

Н а основании (1) последнее уравнение может.быть за-' 
менено двойным неравенством ,

к <  к +  1 (6 ).

Заметим, что двойное неравенство верно для всех значе
ний лФО.

Для « < 0 (6 ) запишется так: а ( к + 1 ) < к  — Р -< ак  или 
а +  Р < к ( 1  — а )< р .

Учитывая, что при а < 0  I — а > 0 ,  имеем двойное нера-
а . ввенство для определения к: 1 <  к < .

Промежуток(  ; 1 ~ г ]  может содержать, а может и не
содержать целые числа. Так как в нашем случае этот про
межуток имеет длину

а Ч- Р
' 1 — а 1 — а а.— 1 ’ ,

а при а < 0  0 <  а 1 , то в рассматриваемом промежутке
может содержаться не более одного целого числа.

Следовательно, при а < 0  уравнение (4) может иметь не 
более одного решения. ,

* 1 уIII. Пусть в уравнении (4) 0 <  а Из неравенства (6 )
Р ^  ^  « Ч~ Р следует <  к <  т^ .
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Учитывая, что промежуток [у г г ^ !  1 —а )  имеет Длину» 

равную у , где 0  <  -  <  1 при 0- <  а С -т р  заключаем, что

н этом промежутке может содержаться, как и в случае II, 
не более~ одного целого числа, а потому уравнение (4) име
ет не более одного решения.

IV. В уравнении (4) а =  - р

Из неравенства (6 ) сразу имеем 
2 Р < х < 2 ? + 1 .

Так как длина промежутка (2Р; 2(3 +  1) равна единице, то в 
нем всегда имеется единственцое целое число к.

Отсюда следует, что уравнение (4) имеет единственное
решение при а =  '

V. Пусть в уравнении (4) -%-< а<  1- 4

Из неравенства (6 ) находим /
...Е „ < к <  Я +  Р
1 —а 1 —о*

Длина промежутка, содержащего к, равна | _1а , но I
1 . ^  , “ “

при — < а <  1 . ,

Поэтому в промежутке ; у ™ -)  всегда'содержится
не менее одного целого числа. Значит, уравнение. (4) всегда 
имеет не менее одного решения.

V I Пусть в уравнении (4) « =  1. Тогда неравенство (6 ) при
водится к неравенству р 0 <  Р +  1, которое не зависит от к и 
выполняется для значений — 1  <  р <  0 . .

Таким образом, при а =  1 уравнение (4) имеет счетное мно
жество решений, если — 1 <  р •< О, в противном случае решений 
нет. ■

VII. Наконец, пусть в уравнении (4) а >  1. Тогда из нера-
<х ^  В В

венства (6 ) получаем д _ я < к <  но так как длина

( о +  В Р 1 а а ,
■1 _  а ; ) __а ] равна а |  и 1 , то в этом

промежутке найдется по крайней мере одно целое число.
Следовательно, при « >  1 уравнение (4) имеет не менее 

одного решения.
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Рассмотрим несколько примеров.
1. Решить уравнение Е(х) =  — Зх +  5. Так как а =  —3, мы

Имеем случай V. Уравнение имеет не менее одного решения. 
Пользуясь результатами этого случая, имеем

иметь достаточно большое конечное число решений. Выясним, 
при каких условиях это возможно. .

Справедлива следующая
т е о р е м а :  Для любого наперед заданного натурально

ного числа N можно всегда указать такое е > 0 , что как толь
ко будет выполняться неравенство | 1 — а| <  е ' (а~М), число 
решений уравнения (4) будет больше, чем N.

Примечание. При а = 1  уравнение (4) имеет либо счетное 
число решений, либо не имеет их вовсе (случай V I), поэтому 
в теореме а Ф 1 .

Доказательство:

а) пусть а < ’ 1. Именно тогда уравнение (4) имеет не 
менее одного решения (случай V). Из неравенства (6 ) имеем

2г < к  < з~или 8 < к <  1 1 .

Следовательно, к =  8 ,9,10, а хх =  8 ; х 2 =  9 -^-; х3 = 1 0 - |- .
3. Е (х) =  1,01х +  1.

Имеем случай VII.
Уравнение имеет не менее одного решения: •

к — 1 ,  к — 1 , . ,
х = "П0Г ик < т ж <к+1-

—200; — 199; — 198;... — 100.
Находя х по формуле х = ~ у о Г ’ П0 ЛУЧИМ Двести одно решение.

После преобразований — 201 <  к <  — 100. 
Отсюда видно, что к может принимать значения:

1 у\/ 1
Из последнего примера видно, что уравнение (4) может

< к < 1 — а  9
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Потребуем, чтобы длина промежутка а ; Рав*

н ая-г-— , была больше N. т. е. -г^ — >Ы.1 —а 1 — а
Это возможно, так как длина этого промежутка больше 

единицы. Итак,

— >  N или — 1 -|- -т—-— >  N. отсюда -т-̂ — >  N +  1
1 — (X 1 — я 1 — а

1 /  1 
И 1 - а < Т Г н Г е-

Следовательно, для заданного N. е ; 1N +  1’
б) если же а >  1, уравнение (4) имеет также не менее од

ного решения (случай VII).
Из неравенства (6 ) получим

СС+Р
< К < 1 —я '

аДлина промежутка, содержащего к, >  1.

Потребуем, чтобы а а__ 1 >  N. откуда д 1 или

“ - 1  < м т г = е - '

Так как е =  м ^  ) <  то, объединяя а) и б), имеем

а — 1 | <  6 -  т- е- п 0  данному натуральному N можно

найт и е >  0, так что число решений превзойдет данное N.
Пример. Установить, при каких а уравнение Е (х) =  ах + 6  

имеет число решений, превосходящее N = 2 0 0 0 .

Возьмем з -  Т|1 - г = —2боГ’ тогда Iе ~  1 К  -Щ Г ’
„ I ^  1 ^  1 2000 2002откуда 2001 ^ а 1 <  20 0 1 или 2 0 0 1 <  а <  ^  .

Пусть а =  0,9996, где 0,9996 <  20022001 ^  ^  20 0 1 •
Тогда уравнение примет вид: Е (х) = 0 ,9996х+ 6 (7).

Имеем случай V :а  =  0,9996, р =  6 ; < к <  И Щ И '
После вычислений получим

. . 15000 <  к <  17499.
В этом промежутке заключено 2498 целых чисел, а значит,
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рассматриваемое уравнение (7) имеет 2498 решений, кото
рые вычисляются по формуле

х =  (к =  15000; 1 5 0 0 1 1 7 ^ 9 9 )

И з-за недостатка места мы не смогли проиллюстриро
вать геометрически различные случаи решения уравнения 
(4). При желании читатель может это сделать сам, рассма
тривая пересечение графиков у =  Е(х) и у =  ах +  р при ука
занных в статье возможных значениях о и Р.


