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Аннотация.Известно, что при математическом моделировании электромагнитных полей в пространстве характер
электромагнитного процесса определяется свойствами среды. Если среда непроводящая,то получаем вырожда-
ющихся многомерные гиперболические уравнения. Если же среда обладает большой проводимостью, то прихо-
дим к вырождающимся многомерным параболическим уравнениям. Следовательно, анализ электромагнитных
полей в сложных средах (например, если проводимость среды меняется) сводится к вырождающимся многомер-
ным гиперболо-параболическим уравнениям. Известно также, что колебания упругих мембран в пространстве
по принципу Гамильтона можно моделировать вырождающимися многомерными гиперболическими уравне-
ниями. Изучение процесса распространения тепла в среде, заполненной массой, приводит к вырождающимся
многомерным параболическим уравнениям. Следовательно, исследуя математическое моделирование процесса
распространения тепла в колеблющихся упругих мембранах, также приходим к вырождающимся многомерным
гиперболо-параболическим уравнениям. При изучении этих приложений возникает необходимость получения яв-
ного представления решений исследуемых задач. Краевые задачи для гиперболо-параболических уравнений на
плоскости хорошо изучены, а их многомерные аналоги исследованы мало. Задача Трикоми для указанных уравне-
ний ранее исследована. Насколько известно, эта задача в пространстве не изучена. В данной работе показано, что
для некоторых классов многомерных смешанно гиперболо-параболических уравнений задача Трикоми разрешима
неоднозначно.
Ключевые слова: задача Трикоми, многомерное, уравнение, разрешимость, сферические функций.
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Abstract. It is known that in the mathematical modeling of electromagnetic fields in space, the nature of the electromagnetic
process is determined by the properties of themedium. If themedium is non-conducting,weobtain degeneratemultidimensional
hyperbolic equations. If the medium has a high conductivity, then we come to degenerate multidimensional parabolic
equations. Consequently, the analysis of electromagnetic fields in complex media (for example, if the conductivity of the
medium changes) is reduced to degenerate multidimensional hyperbolic - parabolic equations. It is also known that the
oscillations of elasticmembranes in space can bemodeled according to theHamilton principle by degeneratemultidimensional
hyperbolic equations. The study of the process of heat propagation in a medium filled with mass leads to degenerate
multidimensional parabolic equations. Therefore, by studying the mathematical modeling of the heat propagation process in
oscillating elastic membranes, we also arrive at degeneratemultidimensional hyperbolic - parabolic equations.When studying
these applications, it becomes necessary to obtain an explicit representation of the solutions to the problems under study.
Boundary value problems for hyperbolic - parabolic equations on the plane are well studied, and their multidimensional
analogues are little studied. The Tricomi problem for these equations was previously investigated. As far as we know, this
problem has not been studied in space. In this paper, we show that for some classes of multidimensional mixed hyperbolic-
parabolic equations, the Tricomi problem is ambiguously solvable.
Key words: Tricomi problem, multidimensional, equation, solvability, spherical functions.
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1. Введение. Теория краевых задач для гиперболо-параболических уравнений на плоскости хоро-
шо изучена ( [1]), а их многомерные аналоги исследованы мало [6], Задача Трикоми для указанных
уравнений ранее исследована в [10]. Насколько известно, эта задача в пространстве не изучена.

2. Постановка задачи и результат. Пусть𝐷Y− конечная область евклидова пространства 𝐸𝑚+1 точек
(𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑡), ограниченная в полупространстве 𝑡 > 0 конусами 𝐾Y : |𝑥 | = 𝑡 + Y, 𝐾1 : |𝑥 | = 1− 𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ (1−Y)

2 ,

а при 𝑡 < 0− цилиндрической поверхностью Γ = {(𝑥, 𝑡) : |𝑥 | = 1}, и плоскостью 𝑡 = 𝑡0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, где
|𝑥 |− длина вектора 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑚), а 0 < Y < 1. Обозначим через 𝐷+

Y и 𝐷− части области 𝐷Y , лежащие
соответственно в полупространствах 𝑡 > 0 и 𝑡 < 0. Части конусов 𝐾Y , 𝐾1, ограничивающих области 𝐷+

Y ,

обозначим через 𝑆Y и 𝑆1 соответственно. Пусть 𝑆Y = {(𝑥, 𝑡) : 𝑡 = 0, Y < |𝑥 | < 1}.
В области 𝐷Y рассмотрим смешанно гиперболо-параболические уравнения

0 =


Δ𝑥𝑢 − 𝑢𝑡𝑡 +

𝑚∑
𝑖=1
𝑎𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐 (𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 > 0,

Δ𝑥𝑢 − 𝑢𝑡 +
𝑚∑
𝑖=1
𝑑𝑖 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒 (𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 < 0,

(1)

где Δ𝑥− оператор Лапласа по переменным 𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑚 ≥ 2.
В дальнейшемнам удобно перейти от декартовых координат 𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑡 к сферическим 𝑟, \1, ..., \𝑚−1, 𝑡,

𝑟 ≥ 0, 0 ≤ \1 < 2𝜋, 0 ≤ \𝑖 ≤ 𝜋, 𝑖 = 2, 3, ...,𝑚 − 1, \ = (\1, ..., \𝑚−1). Следуя [10] в качестве многомерного
аналога задачи Трикоми рассмотрим следующую

Задача T.Найти решения уравнения (1) в области𝐷Y при 𝑡 ≠ 0 из класса𝐶 (�̄�Y) ∩𝐶1 (𝐷Y) ∩𝐶2 (𝐷+
Y ∪𝐷−),

удовлетворяющее краевым условиям

𝑢 |𝑆Y = 𝜑 (𝑟, \ ), 𝑢 |Γ = 𝜓 (𝑡, \ ). (2)

Пусть {𝑌𝑘
𝑛,𝑚 (\ )}− система линейно независимых сферических функций порядка 𝑛, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘𝑛, (𝑚 −

2)!𝑛!𝑘𝑛 = (𝑛+𝑚−3)!(2𝑛+𝑚−2),𝑊 𝑙
2 (𝑆Y), 𝑙 = 0, 1, ... - пространства Соболева, а 𝑆 = {(𝑟, \ ) ∈ 𝑆Y , Y < 𝑟 < (1+Y)

2 }.
Имеет место [9]
Лемма. Пусть 𝑓 (𝑟, \ ) ∈𝑊 𝑙

2 (𝑆Y). Если 𝑙 ≥ 𝑚 − 1, то ряд

𝑓 (𝑟, \ ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 𝑘𝑛 (𝑟 )𝑌𝑘
𝑛,𝑚 (\ ), (3)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка 𝑝 ≤ 𝑙 − 𝑚 + 1, сходятся абсолютно и
равномерно.

Через 𝑎𝑘𝑖𝑛 (𝑟, 𝑡), 𝑎𝑘𝑖𝑛 (𝑟, 𝑡), 𝑏𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), 𝑐𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), 𝑑𝑘𝑖𝑛 (𝑟, 𝑡),𝑑𝑘𝑖𝑛 (𝑟, 𝑡), 𝑒𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), 𝜌𝑘𝑛 , 𝜑𝑘𝑛 (𝑟 ), 𝜓𝑘
𝑛 (𝑡), 𝜏𝑘𝑛 (𝑟 ), ā𝑘𝑛 (𝑟 ) обозначим

коэффициенты разложения ряда (3), соответственно функций 𝑎𝑖 (𝑟, \, 𝑡)𝜌 (\ ), 𝑎𝑖 𝑥𝑖𝑟 𝜌 , 𝑏 (𝑟, \, 𝑡)𝜌 , 𝑐 (𝑟, \, 𝑡)𝜌 ,
𝑑𝑖 (𝑟, \, 𝑡)𝜌 (\ ),𝑑𝑖 𝑥𝑖𝑟 𝜌 , 𝑒 (𝑟, \, 𝑡)𝜌 ,𝑖 = 1, ...,𝑚, 𝜌 (\ ), 𝜑 (𝑟, \ ), 𝜓 (𝑡, \ ), 𝜏 (𝑡, \ ) = 𝑢 (𝑟, \, 0), a (𝑡, \ ) = 𝑢𝑡 (𝑟, \, 0), при-
чем 𝜌 (\ ) ∈ 𝐶∞ (𝐻 ), 𝐻− единичная сфера в 𝐸𝑚 . Введем множество функций 𝐵𝑙 (𝑆Y) = {𝑓 (𝑟, \ ) : 𝑓 ∈

𝑊 𝑙
2 (𝑆Y),

∞∑
𝑛=0

𝑘𝑛∑
𝑘=1

( | |𝑓 𝑘𝑛 (𝑟 ) | |2
𝐶2 ( (Y, (1+Y )2 ))

+ ||𝑓 𝑘𝑛 (𝑟 ) | |2
𝐶 ( [Y, (1+Y )2 ])

) exp 2(𝑛2 + 𝑛(𝑚 − 2)) < ∞, 𝑙 ≥ 𝑚 − 1.}

Пусть 𝑎𝑖 (𝑟, \, 𝑡), 𝑏 (𝑟, \, 𝑡), 𝑐 (𝑟, \, 𝑡) ∈ 𝑊 𝑙
2 (𝐷+

Y ), 𝑑𝑖 (𝑟, \, 𝑡), 𝑒 (𝑟, \, 𝑡) ∈ 𝑊 𝑙
2 (𝐷−) ⊂ 𝐶 (�̄�−), 𝑙 ≥ 𝑚 + 1, при этом

𝑑𝑖 (𝑟, \, 0) = 𝑒 (𝑟, \, 0) = 0, 0 < 𝑟 < 1, 𝑖 = 1, ...,𝑚. Тогда справедлива
Теорема. Если 𝜑 (𝑟, \ ) ∈ 𝐵𝑙 (𝑆Y), 𝜓 (𝑡, \ ) ∈𝑊 𝑙

2 (Γ), 𝑙 ≥ 𝑚 + 1, то задача 𝑇 разрешима неоднозначно.
Отметим, чтонеединственность решения задачи𝑇 длямодельного гиперболо-параболического урав-

нения доказана в [1].
Доказательство. В сферических координатах уравнения (1) в области 𝐷+

Y имеет вид

𝐿𝑢 ≡ 𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1
𝑟

𝑢𝑟 −
1
𝑟 2
𝛿𝑢 − 𝑢𝑡𝑡 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 (𝑟, \, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏 (𝑟, \, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐 (𝑟, \, 𝑡)𝑢 = 0, (4)

где 𝛿 ≡ −
𝑚−1∑
𝑗=1

1
𝑔 𝑗 sin𝑚−𝑗−1 \ 𝑗

𝜕

𝜕\ 𝑗

(
sin𝑚−𝑗−1 \ 𝑗

𝜕

𝜕\ 𝑗

)
, 𝑔1 = 1, 𝑔 𝑗 = (sin\1... sin\ 𝑗−1)2, 𝑗 > 1.

Известно [9], что спектр оператора 𝛿 состоит из собственных чисел _𝑛 = 𝑛(𝑛 +𝑚 − 2), 𝑛 = 0, 1, ...
каждому из которых соответствует 𝑘𝑛 ортонормированных собственных функций 𝑌𝑘

𝑛,𝑚 (\ ). При 𝑡 → −0
на 𝑆Y получим функциональное соотношение между 𝜏 (𝑟, \ ) и a (𝑟, \ ) вида

𝜏𝑟𝑟 +
𝑚 − 1
𝑟

𝜏𝑟 −
1
𝑟 2
𝛿𝜏 = a (𝑟, \ ). (5)
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Искомое решение задачи T в области 𝐷+
Y будем искать в виде

𝑢 (𝑟, \, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡)𝑌𝑘
𝑛,𝑚 (\ ), где 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) − функции, подлежащие определению. (6)

Подставив (6) в (4), умножив затем полученное выражение на 𝜌 (\ ) ≠ 0, и проинтегрировав по
единичной сфере 𝐻 в 𝐸𝑚 для 𝑢𝑘𝑛 получим [1], [3]

𝜌10𝑢
1
0𝑟𝑟 − 𝜌10𝑢10𝑡𝑡 +

(
𝑚 − 1
𝑟

𝜌10 +
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑎1𝑖0

)
𝑢10𝑟 + 𝑏10𝑢10𝑡 + �̃�10𝑢10+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

{
𝜌𝑘𝑛𝑢

𝑘
𝑛𝑟𝑟 − 𝜌𝑘𝑛𝑢𝑘𝑛𝑡𝑡 +

(
𝑚 − 1
𝑟

𝜌𝑘𝑛 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑛

)
𝑢𝑘𝑛𝑟 + 𝑏𝑘𝑛𝑢𝑘𝑛𝑡+

+
[̃
𝑐𝑘𝑛 − _𝑛

𝜌𝑘𝑛

𝑟 2
+

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑘𝑖𝑛−1 − 𝑛𝑎𝑘𝑖𝑛)
]
𝑢𝑘𝑛

}
= 0.

(7)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

𝜌10𝑢
1
0𝑟𝑟 − 𝜌10𝑢10𝑡𝑡 +

𝑚 − 1
𝑟

𝜌10𝑢
1
0𝑟 = 0, (8)

𝜌𝑘1𝑢
𝑘
1𝑟𝑟 − 𝜌𝑘1𝑢𝑘1𝑡𝑡 +

𝑚 − 1
𝑟

𝜌𝑘1𝑢
𝑘
1𝑟 −

_1

𝑟 2
𝜌𝑘1𝑢

𝑘
1 =

= − 1
𝑘1

(
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎1𝑖0𝑢
1
0𝑟 + 𝑏10𝑢10𝑡 + �̃�10𝑢10

)
, 𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1,

(9)

𝜌𝑘𝑛𝑢
𝑘
𝑛𝑟𝑟 − 𝜌𝑘𝑛𝑢𝑘𝑛𝑡𝑡 +

𝑚 − 1
𝑟

𝜌𝑘𝑛𝑢
𝑘
𝑛𝑟 −

_𝑛

𝑟 2
𝜌𝑘𝑛𝑢

𝑘
𝑛 =

= − 1
𝑘𝑛

𝑘𝑛−1∑︁
𝑘=1

{
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑛−1𝑢
𝑘
𝑛−1𝑟 + 𝑏𝑘𝑛−1𝑢𝑘𝑛−1𝑡 + [�̃�𝑘𝑛−1+

+
𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑘𝑖𝑛−2 − (𝑛 − 1)𝑎𝑘𝑖𝑛−1)]𝑢𝑘𝑛−1

}
, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 2, 3, ... .

(10)

Нетрудно убедиться, что если
{
𝑢𝑘𝑛

}
, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛 , 𝑛 = 0, 1, ....− решение системы (8)–(10), то оно является

и решением уравнения (7). Заметим, что каждое уравнение системы (8)-(10) можно представить в виде

𝑢𝑘𝑛𝑟𝑟 − 𝑢𝑘𝑛𝑡𝑡 +
(𝑚 − 1)
𝑟

𝑢𝑘𝑛𝑟 −
_𝑛

𝑟 2
𝑢𝑘𝑛 = 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), (11)

где 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом 𝑓 10 (𝑟, 𝑡) ≡ 0.
Далее, учитывая ортогональность сферических функций 𝑌𝑘

𝑛,𝑚 (\ ) [9], из (5) и из первого краевого
условия (2) в силу (6) будем иметь

𝜏𝑘𝑛𝑟𝑟 +
𝑚 − 1
𝑟

𝜏𝑘𝑛𝑟 −
_𝑛

𝑟 2
𝜏𝑘𝑛 = ā𝑘𝑛 (𝑟 ), Y < 𝑟 < 1, (12)

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑟 − Y) = 𝜑𝑘𝑛 (𝑟 ), Y ≤ 𝑟 ≤
(1 + Y)

2
, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... . (13)

В (11)-(13) произведя замену𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) = 𝑟
(1−𝑚)

2 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) и полагая b = 𝑟+𝑡
2 , [ = 𝑟−𝑡

2 соответственно получим

𝐿𝑢𝑘𝑛 ≡ 𝑢𝑘
𝑛b[

+ _̄𝑛

(b + [)2𝑢
𝑘
𝑛 = 𝑓 𝑘𝑛 (b, [), (14)

𝜏𝑘
𝑛bb

+ _̄𝑛
b2
𝜏𝑘𝑛 = a𝑘𝑛 (b),

Y

2
< b <

1
2
, (15)

𝑢𝑘𝑛 (b,
Y

2
) = 𝜑𝑘𝑛 (b),

Y

2
≤ b ≤ 1

2
, (16)

𝑓 𝑘𝑛 (b, [) = (b + [)
(𝑚−1)

2 𝑓 𝑘𝑛 (b + [, b − [), 𝜏𝑘𝑛 (b) = (2b)
(𝑚−1)

2 𝜏𝑘𝑛 (2b), a𝑘𝑛 (b) = (2b)
(𝑚−1)

2 ā𝑘𝑛 (2b),
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𝜑𝑘𝑛 (b) = (b + Y
2
)
(𝑚−1)

2 𝜑𝑘𝑛 (b +
Y

2
), _̄𝑛 = ((𝑚 − 1) (3 −𝑚) − 4_𝑛)/4, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... .

Используя общее решение уравнения (14) (см. [5]) в [2] показано, что решение задачи Коши для
уравнения (14) имеет вид

𝑢𝑘𝑛 (b, [) =
1
2
𝜏𝑘𝑛 ([)𝑅([, [; b, [) +

1
2
𝜏𝑘𝑛 (b)𝑅(b, b, ; b, [)+

+ 1
√
2

b∫
[

[a𝑘𝑛 (b1)𝑅(b1, b1; b, [) − 𝜏𝑘𝑛 (b1)
𝜕

𝜕𝑁
𝑅(b1, [1; b, [) |b1=[1 ]𝑑b1+

+
b∫
1
2

[∫
Y
2

𝑓 𝑘𝑛 (b1, [1)𝑅(b1, [1; b, [)𝑑b1𝑑[1,

(17)

где 𝑅(b1, [1; b, [) = 𝑃`
[
(b1−[1) (b−[)+2(b1[1+b[)

(b1+[1) (b+[)

]
− функция Римана уравнения 𝐿𝑢𝑘𝑛 = 0 [12], а 𝑃` (𝑧)− функция

Лежандра, ` = 𝑛 + (𝑚−3)
2 ,

𝜕

𝜕𝑁
|b1=[1 =

(
𝜕b1

𝜕𝑁⊥
𝜕

𝜕[1
+ 𝜕[1

𝜕𝑁⊥
𝜕

𝜕b1

)
|b1=[1 , 𝑁⊥− нормаль к прямой b = [ в точке

(b1, [1), направленная в стороны полуплоскости [ ≤ b . Далее, из (2), (16) имеем

𝜏𝑘𝑛 (
Y

2
) = 𝜑𝑘𝑛 (

Y

2
), 𝜏𝑘𝑛 (

1
2
) = 𝜓𝑘

𝑛 (0), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... . (18)

Решение уравнение (15) записывается в виде [7]

𝜏𝑘𝑛 (b) =
1

𝑠2 − 𝑠1

b∫
Y
2

(b𝑠2b3−𝑠21 − b𝑠1b3−𝑠11 )a𝑘𝑛 (b1)𝑑b1 + 𝑐𝑘1𝑛b𝑠1 + 𝑐𝑘2𝑛b𝑠2 , (19)

Y
2 < b < 1

2 , 𝑠1 = 𝑛 +
(𝑚−1)

2 , 𝑠2 = −𝑛 − (𝑚−3)
2 , 𝑐𝑘1𝑛, 𝑐

𝑘
2𝑛− произвольные независимые постоянные.

Подставляя (18) в (19) для 𝑐𝑘1𝑛, 𝑐
𝑘
2𝑛 получим систему уравнений

( Y
2

)𝑠1
𝑐𝑘1𝑛 +

( Y
2

)𝑠2
𝑐𝑘2𝑛 = 𝜑𝑘𝑛

( Y
2

)
(
1
2

)𝑠1
𝑐𝑘1𝑛 +

(
1
2

)𝑠2
𝑐𝑘2𝑛 = 𝜓𝑘

𝑛 (0) −
1

𝑠2 − 𝑠1

1
2∫

Y
2

(2−𝑠2b3−𝑠21 − 2−𝑠1b3−𝑠11 )a𝑘𝑛 (b1)𝑑b1,

из которого найдем
𝑐𝑘1𝑛 = [2𝑠1𝜑𝑘𝑛

( Y
2

)
+ Y𝑠22𝑠1 (𝐴𝑘

𝑛 −𝜓𝑘
𝑛 (0))]/(Y𝑠1 − Y𝑠2 ),

𝑐𝑘2𝑛 = [Y𝑠12𝑠2 (𝜓𝑘
𝑛 (0) −𝐴𝑘

𝑛) − 2𝑠2𝜑𝑘𝑛
( Y
2

)
]/(Y𝑠1 − Y𝑠2 ),

1
𝑠2 − 𝑠1

1
2∫

Y
2

(2−𝑠2b3−𝑠21 − 2−𝑠1b3−𝑠11 )a𝑘𝑛 (b1)𝑑b1 = 𝐴𝑘
𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 .

(20)

Из (17), (19), учитывая условие (16) будем иметь

𝑓 𝑘𝑛 (b) =
b∫

Y
2

(b𝑠2b3−𝑠21 − b𝑠1b3−𝑠11 )a𝑘𝑛 (b1)𝑑b1 +
√
2(𝑠2 − 𝑠1)

b∫
Y
2

a𝑘𝑛 (b1)𝑃`

[
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

]
𝑑b1−

− (2b − Y)
2b + Y

b∫
Y
2


b∫

Y
2

(b𝑠2−11 b
3−𝑠2
2 − b𝑠1−11 b

3−𝑠1
2 )𝑃 ′

`

[
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

]
𝑑b1

 a𝑘𝑛 (b2)𝑑b2,
(21)

где

𝑓 𝑘𝑛 (b) = (𝑠2 − 𝑠1){2𝜑𝑘𝑛 (b) − 𝜑𝑘𝑛
( Y
2

)
− 𝑐𝑘1𝑛b𝑠1 − 𝑐𝑘2𝑛b𝑠2 +

(2b − Y)
(2b + Y) 𝑐

𝑘
1𝑛

b∫
Y
2

b
𝑠1−1
1 𝑃 ′

`

[
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

]
𝑑b1+

+ (2b − Y)(2b + Y) 𝑐
𝑘
2𝑛

b∫
Y
2

b
𝑠2−1
1 𝑃 ′

`

[
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

]
𝑑b1

 .
Продифференцировав уравнение (21) по b получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода

𝜒𝑘𝑛 (b) = a𝑘𝑛 (b) +
b∫

Y
2

𝐺𝑛 (b, b1)a𝑘𝑛 (b1)𝑑b1,
Y

2
< b <

1
2
,
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√
2(𝑠2 − 𝑠1)𝜒𝑘𝑛 (b) =

𝑑 𝑓 𝑘𝑛

𝑑b
,
√
2(𝑠2 − 𝑠1)𝐺𝑛 (b, b1) = 𝑠2b𝑠2−1b3−𝑠21 − 𝑠1b𝑠1−1b3−𝑠11 +

+
√
2(𝑠2 − 𝑠1)

(Y2 − 4b21)
b1 (2b + Y)2

𝑃 ′
`

[
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

]
− (2b − Y)

(2b + Y) (b
𝑠2−1b3−𝑠21 − b𝑠1−11 b

3−𝑠1
1 )−

−
b∫

b1

(b𝑠2−12 b
3−𝑠2
1 − b𝑠1−12 b

3−𝑠1
1 )

[
4Y

(2b + Y)2 𝑃
′
`

(
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

)
+
(2b − Y) (Y2 − 4b22)

b2 (2b + Y)2
𝑃 ′′
`

(
b22 + b Y2
b2 (b + Y

2 )

)]
𝑑b2,

из которого найдем

a𝑘𝑛 (b) = 𝜒𝑘𝑛 (b) −
b∫

Y
2

𝑅𝑛 (b, b1;−1)𝜒𝑘𝑛 (b1)𝑑b1, (22)

где 𝑅𝑛 (b, b1;−1)− резольвента ядра 𝐺𝑛 (b, b1).
Далее из (20)–(22) имеем

√
2(𝑠2 − 𝑠1)2𝐴𝑘

𝑛 =

1
2∫

Y
2

(2−𝑠2b3−𝑠21 − 2𝑠1b3−𝑠11 )

𝑑 𝑓 𝑘𝑛

𝑑b1
−

b1∫
Y
2

𝑅𝑛 (b1, b2;−1)
𝑑 𝑓 𝑘𝑛

𝑑b2
𝑑b2

 𝑑b1, (23)

(Y𝑠1 − Y𝑠2 )
(𝑠2 − 𝑠1)

𝑑 𝑓 𝑘𝑛

𝑑b
=

Y𝑠22𝑠1


4Y
(2b + Y)2

b∫
Y
2

b
𝑠1−1
1 𝑃 ′

`

(
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

)
𝑑b1 +

(
2b − Y
2b + Y − 𝑠1

)
b𝑠1−1+

+ (2b − Y)
(2b + Y)3

b∫
Y
2

(Y2 − 4b21)b
𝑠1−2
1 𝑃 ′′

`

(
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

)
𝑑b1

 − Y𝑠12𝑠2


4Y
(2b + Y)2

b∫
Y
2

b
𝑠2−1
1 𝑃 ′

`

(
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

)
𝑑b1+

+
(
2b − Y
2b + Y − 𝑠2

)
b𝑠2−1 + (2b − Y)

(2b + Y)3
b∫

Y
2

(Y2 − 4b21)b
𝑠2−2
1 𝑃 ′′

`

(
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

)
𝑑b1

 𝐴𝑘
𝑛 + 2

𝑑𝜑𝑘𝑛

𝑑b
+

+


4Y
(2b + Y)2

b∫
Y
2

b
𝑠1−1
1 𝑃 ′

`

(
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

)
𝑑b1 +

(
2b − Y
2b + Y − 𝑠1

)
b𝑠1−1+

+ (2b − Y)
(2b + Y)3

b∫
Y
2

(Y2 − 4b21)b
𝑠1−2
1 𝑃 ′′

`

(
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

)
𝑑b1


[
2𝑠1𝜑𝑘𝑛

( Y
2

)
− Y𝑠22𝑠1𝜓𝑘

𝑛 (0)
]
+

+
−

4Y
(2b + Y)2

b∫
Y
2

b
𝑠2−1
1 𝑃 ′

`

(
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

)
𝑑b1 +

(
2b − Y
2b + Y − 𝑠2

)
b𝑠2−1+

+ (2b − Y)
(2b + Y)3

b∫
Y
2

(Y2 − 4b21)b
𝑠2−2
1 𝑃 ′′

`

(
b21 + b Y2
b1 (b + Y

2 )

)
𝑑b1


[
Y𝑠12𝑠2𝜓𝑘

𝑛 (0) − 2𝑠2𝜑𝑘𝑛
( Y
2

)]
.

(24)

Из (23), (24) однозначно определяется 𝐴𝑘
𝑛, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... , при этом, если 𝜑𝑘𝑛 (b) ≡ 0, 𝜓𝑘

𝑛 (0) ≡ 0,
то 𝐴𝑘

𝑛 = 0. Таким образом, из (22), (19) единственным образом найдем 𝜏𝑘𝑛 (b), ∀b ∈ [ Y2 ,
1
2 ] . Следовательно,

сначала решив задачу (8), (13) (𝑛 = 0), а затем (9), (13)(𝑛 = 1) и т.д. найдем последовательно все 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡)
из (22), (19), (17),𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... .

Итак, в области 𝐷+
Y , показано, что ∫

𝐻

𝜌 (\ )𝐿𝑢𝑑𝐻 = 0. (25)

Пусть 𝑓 (𝑟, \, 𝑡) = 𝑅(𝑟 )𝜌 (\ )𝑇 (𝑡), причем 𝑅(𝑟 ) ∈ 𝑉0,𝑉0− плотна в 𝐿2 ((𝑡 + Y, 1 − 𝑡)), 𝜌 (\ ) ∈ 𝐶∞ (𝐻 )− плотна
в 𝐿2 (𝐻 ), а 𝑇 (𝑡) ∈ 𝑉1,𝑉1− плотна в 𝐿2 ((0, (1−Y)2 )) . Тогда 𝑓 (𝑟, \, 𝑡) ∈ 𝑉 , 𝑉 = 𝑉0 ⊗ 𝐻 ⊗ 𝑉1− плотна в 𝐿2 (𝐷+

Y ) [8].
Отсюда и из (25), следует, что

∫
𝐷+
Y

𝑓 (𝑟, \, 𝑡)𝐿𝑢𝑑𝐷+
Y = 0 и 𝐿𝑢 = 0, ∀(𝑟, \, 𝑡) ∈ 𝐷+

Y .

Учитывая оценки [9]

|𝑘𝑛 | ≤ 𝑐, 𝑛𝑚−2,

����� 𝜕𝑝𝜕\𝑝
𝑗

𝑌𝑘
𝑛,𝑚 (\ )

����� ≤ 𝑐𝑛𝑚
2 −𝑝+1, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (26)

𝑗 = 1,𝑚 − 1, 𝑝 = 0, 1, ... , а также ограничения на заданные функций 𝜑 (𝑟, \ ),𝜓 (𝑡, \ ), аналогично [2], можно
показать, что ряд

𝜏 (𝑟, \ ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑟
(1−𝑚)

2 𝜏𝑘𝑛 (𝑟 )𝑌𝑘
𝑛,𝑚 (\ ) (27)
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сходятся абсолютно и равномерно.
Следовательно, функция

𝑢 (𝑟, \, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑟
(1−𝑚)

2 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡)𝑌𝑘
𝑛,𝑚 (\ ) (28)

является решением задачи (4), (2), (27) в области 𝐷+
Y , где функций 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛,

𝑛 = 0, 1, ... , находятся по формуле (17), в которой a𝑘𝑛 (b), 𝜏𝑘𝑛 (b) определяются из (22), (19).
Теперь задачу𝑇 будем изучать в области 𝐷− . Для этого сначала функцию 𝜏𝑘𝑛 (𝑟 ) продолжим гладким

образом на отрезок [0, 1] в виде

𝑔𝑘𝑛 (𝑟 ) =

𝜏𝑘𝑛 (𝑟 ), Y ≤ 𝑟 ≤ 1
𝜏10 (𝑟 ), 0 ≤ 𝑟 ≤ Y,
𝑛−𝑙𝜏𝑘𝑛 (𝑟 ), 0 ≤ 𝑟 ≤ Y, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... ,

(29)

где 𝜏𝑘𝑛 (𝑟 ) ∈ 𝐶 ( [0, Y]), причем 𝜏𝑘𝑛 (Y) = 𝜏𝑘𝑛 (Y), 𝜏𝑘𝑛 (𝑟 ) = 𝑟𝛼𝜏𝑘𝑛 (𝑟 ), 𝛼 ≥ (𝑚−1)
2 .

В силу оценок (26) ряд𝑢 (𝑟, \, 0) = 𝑔(𝑟, \ ) =
∞∑
𝑛=0

𝑘𝑛∑
𝑘=1

𝑟
(1−𝑚)

2 𝑔𝑘𝑛 (𝑟 )𝑌𝑘
𝑛,𝑚 (\ ), сходятся абсолютно и равномерно,

если 𝑙 > 3𝑚
2 .

В области 𝐷− рассмотрим первую краевую задачу для уравнения

𝐿1𝑢 ≡ 𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1
𝑟

𝑢𝑟 −
1
𝑟 2
𝛿𝑢 − 𝑢𝑡 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖 (𝑟, \, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒 (𝑟, \, 𝑡)𝑢 = 0, (30)

с условием
𝑢 |𝑆0 = 𝑔(𝑟, \ ), 𝑢 |Γ = 𝜓 (𝑟, \ ). (31)

Решение задачи (30), (31) будем искать в виде (6). Подставляя (6) в (30) будем иметь

𝜌10𝑢
1
0𝑟𝑟 − 𝜌10𝑢10𝑡 +

(
(𝑚 − 1)
𝑟

𝜌10 +
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑑1𝑖0

)
𝑢10𝑟 + �̃�10𝑢10+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

{
𝜌𝑘𝑛𝑢

𝑘
𝑛𝑟𝑟 − 𝜌𝑘𝑛𝑢𝑘𝑛𝑡 +

(
(𝑚 − 1)
𝑟

𝜌𝑘𝑛 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑘𝑖𝑛

)
𝑢𝑘𝑛𝑟+

+
[
�̃�𝑘𝑛 − _𝑛

𝜌𝑘𝑛

𝑟 2
+

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑑𝑘𝑖𝑛−1 − 𝑛𝑑𝑘𝑖𝑛)
]
𝑢𝑘𝑛

}
= 0.

(32)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

𝜌10𝑢
1
0𝑟𝑟 − 𝜌10𝑢10𝑡 +

(𝑚 − 1)
𝑟

𝜌10𝑢
1
0𝑟 = 0, (33)

𝜌𝑘1𝑢
𝑘
1𝑟𝑟 − 𝜌𝑘1𝑢𝑘1𝑡 +

(𝑚 − 1)
𝑟

𝜌𝑘1𝑢
𝑘
1𝑟 −

_1

𝑟 2
𝜌𝑘1𝑢

𝑘
1 = − 1

𝑘1

(
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑1𝑖0𝑢
1
0𝑟 + �̃�10𝑢10

)
, 𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1, (34)

𝜌𝑘𝑛𝑢
𝑘
𝑛𝑟𝑟 − 𝜌𝑘𝑛𝑢𝑘𝑛𝑡 +

(𝑚 − 1)
𝑟

𝜌𝑘𝑛𝑢
𝑘
𝑛𝑟 −

_𝑛

𝑟 2
𝜌𝑘𝑛𝑢

𝑘
𝑛 =

= − 1
𝑘𝑛

𝑘𝑛−1∑︁
𝑘=1

{
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑘𝑖𝑛−1𝑢
𝑘
𝑛−1𝑟 + [�̃�𝑘𝑛−1 +

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑑𝑘𝑖𝑛−2 − (𝑛 − 1)𝑑𝑘𝑖𝑛−1)]𝑢𝑘𝑛−1

}
,

𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 2, 3, ... .

(35)

Нетрудно убедиться, что если
{
𝑢𝑘𝑛

}
, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛 , 𝑛 = 0, 1, ....− решение системы (33)–(35), то оно является

и решением уравнения (32).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (33)–(35) можно представить в виде

𝑢𝑘𝑛𝑟𝑟 − 𝑢𝑘𝑛𝑡 +
(𝑚 − 1)
𝑟

𝑢𝑘𝑛𝑟 −
_𝑛

𝑟 2
𝑢𝑘𝑛 = 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), (36)

где 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом 𝑓 10 (𝑟, 𝑡) ≡ ≡ 0.
В (36) произведя замену переменных 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)
2 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) получим

𝐿𝑢𝑘𝑛 ≡ 𝑢𝑘𝑛𝑟𝑟 − 𝑢𝑘𝑛𝑡 +
_̄𝑛

𝑟 2
𝑢𝑘𝑛 = 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... , (37)
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при этом краевое условие (31) запишется в виде

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 0) = 𝑔𝑘𝑛 (𝑟 ), 𝑢𝑘𝑛 (1, 𝑡) = 𝜓𝑘
𝑛 (𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... , (38)

𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) = 𝑟
(𝑚−1)

2 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡).

Произведя замену 𝜐𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) = 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) −𝜓𝑘
𝑛 (𝑡) задачу (37), (38) приведем к следующей задаче

𝐿𝜐𝑘𝑛 ≡ 𝜐𝑘𝑛𝑟𝑟 − 𝜐𝑘𝑛𝑡 +
_̄𝑛

𝑟 2
𝜐𝑘𝑛 = 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), (39)

𝜐𝑘𝑛 (𝑟, 0) = 𝑔𝑘𝑛 (𝑟 ), 𝜐𝑘𝑛 (1, 𝑡) = 0, 0 < 𝑟 < 1, (40)

𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) = 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) +𝜓𝑘
𝑛𝑡 −

_̄𝑛

𝑟 2
𝜓𝑘
𝑛 (𝑡), 𝑔𝑘𝑛 (𝑟 ) = 𝑔𝑘𝑛 (𝑟 ) −𝜓𝑘

𝑛 (0).

Решение задачи (39), (40) ищем в виде

𝜐𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) = 𝜐𝑘1𝑛 + 𝜐𝑘2𝑛, (41)

где 𝜐𝑘1𝑛 (𝑟, 𝑡)− решение задачи
𝐿𝜐𝑘1𝑛 = 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), (42)

𝜐𝑘1𝑛 (𝑟, 0) = 0, 𝜐𝑘1𝑛 (1, 𝑡) = 0, (43)

а 𝜐𝑘2𝑛 (𝑟, 𝑡)− решение задачи
𝐿𝜐𝑘2𝑛 = 0, (44)

𝜐𝑘2𝑛 (𝑟, 0) = 𝑔𝑘𝑛 (𝑟 ), 𝜐𝑘2𝑛 (1, 𝑡) = 0, 0 < 𝑟 < 1. (45)

Решение вышеуказанных задач, аналогично [11], рассмотрим в виде

𝜐𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑅𝑠 (𝑟 )𝑇𝑠 (𝑡), (46)

при этом пусть

𝑓 𝑘𝑛 (𝑟 ) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑎𝑘𝑠,𝑛 (𝑡)𝑅𝑠 (𝑟 ), 𝑔𝑘𝑛 (𝑟 ) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑏𝑘𝑠,𝑛𝑅𝑠 (𝑟 ). (47)

Подставляя (46) в (42),(43), с учетом (47), получим

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
_̄𝑛

𝑟 2
𝑅𝑠 + `𝑅𝑠 = 0, 0 < 𝑟 < 1, (48)

𝑅𝑠 (1) = 0, |𝑅𝑠 (0) | < ∞, (49)

𝑇𝑠𝑡 + `𝑇 = −𝑎𝑘𝑠,𝑛 (𝑡), (50)

𝑇𝑠 (0) = 0. (51)

Ограниченное решение задачи (48), (49) имеет вид [7]

𝑅𝑠 (𝑟 ) =
√
𝑟 𝐽a (𝛾𝑠,𝑛𝑟 ), (52)

a = 𝑛 + (𝑚−2)
2 , 𝐽a (𝑧)− функция Бесселя первого рода, 𝛾𝑠,𝑛− ее нули, ` = 𝛾2𝑠,𝑛 .

Решение задачи (50), (51) записывается в виде

𝑇𝑠 (𝑡) = −
𝑡∫

0

𝑎𝑘𝑠,𝑛 (b) exp[−𝛾2𝑠,𝑛 (𝑡 − b)]𝑑b . (53)

Подставляя (52) в (47) получим

𝑟−
1
2 𝑓 𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

𝑎𝑘𝑠,𝑛 (𝑡) 𝐽a (𝛾𝑠,𝑛𝑟 ), 0 < 𝑟 < 1, (54)

𝑟−
1
2𝑔𝑘𝑛 (𝑟 ) =

∞∑︁
𝑠=1

𝑏𝑘𝑠,𝑛 𝐽a (𝛾𝑠,𝑛𝑟 ), 0 < 𝑟 < 1. (55)
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Ряды (54), (55)- разложения в ряды Фурье-Бесселя ( [12]), если

𝑎𝑘𝑠,𝑛 (𝑡) =
2

[𝐽a+1 (𝛾𝑠,𝑛)]2

1∫
0

√︁
b 𝑓 𝑘𝑛 (b, 𝑡) 𝐽a (𝛾𝑠,𝑛b)𝑑b, (56)

𝑏𝑘𝑠,𝑛 =
2

[𝐽a+1 (𝛾𝑠,𝑛)]2

1∫
0

√︁
b𝑔𝑘𝑛 (b) 𝐽a (𝛾𝑠,𝑛b)𝑑b, (57)

где 𝛾𝑠,𝑛, 𝑠 = 1, 2, ...− положительные нули функции Бесселя, расположенные в порядке возрастания их
величины.

Из (52), (53) получим решение задачи (42), (43) в виде

𝜐𝑘1𝑛 (𝑟, 𝑡) = −
∞∑︁
𝑠=1

√
𝑟 𝐽a (𝛾𝑠,𝑛𝑟 ){

𝑡∫
0

𝑎𝑘𝑠,𝑛 (b) exp[−𝛾2𝑠,𝑛 (𝑡 − b)]𝑑b}, (58)

где 𝑎𝑘𝑠,𝑛 (𝑡) определяется из (56).
Далее, подставляя (46) в (44), (45) будем иметь

𝑇𝑠𝑡 + 𝛾2𝑠,𝑛𝑇 = 0,

решением которого является
𝑇𝑠 (𝑡) = exp(−𝛾2𝑠,𝑛𝑡). (59)

Из (52), (59), с учетом (47), получим

𝜐𝑘2𝑛 (𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

√
𝑟𝑏𝑘𝑠,𝑛 𝐽a (𝛾𝑠,𝑛𝑟 ) exp(−𝛾2𝑠,𝑛𝑡), (60)

где 𝑏𝑘𝑠,𝑛 находится из (57).
Следовательно, сначала решив задачу (33), (38) (𝑛 = 0), а затем (34), (38)(𝑛 = 1) и т.д. найдем последо-

вательно все 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) из (41), где 𝜐𝑘1𝑛 (𝑟, 𝑡), 𝜐𝑘2𝑛 (𝑟, 𝑡) определяются из (58), (60), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... .
Итак, в области 𝐷− имеет место ∫

𝐻

𝜌 (\ )𝐿1𝑢𝑑𝐻 = 0. (61)

Пусть 𝑓 (𝑟, \, 𝑡) = 𝑅(𝑟 )𝜌 (\ )𝑇 (𝑡), причем 𝑅(𝑟 ) ∈ 𝑉0,𝑉0− плотна в 𝐿2 ((0, 1)), 𝜌 (\ ) ∈ 𝐶∞ (𝐻 )− плотна в
𝐿2 (𝐻 ), а 𝑇 (𝑡) ∈ 𝑉1,𝑉1− плотна в 𝐿2 ((𝑡0, 0)) . Тогда 𝑓 (𝑟, \, 𝑡) ∈ 𝑉 , 𝑉 = 𝑉0 ⊗ 𝐻 ⊗ 𝑉1− плотна в 𝐿2 (𝐷−). Отсюда
и из (61) следует, что

∫
𝐷−

𝑓 (𝑟, \, 𝑡)𝐿1𝑢𝑑𝐷− = 0 и 𝐿1𝑢 = 0, ∀(𝑟, \, 𝑡) ∈ 𝐷− .

Таким образом, функция (28) есть решение задачи (30), (31) в области 𝐷−, где функций 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡),
𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... , находятся из (41), которая в силу (29) является неоднозначным.

Учитывая ограничения на заданные функций 𝜑 (𝑟, \ ),𝜓 (𝑡, \ ), а также оценки (26), аналогично [6, 11],
можно показать, что полученные неоднозначные решения вида (28) принадлежит искомому классу.
Теорема доказана.
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