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А ннотация. Метод операторов преобразования применяется для построения обобщённого двойного преобра­
зования. Создан аппарат обобщённого двойного преобразования Лапласа, в котором рассматривается операция 
дифференцирования с кусочно-постоянными коэффициентами. При этом вычисления обобщённого двойного пре­
образования Лапласа методом операторов преобразования сводится к вычислению  классического преобразования 
Лапласа. Доказано несколько теорем об общих свойствах двойного преобразования Лапласа: о дифференцировании 
оригинала, о сдвиге изображения. Определяется свертка двух оригиналов /  и д, изучаются ее свойства, доказы­
вается теорема о свертке. Рассматриваются приложения обобщённого двойного преобразования Лапласа в теории 
кусочно-линейных систем. Решена задача Коши для волнового уравнения с кусочно-постояными коэфициентами.
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Abstract. The transm utation operator method is used to construct the generalized double Laplace transform. In the article, 
the apparatus of the generalized double Laplace transform is created, the differentiation w ith a piecewise constant factor 
is considered. By using the transm utation operator method, the calculation of the generalized double Laplace transform 
is reduced to the calculation of the classical Laplace transform. Theorems on the general properties of the double Laplace 
transform are proved: on the differentiation of the function; about shifts; a convolution of two functions is defined, its 
properties are studied, and a convolution theorem is proved. In the article the applications of the generalized double Laplace 
transform for solving partial differential equations w ith piecewise constant coefficients it is discussed. The Cauchy problem 
for the wave equation w ith piecewise constant coefficients is solved.
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1. Введение. Преобразование Лапласа получило широкое распрострапепие в научных и инженер­
ных расчётах. Как известно, преобразование Лапласа соотношениям и операциям над оригиналами
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сопоставляет более простые соотношения над их изображениями. Так операции дифференцирования 
оригинала соответствует операция умножения изображения. Усилия многих исследователей направле­
ны на замену операции дифференцирования на более сложную операцию [1, 2, 4-17]. В статье пред­
ложено использовать метод операторов преобразования [18, 19]. В итоге создан аппарат обобщённого 
двойного преобразования Лапласа, в котором рассматривается операция дифференцирования с кусочно­
постоянными коэффициентами. При этом вычисление обобщённого двойного преобразования Лапласа 
методом операторов преобразования сводится к вычислению классического преобразования Лапла­
са. Доказано несколько теорем об общих свойствах двойного преобразования Лапласа. Определяется 
свертка двух оригиналов f { x , y )  и д(х,у),  изучаются ее свойства, доказывается теорема о свертке. Рас­
сматриваются приложения обобщённого двойного преобразования Лапласа в теории кусочно-линейных 
систем. В частности, получено аналитическое описание температурного поля с переменным режимом 
для полубесконечного тела [20]. Целью данной работы является изучение обобщённого двойного пре­
образования Лапласа и его приложений к дифференциальным уравнениям в частных производных.

2. М етоды. Метод операторов преобразования успешно проявил себя при реш ении уравнений 
математической физики в кусочно-однородных средах [18, 19]. Этот метод представляет полноценную 
замену метода интегральных преобразований Фурье. Его преимущество заключается в том, что нет 
необходимости переходить в пространство изображений. Решение получается в естественном классе 
функций. Исследования по применению метода операторов преобразования для задач с переменными 
по временной переменной коэффициентами ранее не проводились. Пусть /  {t\, tz) -задан ная в первом 
квадранте функция-оригинал и пусть F (рьрг) ~ ее изображение, т. е.

Р(рг,р2)=  [  f
Jo Jo

е P^*^f{h,t2 ) d h d t 2 -

Разобьем первый квадрант на четыре части прямыми t\ = fj, h  = Примем обозначения

Doo = { ( f i ,  f z )  : О <  f i  <  t l  0  <  f 2 <  f " }  , D i o  =  { ( f i ,  f z )  : f? <  f i ,  0  <  f z  <  f " }

Doi  = { ( f i ,  f z )  : 0  <  f i  <  t l  f" <  f z }  , D „  =  { ( f i ,  t z)  : <  f i ,  t° < tz.}

Оператор преобразования определим формулой J  ■ f  f

f  ( f i ,  tz) = f  ( a i t i ,  b \ t z ) , t  €  D o o ,

/  ( f i ,  tz) = f  {az (t i  -  f j )  -H a i f j ,  b i t z ) , t  e  D i o ,

/  ( f i .  tz) = f  {ciitt, bz {tz -  t°) + b i t ° ) , t  e D i o ,

/  (fi, tz) = f  (az (ti -  fj) -I- a ifj, bitz, bz (tz -  t^) + bit^ ) , t e D u.

Теорема 1. Оператор преобразования ]  допускает факторизацию ]  = JiJz, в которой первый оператор Ji 
действует по переменной ti и имеет вид

(1)

/ ( f i )  = / ( a i f i ) , 0  < fi < fj,
/  (fi) = /  (az (fi -  t°) + a if“) , < fi,

a второй оператор Jz действует no переменной tz и имеет вид

g ( tz )  = g ( b i tz ) ,0  < tz < f", 
g (tz) = g (bz (tz -  t°) + b i t° ) , f" < tz.

(2)

(3)

Доказательство теоремы следует из определения оператора преобразования.
Будем обозначать D;j = /  (D;j). Из определения следует, что для обратного оператора преобразова­

ния ■ f  f  справедлива формула

/  ( f i ,  tz) = f  j , ( f i ,  tz) e Doo,

/  (fl, tz) = fz  ' i ; )  > (fi> fz) e Dio,

/  (fl. tz) = f  ^~ b t^  + 4 ) > 2̂) £ Dio,
(4)

+ 1;, + fz) , (fl, tz) e D i

Теорема 2. Оператор обратный к оператору преобразования ]  допускает факторизацию ]   ̂ = ]^ Vz ^ 
в которой первый множитель действует по переменной ti и имеет вид

/ ( f i ) = / ( l 7 ) > 0 < f i  < f? ,



второй множитель  ̂ действует по переменной tz и имеет вид

H t 2 ) = g ( ^ ) , 0  < t 2 < 4 ,  

g i h )  + ^  h-

Доказательство следует из формул (4) для обратного оператора преобразования.

3. Двойное интегральное преобразование Лапласа. Двойные преобразования Лапласа иссле­
дованы в монографии [3]. Двойным преобразованием Лапласа для функции оригинала у = / ( f i ,  fz) 
называется функция изображение f  (рьрг), определяемая по правилу

л сю ^ оо
F(Pi ,P2= /  /  e-P^^^e~P^^^f{h,t2)dhdt2.

Jo Jo

Здесь представляется развитие теории двойных интегральных преобразований на случай дифферен­
циальных операторов с кусочно постоянными коэффициентами. Пусть /  (ti, fz), заданная в первом 
квадранте функция-оригинал. Пусть также ]  оператор преобразования, действующий по формуле (1).

О пределение 1. Пусть функция у = f { h ,  fz) определена в первом квадранте по формуле (1). Обобщён- 
нъш двойным преобразованием Лапласа L функции у = f { h ,  fz) назовем двойное преобразование Лапласа L 
функции у = f{ t i ,  fz),

F{pl,p2) = L [f{h ,t2 ]  = I [ /( f l ,f2 ) ] .

Иначе говоря, обобщённое двойное преобразование Лапласа и классическое двойное преобразование Лапласа 
связаны формулами

l  = L j - \ l j  = L

Теорема 3. Обобщённое двойное преобразование ЛапласаЬ функции у = f { t i ,  fz) вычисляется по формуле

г г *1
F  ( ,рър2)  = a t b t  V  ( f i .  f z )  * i * z +

Jo Jo

^oo ^ ®
+a2bi /  (fi, fz) Л 1Л 2+

Jo

00

+aib2 /  (7)
Jo J t l

f  00

g-pi(a2(fi-f?)+aif») f  itbt2) dtidt2.

Доказательство. Разобьем интеграл в определении 1 на четыре слагаемых

Р{рър2= [  e~P'*'e~P^*^f{ti,t2)dtidt2+ f  e~P'*'e~P^*^f{ti,t2)dtidt2+
JDoo «̂ -Dio

+ f  e-P^*^-P^*^f{h,t2)dhdt2+ [  e-P^*^-P^*^f{h,t2)dhdt2.
J  Doi J Dll

В каждом из четырех интегралов выполним замену переменных. В первом,

fi = aiui, t2 = biU2,

во-втором,
fi = ait[ + a2{ui -  fj), fz = biU2,

В в третьем
f l  =  aiUl ,  t2 = b l t l  + b 2 {U2 -  ф ,

четвертом
f l  =  a i f j  -H a i ( u i  -  f " ) ,  t2 = b l t l  + b2(u2 -  t °) .

В итоге формула (3) установлена.
Теорема 4. Формула обращ ения Римана -  М еллина. Пусть f  (рьрг) изображение Лапласа, тогда 

оригинал f { t i , t 2 ) = L~^[F{pi,p2 )] находится по формулам



-I ^ ai+ioo ^ a2+ioo
f  (fi, h) = - T - ^  (pbPz) dptdp^, (fi, h) e D„o,

J (ji-ioo J (j2-ioo
-I ^ ai+ioo ^ a2+ioo

f ( h , t 2 )  = - - ^  е Р ^ Ы * ^ - ^ Г )  eP̂ *̂ '’^F{p^ ,p2)dp^dp2,{hJ2)eD ^,,
J G\-ioO J G2-ioO

1 /* G\+ioO Л(72 + 1СЮ
/  ( f i ,  fz) =  e^2(b2( f2-f“) + b i f D p  (p^^p^) tfp it fpz ,  ( f i ,  fz )  e  D o i ,  (8 )

J (ji-ioo J (j2-ioo
-I /» (7i+ioO ^ (72 + ioO

J a\-ioo J G2-ioo

Доказательство. Запиш ем формулу обращения Римана -  Меллина [3]

л !* G\+ioo ^  a2+ioo
f ( t i , t 2 )  = - - ^  eP̂ ^̂ “̂ F{pr,p2)dprdp2.

J G\-ioo J G2-ioo

Применим первую из формул (1), в итоге получим формулу обращения в области Doo- 
Пример 1. Если / ( f i ,  f z )  = 1, fi > О, fz > О, то

Р{ р ър 2 )  = ^
р1р2

В самом деле, из определения оператора преобразования следует, что / ( f i ,  fz) = 1, fi > О, fz > 0. В работе 
найдено изображ(
Пример 2. Если

[3] найдено изображение единичной функции f  (рьрг) =

/  (fi, fz) = exp ( - ( a i f i  + bifz)), f € Doo,
/  (fi, fz) = exp  (-(az (fi -  fj) + ait° + bifz)), f € Dw, 
f  (fi, fz) = exp  ( - (a if i + bz (fz -  fg) + bif")), t e  Dw,
/ ( f i , f z )  = exp  (-(az (fi -  fj) +aifj,b ifz + bz (fz -  fg) + b it° ) ) , t  e  D u,

TO двойное обобщённое преобразование Лапласа функции (10) имеет вид

1
F{ p bp 2 )  =

( р 1 -  l ) ( p z  + 1)

Свойства обобщённого двойного преобразования Лапласа:
(1)1 = LiLz, где Li и Lz- однократное преобразование Лапласа, действующие по переменной ti и fz 

соответственно. Операторы h  и Lz имеют вид

G ( p i )  =  Li [^ ( f i ) ]  =  a i  (f^) + az (f^)

/ 2̂
(fz) A z  + bz /  (f^)

J t l

соответственно.
(2)L“  ̂ = где и однократные обратные преобразования Лапласа, действующие по

переменной p i и pz соответственно. Операторы и Lg  ̂ определяются по правилам

2 /̂ (71+1СЮ

 ̂(fi) = —  eP^*^^^G (pi) dpr, О < fi < f?,
JGi-ioo

» (7i + iO01 /• <7l + iC>0
f ( f i )  =  —  / ( P i )  d p i ,  f "  <  f i ,

2я-г J^i-ioo

Ч л(72+гсю
^ (fz) =  —  eP-*-^^G (pz) dpz, 0 <  fz <  f",

J(jo-iooG2-100 

(72 + jc>0

/ a2~ioo
соответственно.

(3 )I [ /( f i) ]  = I i [ / ( f i ) ] /p z ,I [ / ( f z ) ]  = Iz [ /( fz ) ] /p i

Ч Л (72 + Iw
^ (fz) = ^  /  (pz) dpz, f“ < fz



Следующие свойства обобщённого двойного преобразования применяются при реш ении диффе­
ренциальных уравнений в частных производных.

Теорема 5. Д ифф еренцирование оригинала. Пусть

операторы дифференцирования,а функции и, Diu, D2 U- изображения Лапласа, то

L[Diu] =piL[u]  -L2[m(0, fz)],

LlDzu] =p2L[u] -L i[M (fi,0)].

Как и для преобразования Лапласа, при доказательстве используется метод интегрирования по частям. 
Определим операторы дифференцирования второго порядка по правилам

^1,1 -  -^1 ' -̂ 1> -  ^2  ■ Dz, Dj 2 = Di ■ D2.

Следствие. Если функции и, Dl^u, 0 1 2 ^ ,0 ^ 2 -  изображения Лапласа, то

LW l^u]  = p IL[u] -  piL2[u{0,tz) -  L2[Diu{0,tz)],

L W I 2 U] =pIL[u] -  p2Li[u{ti,0) -  Li[D2u{ti,0)],

L W I 2 U] =pip2l[u]  -p iL i[M (fi,0 )-L 2[m (0 , fz)+m (0,0)].

Теорема о сдвиге. Пусть G{pi,p 2 ) изображение Лапласа функции g{ti, fz), а функция f { t i ,  fz) определяется 
формулой (9), то выполнено равенство

L[f(ati ,l] t2 ,a tl l] t°)g iti , t2]  = G(pi + а,р2 + Р)).

Свертка. Теорема о свертке. Сверткой двух оригиналов f , g  назовем функцию f  * *д , определяемую 
равенством

Г * * д  = Л Г Ч Л * * Г Ч д ] ] -

Теорема. Е с л и / ,д -  оригиналы, то их свертка /  * *д также оригинал, причем

L [ f* * g ]  =L[f]L[g].

Доказательство. Воспользуемся определением обобщённого двойного преобразования Лапласа

L = i j - \

Тогда получим

L [ f* * g ]  = L j - ^ [ J [ J - 4 f ] * * r 4 g ] ] ] = L [ J - 4 f ] * * r 4 g ] ] = L [ f * * g l = L [ f ] L [ g ]  =L[f]L[g].

4. П рименения обобщ ённого двойного преобразования Лапласа к реш ению  диф ф еренци­
альных уравнений в частны х производны х.

(а) решить задачу Коши для уравнения

DiU -  D 2U = О, fi > О, f2 > О

по начальным условиям
M(fl,0) = /(fl),M (0,f2) = /(f2 ) .

Применим обобщённое двойное преобразование Лапласа. В изображениях получим

(р1 -p2)i[M ] = I i [ / ]  - l 2 [ / ] ,

Тогда

pi -p 2



( И )

Из определения 1 следует, что

р1 - р 2

В работе [3] найдено решение модельной задачи Коши для уравнения

iifj -  Mf2 =  О, fi >  О, f2 >  О

но начальным условиям
= / ( f i ) , M ( 0 , f 2 )  = f ( t 2 ) .

Решение имеет вид

M ( f l ,  f z )  = / ( f l  + f 2 ) .

Следовательно, u{ti, tz) = J[u{ti, tz)]. В итоге получим решение рассматриваемой задачи

и  ( f i ,  t z)  = /  ( a i f i  + b i t z ) , t  е Doo, 

и  ( f i ,  t z)  = /  {az ( f i  -  t °)  +  a i t °  +  b i f z ) , f  €  D w ,  

и ( f i ,  t z)  = f  { a i t i  + bz {tz -  t^)  + b i t ^ ) , t  e  D w ,  

u { t i , t z )  = f  (az ( t i  -  f j )  + a i t ° , b i t z  + bz {tz -  t°)  + b i f " ) , f  €  D u -

В формулах (И) функция / ( f i )  определена по формуле (5).
(Ь) Решить задачу Коши для уравнения

D I  zU =  о ,  f i  >  о,  fz >  о

по начальным условиям
M(fi,0) = f{ t i) ,u {0 , tz )  =g(tz)

и условиям согласования / (0 )  = ^(0) = 0. Применим обобщённое двойное преобразование Лапласа. 
Применяя следствие из теоремы 5, в изображениях получим задачу

pipzL[u] = p iL i[ f]  +pzLz[g].

Тогда

L[u] = - L ^ [ f ]  + - L z [ g ] .
Р2 p i

Возвращаясь к оригиналам, с учетом свойства (3) получим решение задачи Коши

u(ti,tz) = f ( t i )  + g(tz).

5. Заклю чение. Представлено обобщённое двойное интегральное преобразование Лапласа на осно­
ве оператора дифференцирования с кусочно-постоянным множителем. Доказаны основные свойства: 
теорема о сдвиге, теоремы о дифференцировании оригинала и свертки. Установлен аналог формулы 
обращения М еллина -  Лапласа. Метод операторов преобразования позволил связать обобщённое и 
классическое преобразования Лапласа, а также разработать эффективный алгоритм вычисления обоб­
щённого преобразования Лапласа. Рассматриваются приложения обобщённого преобразования Лапласа 
для решения задач математической физики. Решена задача Коши для уравнения колебаний струны с 
кусочно-постоянными коэффициентами.
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