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1. Введение. Рассмотрим в области D = {{х ,у )  : О < х  < г, а < у < b}, а < О, b > О, уравнение

L u {x ,y )  = — + s ig n y —  и {х ,у )  = 0, (1)
d y ^ j

где1 < а  < 2 , - ^  = 5“  ̂означает операцию дифференцирования (в смысле Герасимова-Кануто) порядка

а  по переменной у; d"^g{s) = -  оператор дробного интегро-дифференцирования Римана-
Лиувилля порядка 5 с началом в точке О [5, с. 9].

Как вытекает из определения операторов дробного дифференцирования в случае если а = 2, уравне
ние (1) совпадает с уравнением Лаврентьева -  Бицадзе

д^и д^и

Дифференциальные уравнения в частных производных дробного порядка лежат в основе матема
тического моделирования различных физических процессов и явлений окружающей среды, имеющих 
фрактальную природу [5], [1].
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Уравнения в частных производных дробного порядка, не превосходящего двух, исследовались в 
работах [15], [9], [14], [12] и др. В указанных работах в основном изучались диффузионно-волновые 
уравнения. Более подробную библиографию можно найти в работах [9] и [14].

В работах [16] и [17] исследовалось уравнение

гМ -  — ;Му = 0, О < f  < 1,
дх'  ̂ дуУ

соответствующее в случае, когда у = 1 уравнению смешанного типа в рассматриваемой области.
Задача Дирихле для модельного уравнения смешанного типа и более общего уравнения в ограни

ченных прямоугольных областях была исследована в работах [13] и [10].
Данная работа посвящена исследованию вопросов доказательства существования и единственности 

реш ения задачи Дирихле для уравнения (1) в области D.

2. Постановка задачи. Регулярным реш ением уравнения (1) в области D назовем функцию и = 
и(х, у) такую, что и е С ф )  П C^(D), м^х, d^yU е C(D~ U D'^) и удовлетворяющую уравнению (1) во всех 
точках (х, у) е D~ и  D'^;

Рис. 1. D “ = D П {у < 0}, D+ = D П {у > 0}
Fig. 1. D~ = D  П {у < 0}, D''' = D  П {у > 0}

Задача. Найти в области D регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям

м(0, у) = О, и{г, у) = О, а < у < Ь, (2)

и(х, а) = (р(х), и(х, Ъ) = f{ x ) ,  О < X  < г, (3)

где (р(х), \j/{x) -  заданные непрерывные функции на отрезке [О, г], (р{0) = (р(г) = О, ^(0) = ^ (г) = 0.

3. Функция типа М иттаг -  Леффлера. Рассмотрим функцию типа Миттаг -  Леффлера [2, с. 117]:

к=0 Г ( Д  + //)
, /? > О,// € С. (4)

Напомним [2, с. 142], что функция (4) на вещественной оси, если

Q < Р <2,

может иметь только конечное число нулей;
В частности, если

функция (4) не имеет вещественных нулей [9]. В случае, когда

^  < jS < 2, ^  = 2,

она имеет не менее двух нулей [7].

4. Функция Обозначим через



где ^,г],Х> 0. 
Лемма. Пусть

Если

то

h = max{f : Ea,2 ( - t )E a , i ( - t )  = О, f > 0}. (5)

г  .  (6)

> 0.

Доказательство. Поскольку
£ад(Я/7“) > О,/7£„.2(Я/7“ ) > О, (7)

для всехЯ, /7 > О, то рассмотрим поведение функций £„д(-Я ^“) и ^£„^2 для Я и ^.удовлетворя
ющих условию (6). Воспользуемся асимптотическим разложением функции (4) для больших значений 
\z\: при I argz| < р я

(8)

П -1с

■ У  — г  +  0
и -

и при 7Г > I argz| > ртг

где f! е  (О, 2), р  е  (/?/2, m in{ l,/?}) [2, с. 134]. По формуле (9) при больших значениях

Отсюда имеем lim ^Еа,2 {-Ц°^) = 0+. Значит, для всехЯ^“ > max{f : Ea,2 { - t )  = 0}, имеем ^Еа,2 {-Ц°^) > 0.
Я^сю

Аналогично, из (9) заключаем

и lim £„д(-Я ^“) = 0 -. Тогда £„д(-Я ^“) < О для всехЯ^“ > max{f : = 0}. Таким образом, имеем
Я^сю

^£„.2(-Я Г) > О, £ « д (-Я Г ) < О, (10)

для Я и удовлетворяющих условию (6). Причем функции (10) одновременно в ноль не обращаются. 
Следовательно, из формул (7) и (10) имеем, > О, что и требовалось доказать.

5. Сущ ествование реш ения. Для сформулирования теоремы существования поставленной выше 
задачи, нам понадобится класс ф у н к ц и й /(х ), удовлетворяющих условиям Дирихле в промежутке (с, d), 
т. е. функций, которые имеют конечное число разрывов первого рода в этом промежутке; и для которых, 
кроме того, промежуток (с, d) можно разбить на конечное число таких промежутков, в каждом из 
к о то р ы х /(х ) изменяется монотонно [11, с. 440].

Теорема 1. Если функции (р{х) е  С^[0, г ],^ (х ) € С[0, г] имеют производные (р"'{х) и соот
ветственно, удовлетворяющие условиям Дирихле в промежутке (О, г), выполняются условия согласования 
(р” {0) = (р ” {г) = 0 ,  м

Ща\,ь(.^п) * 0 ,  Ап = ( И )

то существует регулярное решение задачи (1)-(3).
Доказательство. Предположим, что мы знаем след реш ения и { х ,  у) на линии у = О и

м(х, 0) =  т ( х ) ,  О <  X  < г .  (12)

т { х )  -  некоторая непрерывная на отрезке [О, г] функция. Тогда в области искомая функция удовле
творяет уравнению

Мхх(х, у) + d"yU{x, у) = О, (13)

и краевым условиям
м(0, у) = О, и{г, у) = О, О < у  <Ь, (14)

и(х, 0) = т(х), и(х, Ъ) = ф(х), 0 < х  < г .  (15)



Напомним [3], что решение этой задачи имеет вид:

u ix ,y )  = Y ,
уЕа,2{^„у")

+Т„
Ь£„.2(Я„Ь“ )£„д (Я„у“) -  у£„.2(Я„у“)£„д(Я„Ь“

Ь£„,2(Я„Ь“)
Г г

где = I  У г(х) sin л ^ л :  dx, = f  /  Ф М  sin л ^ л :  dx. 
о о

в  области D~ функция и(х, у) будет удовлетворять уравнению

sini/X^x (16)

и условиям

Мхх(х, у) -  а„“уМ(х, у) = о,

м(0, у) = О, м(г, у) = О, а < у < О,

и{х,а) = (р{х), и{х,0) = т{х), 0 < х < г .

Функция

и{х,у) = Y j
s in „ q y “ |y|)

's i n „ a y “ |a|)
■Г„

/л 1/а, |Ч Sin„(A„'^ |у|) / i l /a i  |\ cos„(A„' |у | ) ------------— -----cos„(A„' |а|)
s i n „ a y “ |a|)

sin лД^ X,

(17)

(18)

(19)

(20)

есть искомое решение задачи (17)-(19) [4], (рп -  коэффициенты Фурье функции (р{х) на отрезке [О, г];

sin^(z) = Y j
к=о

(_l)fc^r*^+l

r(rfc + 2) ’
COS, .(г) = £

k=o r(rfc + i)

это обобщенные тригонометрические функции но терминалогии Нахушева А. М. [5, с. 238]. 
Примем во внимание, что но условию исследуемой задачи у нас должно быть

Uy{x, 0+) = Uy{x, 0 -).

Из формулы (16), дифференцируя почленно но у, найдем

£«д(Я„у“)

(21)

Uy{x,y) = lAn

+ Т п -
Ь£„.2(Я„Ь“)Я„у“- 1£„.„(Я„у“) -  £„д(Я„у“)£„д(Я„Ь“)

ЪЕа,2{КЪ")
sin лД^х.

Отсюда при у = О имеем

Му(х,0+) = _ ^ [ - lAn

Аналогично дифференцированием но у из (20) получим

£ « д (-Я „ |а |“ )

Еал{^пЪ") ] sini/X^x.

Му(х,0-) =
 ̂ _ |а |£„,2(-Я „|а |“ ) ^" |а |£„,2(-Я „|а |“ )

Из равенств (23) и (24) с учетом соотношения (21) и условия (И) получим

, \а \Еа,2Ы п\аП  Ь£„.2(Я„Ь“)
ЛГн,ь(Я„) ЛГ|„,ь(Я„) •

Подставляя (25) в (16) и (20), получим искомое решение соответственно в области и D~

sin лД^Х.

и{х,у)  = _^м +(х ,у).

(22)

(23)

(24)

(25)

+ /  ч I с  г \  М Е а . 2 Ы п \ а ПUn(x,y) = ^„ S„iy) + ----   — -----С„(у)
N \а\,Ъ (л„)

+



Ь Е а А ^ п Ь П ^  ,  ,
\Т П  'l ^ n i y )  Ща\,ь{Лп)

sin лД^л:,

у£„,г(Я „у“ ) ^ у£„ ,2 (Я„у“ ) ^
^ п (у )  -  , /. , . , С „(у) -  £аД (>̂ лУ ) , /.

Ь Е а , 2 \ ^ п Ь ^ )  Ь Е а А ^ п Ь ^ )

оо

и { х , у )  = ' ^ и ~ ( х , у ) ,

(27)

(28)

м„ (х, у) =
S l Ua iA j  у  ) Ь£„,2  Я „ Ь  ) S i n „ ( V  у  ) , i l / a ,  ,,
 . . 1 / а ,  C O S a ( V  | у | ) ---------------- С 0 8 „ (Я „ ' | а | )
SlUaiXj \а\) Ща1ъ(^п) SlUaiXj \а\)

,  |я|£а,2( /^п|а|“ )/  ̂ /11/я| |\ |у|) / i l /a | |\
 7Т^—  coSa iA j |у |) ------------— -----coSa iA j \а\)

Ща1ъ(^п)  8Ш „(ЯУ“ |а |)
sin \Л„Х.

Далее покажем сходимость рядов (54) и (28). Напомним, что справедливы оценки

О < S„(y) < 1 , О < С„(у) < 1.

(29)

(30)

Доказательство можно найти в работе [3]. Из асимптотических представлений (8), (9) функции типа 
Миттаг -  Леффлера имеем

ЛГ|«|.ь(Я„) = 0(Я-1е^»“ '’), п (31)

\а\Еа4 - Ш " )
=  0 ( Я Г “ ) ,  п ^ с х з , (32)

^\а\ ,ь{^п)  ^\а\ ,ъ{^п)

8ш„(яУ“ |у|) = А „ \ у \ Е а А - Ш 1  = 1уГ '7Г (2  -  а) + 0{А-^\у\^~^П, Я„|у|“ ^  (33)

со8„(яУ“ |у|)| < М 1 /(1 + Я „ |у Г ), |Я Г '“ 8ш „(Я;'“ |у|)| < |у |М 2/(1+Я „|уГ).- 1 /а  п 1 / “ | (34)

Из соотношения (33) при у = а получаем, что lim 8 т „ (я У “ |а|) = |а|^ “ /Г(2 -  а) > 0. Следова-п^со
тельно, в силу условия (11) выполняется неравенство

|а Г и Г ^ ''“ 8ш„(яУ“ |а|) > С, 

в котором С — положительная постоянная. Таким образом, с учетом (34) имеем

8Ш „(ЯУ“ |у |)

8 ш „ ( я У “ | а | )

\у\МА„ 1 \  ® Ш д ( Я „  | у | )  / л 1 / а |  14
C08„(V 1у1)------------тт;;-----С08„(Я„' |а|)

8ш „(Я „ ' |а |)1 + А „ |у |“ ’

Для коэффициентов Фурье имеем оценки [11, с. 460]

(р„ = 0{п~^), = 0 {п ~ ‘̂ ), п  ^  о о .

< С , Я „ |у Г > 0 . (35)

(36)

С помощью формул (30)-(32), (35), (36) заключаем, что ряды (27), (28) сходятся абсолютно и равномерно
ОО оо

в области D, а также, что ряды 2  AnU^{x,y), 2  AnU~(x,y), полученные из них дифференцированием
П = 1  П = 1

по X и у порядков 2 и а  соответственно, -  в областях D'*' и D~.
6. К ритерий единственности реш ения. Имеет место
Теорема 2. Задача Д ирихле (1 )-(3 ) может имет ь не более одного регулярного реш ения в классе функций  

ф )  тогда и только тогда, когда
ЛГ|„|.ь(Я„) Ф О, (37)

п = 1, 2,... Доказательство. Покажем, что исследуемая задача при однородных краевых условиях и 
выполнении условия (37) имеет только тривиальное решение. Пусть v{x, у) = (р„{х)а„{у), где

(х) = 8in VAx,(p.

„  /,л  _ I  (^ -  у )“ ^Еа,а [Я(Ь -  у )“] , 0 < у  <Ь,
1 (у -  а )“-1 £ „ .Л -Я (у  -  а)“] , а < у < 0.



Заметим, что функция v{x, у) для любого п € N представляет собой решение уравнения

V v  =
^ + D ^ y V { x , y )  = 0, i x , y ) e D \
д^у  т\а| f - D „ V ( x , y )  = 0, { x , y ) e D - ,

удовлетворяющее условиям 

В области D'*' у нас есть

а(0, у) = v(r, у) = 0. 

У  {vLu -  uL*v)dxdy =

(38)

t? Г

/ ди d v \^= ’' , f  (ди д \
V------ и —  dy+  — D f v - u — D f V]

дх дхК=о ^ J  \д у  ду )
о о

Для области D~ аналогичная формула будет иметь вид

У  {vLu -  uL*v)dxdy =

у=Ъ
С

у=о
dx. (39)

Г ( ди d v \^= ’-  ̂ Г
“ У {’ F,

у=о
dx. (40)

у=а

Поскольку м(О,х) = и(г,у) = 0,v(0,y) = v(r,y) = О, из соотношений (39), (40) имеем

ду у=о
dx = О,

Г/ у=о
dx = 0.

у=а

(41)

(42)

Далее упростим подынтегральные выражения с помощью формулы дифференцирования

D l \ t - a r ^ E r ,p ( M t - a \ P - , ^ i )  =

= \ t -  af~^~'^Ei/p{A\t -  а \Р;^~ у), Г ^ R,

// > О, если у ^ N и {0}, и ц  e R ,  еслиу  € N U {0} [9]. Получим

= <Рп(х)0"~^'й}„(у) = (рп(х)(Ь -  у)Еа^2[МЬ -  УТ].

Отсюда следует
lim = О, у > О,
у^ъ ‘’У

■\а~2

(43)

lim D “ V = (p„{x)bEa,2 i^b ‘̂ ), У > 0.у^О У

(44)

(45)

По определению
- _ Д « - 2 у  = Д«-1у

ду ^У ^У

^  - 9Поэтому вместо - — D^^ v вычислим

= <pn{x)D"^^a„{y) = (pn(x)Ea,i[Mb ~ у)“].^Ьу

lim D f ^  = (p„ix)Ea,i[^b"], у > 0.
у^О У

Аналогично, с помощью формулы (43) вычислим

DTy^v = (pn{x)D:~\y -  а Г ^ Е а Л - К у  ~ а П  =

=  ( р п { х ) { у  -  а ) Е а А - М у  -  а Г ] .



lim = О, у < 0. (47)
у ^ а  »

lim = (рп{х){-а)Еа,2 { - К - а ) “)> У < 0. (48)

= (рп{х)В^-\у -  аГ-^Еа,а{-Му -  а П  =

( p n i x )E a , i [ -M y  -  a f ] -  

lim D^y^v = <г?„(х)£„д[-Я(-а)“], у < 0. (49)
у^О ^

С учетом (44)-(49) система (41), (42) примет вид

г г

Ь£„,2(АЬ“) у  Uy{x,Q)(pn{.x)dx + Ea,i{^b") j  u{x,0)(p„{x)dx = О,
О о

г г

2̂̂ а̂,2(-А |аГ ) у* Му(х, 0)(^„(х)хс^х + £ ад (-Я |аГ ) J  и(х, 0)(pn(x)dx = 0.
о о

Отсюда в силу (37) следует, что

Г г

у  U y{x ,0 )  &тл/Х^хс1х = о, J  и(х, 0) sin л/A^ xdx  = 0. (50)
о о

Отметим, что всякую функцию (р{х) € (О, г) можно разложить в равномерно и абсолютно сходящийся
оо ____

ряд Фурье 2  (рп sin л/Х^х. Тогда из равенств (50) мы имеем

=  0.U y { x , 0 ) J ]  (рп s in  ^ J J ^ x d x  = О, /  м(х, 0) ^  (рп s in  ^ J J ^ x d x  =

о "=» о "=»

Тогда на основании леммы Лагранжа [6, с. 24] заключаем, что

Му(х,0) = О, м(х,0) = О V x € (0 ,r ) .  (51)

С учетом формул (51) и обобщенной формулы Ньютона -  Лейбница [5, с. 80] можно записать

|у | 1 - а  |у |- а

ôy'^̂  ~ ^оу '̂ ŷy ~ -^оу“ “  Г(2 -  а) ~ ~

Тогда уравнение (1) при у < О перепишем в виде

д^и
Lm = — - -  м = О, а < у < 0. (52)

Так как м(х, 0) = О,
lim D “ / m = lim D “ ,

Далее заметим

“ - у " о  “ У

lim̂  D“-1m = Г(1 -  а ) lim̂  у^”“му(х, у) = О, 

lim D “;2m = Г(1 -  а) lim у2-“м(х, у) = 0.
у^О У у^О

(53)

Таким образом, м является реш ением уравнения (52), удовлетворяющим краевым условиям (53). Задача
(2), (53) для уравнения (52) имеет только нулевое решение в области D~ [9, с. 123].

В силу (51) в области функция и { х , у )  является реш ением однородной задачи Дирихле и\эо+ = О 
для уравнения

д^и „
^  +  ^ОуИ =  О-

Как показано в работе [3], эта задача имеет только решение и ( х , у )  = О V(x, у) €  D'^.  Таким образом, 
и ( х ,  у) =  О во всей области D.



Пусть нарушено условие (37), тогда функция и(х , у) = ud, где

UD = (|а|£„,2(-Я |аГ)£„д(Яу“) -у £ „ ,2(Яу“)£ад(-Я |аГ)) зт л /л ^х , (х ,у )  е  D+,

UD = (|у|£„,2(-А|уГ)£ад(ЯЬ“) -  Ь£„,2(АЬ“)£„д(-Я |уГ )) s in лД^х, (х ,у )  е D~,

является нетривиальным реш ением уравнения (1), удовлетворяющим условиям (2), (3) с (р{х) = О и 
ф{х) = 0. Теорема 2 доказана.

Из теорем 1 и 2 и приведенной выше леммы имеем
Замечание. П уст ь ф ункции (р{х) е  С^[0, г],^ (х) € С[0, г] имеют производные (р"'{х) и ^/'{х) соот

ветственно, удовлетворяющ ие условиям Д ирихле в промежутке (О, г), выполняются условия согласования 
(р"{0) = (р"{г) = О, и где h определяется соотношением (5), тогда сущ ествует единственное
регулярное реш ение задачи (1)-(3) и имеет вид

оо

и {х ,у )  = Y ^ U n { x ,y ) ,  (54)
п= 1

где ф ункции Un{x,y) = и'^{х,у), (х ,у )  е D'^, Un{x,y) = и~ {х ,у), ( х , у )  е D~, определяются с помощью
формул (27),(29).
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