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Аннотация. Для грубых однородных полиномиальны х векторных полей на плоскости вводится характеристика -  
тип векторного поля. Он представляет собой циклическую числовую последовательность. Два таких векторных поля 
топологически эквивалентны тогда и только тогда, когда их типы  совпадают или взаимно обратны. Описываются 
связные компоненты множества грубых однородных полиномиальны х векторных полей фиксированной степени 
п. Два векторных поля принадлежат одной связной компоненте, если и только если они имеют один тип. 
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Abstract. The paper introduced a characteristic of structurally stable homogeneous polynomial vector fields on the plane -  
the type of the vector field. It is a cyclic integer sequence. Two such vector fields are topological equivalent if and only 
if their types coinsided or are m utually invevse. The connected components of the set of structurally stable homogeneous 
polynomial vector fields of fixed degree n are described. Two vector fields belong to one connected component, if  and only 
if they are of the same type.

Key words: planar homogeneous polynomial vector field, structural stability, connected component, topological classification. 

For citation: Roitenberg V. Sh. 2020. On the structure of the set of homogeneous polynomial vector fields on the plane. 
Applied Mathematics & Physics. 52(3): 204-213. (in Russian) DOI 10.18413/2687-0959-2020-52-3-204-213

1. Введение. Понятие грубой динамической системы -  системы, для которой топологическая струк
тура фазового портрета не меняется при ее малых возмущениях, было введено А. А. Андроновым и 
Л. С. Понтрягиным [1] в 1937 году для динамических систем, заданных векторными полями (автоном
ными дифференциальными уравнениями) на плоскости. В дальнейш ем оно было обобщено на непре
рывные и дискретные динамические системы на многообразиях любой размерности (под названием 
структурной устойчивости) и стало предметом многочисленных исследований. К настоящему време
ни получены необходимые и достаточные условия грубости в пространствах как непрерывных, так и 
дискретных динамических систем с С1 - топологией на любом замкнутом многообразии [12, 13, 15, 14].

Топологическая классификация грубых векторных полей получена на двумерных многообразиях 
[14, 4]. Различные топологические инварианты грубых диффеоморфизмов на двумерных и трехмерных 
многообразиях вводились и исследовались в большом числе работ (см. [3]). Полная топологическая 
классификация получена, в частности, для диффеоморфизмов Морса -  Смейла на таких многообразиях.

Естественно изучать грубость динамических систем относительно более узких классов таких систем. 
Фазовые портреты двумерных полиномиальных векторных полей, начиная с работ Пуанкаре, принято 
рассматривать на проективной плоскости [2]. Для пространства Pn полиномиальных векторных полей
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степени < n на плоскости имеются достаточные условия грубости. В [6] показано, что они выделяют в 
Рп открытое всюду плотное множество Е0. Однако необходимость этих условий не доказана. Топологи
ческой классификации векторных полей из Е0 нет даже при n = 2. Неизвестно даже возможное число 
предельных циклов. Оценка их числа -  часть знаменитой 16-й проблемы Гильберта.

Для пространства HPn однородных полиномиальных векторных полей степени n на плоскости си
туация проще. Однородные полиномиальные векторные поля -  естественный класс полиномиальных 
векторных полей, инвариантных относительно однопараметрической группы растяжений плоскости. 
В работе [7] были получены необходимые и достаточные условия грубости в пространстве HPn; дока
зано, что множество Е0НРп грубых векторных полей открыто и всюду плотно в HPn. В [8] изучались 
бифуркации векторных полей из HPn.

В настоящей работе будет дана полная топологическая классификация векторных полей из E0HPn. 
Важной задачей является нахождение условий, при которых две грубые системы можно соединить 

дугой, не содержащей бифуркационных точек. Иными словами, требуется описать связные компо
ненты множества грубых динамических систем. Для грубых систем на двумерных многообразиях эта 
задача рассматривалась в работах [11, 5]. Связные компоненты множества грубых дифференциальных 
уравнений на окружности с правыми частями -  однородными тригонометрическими многочленами 
фиксированной степени изучались в статье [9].

В настоящей работе полностью описаны связные компоненты множества E0HPn грубых однородных 
полиномиальных векторных полей степени n.

2. Однородные векторны е поля и их траектории в круге Пуанкаре и на проективной плос
кости. Приведем некоторые определения, обозначения и результаты из [7, 8]. Мы рассматриваем на 
плоскости R2 однородные полиномиальные векторные поля степени n > 1

X  (x, y) = р  (x, y) а/ аx + Q (x, y) а/ аy,

где
п п

р (x, y) = ^  pix 'y"- ' , Q(x, y) = ^  g;x ‘y"- '
;=o i=o

есть однородные многочлены степени n. Для удобства не исключается случай равенства нулю всех 
коэффициентов р ; и . Множество таких векторных полей обозначим HPn. Поле X е HPn отождествим 
с вектором (ро,р 1 , ...,рп, до, g1 , ..., gn) е R2n+2 , а HPn с пространством R2n+2. Фазовые портреты векторных 
полей из HPn естественно рассматривать на круге Пуанкаре K и на проективной плоскости RP2.

Рассмотрим в R3 полусферу K = {(X, 7, Z) е R3 : X 2 + 7 2 + Z2 = 1, Z > 0}. Она отождествляется с
кругом Пуанкаре K = {(X, 7 ) е R2 : X 2 + 7 2 = 1, Z > 1}. Отождествим K \  аК с R2 с помощью биекции
(X, 7, Z ) ^  (x, y) = (X / Z, 7 / Z) .

Пусть S1 = R/ 2кZ, О = (о, 0) . Диффеоморфизм

 ̂ : [0, ^ ) х  S1 ^  К \ { О}, ^(г,^ ) := (X ,7 ) = (cos f /V 1 + г2, sin f /V 1 + г2)

задает в К \  {О} цилиндрические координаты (г, f ) . Выражение координат (x, y) точки из R2 \  {О} через 
координаты (г, f ) имеет вид x = cos f / г , y = sin f  / г. Поэтому

X = Л, (г, f ) а/ аг + Ф, ( г, f ) а/ аf,

где

Л, ( г, f ) = - г2-п [Р (cos f ,  sin f ) cos f  + Q(cos f ,  sin f ) sin f  ] ,

Ф, ( г, f ) = г1-n [Q(cos f ,  sin f ) cos f  -  Р (cos f ,  sin f ) sin f  ] .

Векторное поле )(  = - гЛ(f )а/ аг + Ф(f )а/ аf, где

Л(f ) = Лх (f ) = Р (cos f ,  sin f ) cos f  + Q(cos f ,  sin f ) sin f ,  (1)

Ф(f ) = Фх (f ) = Q(cos f ,  sin f ) cos f  -  Р (cos f ,  sin f ) sin f ,  (2)

определено в К \  {О} и имеет в R2 \  {О} = К \  аК \  {О} те же ориентированные траектории, что поле X . В 
точках аК (г = о ) поле ](  касается аК. Поэтому аК состоит из траекторий поля X . Траекториями векторного 
поля X в К называются траектории векторного поля X  и точка О . Траектории, принадлежащие аК, 
называются бесконечно удаленными.

Проективная плоскость RP2 получается из круга Пуанкаре отождествлением диаметрально противо
положных точек аК. Образы траекторий векторного поля X в К при этом отождествлении называются 
траекториями векторного поляX в RP2. Так как

Ф(f  + к) = ( - 1)п+1 Ф(f ), Л (f  + к) = ( - 1)п+1Л (f ), (3)



то траектории поля X в K образуют разбиение K. Из (3) также следует, что при нечетном п на траекториях 
в RP2 можно задать согласованную ориентацию, а при четном п это сделать нельзя.

Векторные поля X, Y € HPn называются топологически эквивалентными в K (в RP2 ), если существует 
гомеоморфизм h : K ^  K (h : RP2 ^  RP2, h (R2) = R2 ), переводящий траектории поля X в K (в RP2) в 
траектории поля Y в K (в RP2 ) с сохранением ориентации на траекториях (на траекториях, лежащих в 
R2 ).

Векторное поле X0 € HPn называется грубым в K (в RP2 ), если существует такая его окрестность U , 
что X0 и любое векторное поле X € U топологически эквивалентны в K (в RP2 ).

Согласно [7] векторное поле из HPn является грубым в K (в RP2 ), тогда и только тогда, когда либо 
оно имеет бесконечно удаленные особые точки, при этом все они являются гиперболическими, либо dK 
-  гиперболическая замкнутая траектория (при нечетном п). Множество E0HPn грубых векторных полей 
открыто и всюду плотно в пространстве HPn.

3. Формулировки результатов. Пусть Tn -  множество всех последовательностей

г = ( 1̂, ..., ’̂™, ^ш+1, ..., 2̂™),

таких, что 1 < т  < п + 1, т  = п + 1(mod 2), то есть т  и п + 1 имеют одинаковую четность, г; = (т’1, !■?),
i € {1, 2,..., 2т}, где т’1, !■? € {-1,1} и выполняются условия

Vi € {1, 2,..., 2т} Г1+1 = - г 1 (здесь Г21™+1 = - г 1), (4)

Vi € {1, 2,..., т } Ti+™ = г;, если п нечетно, г;+™ = -т^;, если п четно. (5)

Если последовательность г = (г1, ..., г™, г™+1, ..., г2™) € Tn , то любая последовательность

г = (г1, ..., г™, г™+1, ..., г2™)

полученная из нее циклической перестановкой: Vi € {1, 2,..., 2 т } г1+(;+^-1) mod (2™) = г;, где р  € Z, также 
принадлежит Tn. На Tn определим отношение эквивалентности: г ' ~ г, если последовательность г ' 
получается из последовательности г циклической перестановкой. Пусть "Гп = Tn/~  -  фактормножество 
Tn по этому отношению. Класс эквивалентности, содержащий последовательность г, будем обозначать 
г. Класс эквивалентности, содержащий последовательность - г , будем обозначать - г . Класс г-1 € 'Гп, 
содержащий послеловательность (г2 ™,..., г™+1 , г™,..., г1 ), назовем обратным к г. Классы г и г-1 взаимно 
обратны, то есть г = (г-1)-1. Для некоторых г € "Гп г-1 = г. Обозначим Tnof класс последовательностей
г = (г1 , ..., гп+1 , гп+2 , ..., г2 п+2 ) € Tn, для которых г /г / = -1  при любом к € {1, 2,..., 2п + 2}.

Пусть S0 = (0,^0 mod 2ж) -  бесконечно удаленная особая точка поля X € E0HPn. Ее типом назовем 
упорядоченную пару чисел г0 = (г1, г^), где г1 = sgnФ '(^0), г^ := -sgnR (^0) -  знаки характеристических 
чисел особой точки. Ввиду (3) 51 = (0, (^0 + ж) mod 2ж) также особая точка того же типа г0, что и 50, если
п нечетно, и противоположного типа - г 0 = (-г1, -г-^), если п четно.

Пусть 51 = (0 ,^ 1 mod 2ж) , . . . ,  S™ = (0,^™ mod 2ж), 5™+1 = (0, (^ 1 + ж) mod 2ж) , . . . ,  S2™ = (0, (^™ + 
ж) mod 2ж) -  все бесконечно удаленные особые точки поля X € E0HPn, пронумерованные в цикличе
ском порядке, то есть ^ 1 < ^ 2 < . . .  < ^™ < ^ 1 + ж. Пусть п  = (т•1, ^?) -  тип точки . Последовательность 
г = (г1, ..., г™, г™+1, ..., г2™) удовлетворяет условиям (4), (5) и потому принадлежит Tn. При другой ну
мерации бесконечно удаленных особых точек в циклическом порядке последовательность их типов 
г ’ = (г1,..., г™, г™+1, ..., г2™) будет эквивалентна последовательности г . Класс г € "Гп назовем типом век
торного поля X и обозначим r(X ).

Теорема 1. А) Д ля любой последовательности г € Tn, не принадлежащей классу tnot, существует 
векторное поле X € E0HPn, имеющее тип г.

Б) Д ля любого векторного поля X € E0HPn его тип отличен от гпо?.
Теорема 1 доказана в разделе 4.
Теорема 2 .1) Два векторных поля из E0HPn, имеющие бесконечно удаленные особые точки, принадлежат 

одной связной компоненте E0HPn, тогда и только тогда они имеют один тип.
2) Два векторных поля из E0HPn, имеющие бесконечно удаленные особые точки, топологически эквива

лентны в K (в RP2 ) тогда и только тогда, когда их типы совпадают или взаимно обратны.
Доказательство теоремы 2 приведено в разделе 5.
Пусть теперь п нечетно и векторное поле X € E0HPn не имеет бесконечно удаленных точек. Тогда 

V^ € [0, 2ж] Ф (^) Ф 0 и dK является гиперболической замкнутой траекторией поля X в K, устойчивой 
(неустойчивой) при отрицательном (положительном) значении величины

h (X) = -  [  ”  т
Л  Ф(^ )



Типом векторного поля X назовем упорядоченную пару чисел T(X ) = (T 1 , T 2 ), где T 1 = sgnФ (f), T: = 
sgnh(X). Таким образом, существует только 4 возможных типа грубых векторных полей без беско
нечно удаленных точек: (1,1), (1 ,-1 ), (-1 ,1 ) и ( -1 ,-1 ) .  Типы (T1,T 2) и (T ', T2) будем считать взаимно 
обратными, если T ' = - T 1, а T2 = T2.

Теорема 3. Для любой пары T = (T 1 , T:), где T 1 , T: е {-1,1}, существует векторное поле X е E0HPn, не 
имеющее бесконечно удаленных точек и имеющее тип T.

Теорема 4. 1)Два векторных поля из E0H Pn, не имеющие бесконечно удаленных особых точек, принад
лежат одной связной компоненте множества E0HPn тогда и только тогда, когда их типы совпадают.

2) Два векторных поля из E0HPn, не имеющие бесконечно удаленных особых точек, топологически 
эквивалентны в К (в RP2 ) тогда и только тогда, когда их типы совпадают или взаимно обратны.

Доказательства теорем 3 и 4 приведены в разделе 6.

4. Доказательство теоремы  1. Пусть г = (г1 , ..., г™, г™+1 , ..., Г:™) е T ", г Ф t not. Покажем, что су
ществует векторное поле из E0HPn, имеющее тип г. Возможны два случая: (i) = rk при некотором
к е {1,..., 2m} и (ii) г^ = -г^  при всех к е {1,..., 2m}.

Рассмотрим случай (i). Из (1), (2) и определения типа векторного поля следует, что VX е E0HPn 
r ( - X ) = - r ( X ). Поэтому без ограничения общности можно считать г  ̂ = = -1 . Выберем числа
f k е ( - к /2, к /2) , к = 1,..., m, так, чтобы f k < f k+1 при к = 1,..., m -  1. Пусть также f m+1 = f 1 + к. Так как 
m < n + 1, m = n + 1(m od:), то определен однородный многочлен степени n + 1

™
A (x,y) = (x2 + y2) (x sin fk  -  y cos fk ) = an+1 x"+1 + anxny + ■■■ + a 1 xyn + aoy"^1.

k=1

Пусть N  -  число перемен знака в последовательности г  ̂ = -1 , г^ ,..., ^^ . Возьмем s = N, если N  = 
n(m od:), и s = N  + 1, если N  = n -  1(mod2). Выберем числа fk  е ( - к /2, к /2) , i = 1,..., s, так, что 
f 1 < f j  < f 2 ■ ■ ■ < fS, а интервал ( f k, f k+1), к = 1,..., m -  1, содержит единственное такое число, если 
г̂ ^̂ 1 = -гk, и не содержит таких чисел, если г2^1 = гk. Так как s < m < n + 1 и s = n(mod 2), то число 
n -  s > 0 и четно. Поэтому определен многочлен

В (x, y) = (x2 + y2) 2 (x sin f  j -  y cos f j )  = bnx n + bn_1x n 1y + ■■■ + b1xyn 1 + b0yn. (6)
i=1

Поскольку ao = (-1)™ cos f 1 ■ ■ ■ cos f™, bo = ( -1 ) s cos f  j ■ ■ ■ cos fS, fk , f  j е ( - к /2, к /2), а m -  s нечетно, то 
Ьо Ф о, а -ао/Ьо > 0. Рассмотрим векторное поле X 0 = Роа/аx  + Qoа/аy, где

Ро(x, y) = (-ао/Ьо)В(x, y) = -(аоЬп/bo)xn -  (aobn-1 /bo)xn -1 -----------(aob1 /bo)xyn-1 -  aoyn, (7)

Qo (x, y) = an+1 x n + (an -  аоЬп/bo)xn-1 + ■ ■ ■ + (a 1 -  aob1 /bo)yn.

Для него имеем равенство
™

Фх 0 ( f ) = ^(co s f , sin f ) = (s in (fk -  f ). (8)
k=1

Так как Фх о ( f k) = 0, cos f k Ф 0, то из (1), (2) получаем равенство Лх о ( f k) = Рх о(cos f k, sin f k) cos f k. 
Отсюда и из (6), (7) имеем

s
sgnЛхо ( fk ) = sg^ P”[ ( s in ( f j -  fk ), к = 1,..., m. (9)

i=1

Из (8) следует, что особыми точками векторного поля X 0 на аК являются точки Sk = (0, fk  mod 2к), Sk+™ =
(0, (fk  + к ) mod 2к),к  = 1,..., m. Из (8) и (9) получаем, что типом точки Sk, к = 1,..., m, является пара
( ( -1 )k ,г^),где

s
= - s g ^ f " [ ( s in ( f j -  fk ). (10)

i=1 
2̂Так как f j  -  f 1 е (0, к ) при всех i = 1,..., s, то г'̂  = С̂2. Вследствие выбора чисел f j  из (10) по индукции 

получаем = г̂С при всех к = 1,..., m. Таким образом, поле X 0 имеет тип г.
Рассмотрим случай (ii). Без ограничения общности можем считать = -1 , гС2 = 1. Тогда г^ = 

( -1 )k, гk = ( -1 k+1,к  = 1,..., m. Выберем числа f k е ( - к /2, к /2) , к = 1,..., m так же, как в случае (i). 
Пусть теперь s = m + 1. Тогда s = n mod 2. Так как г Ф rnot, то s < n. Числа f  j, i = 1,..., s, выберем так, что

f j е ( - к /2, f 1 ), fk  е (fk - 1 , fk ), к = 2,..., m, fm + 1  е (f™, к /2). (11)



Векторное поле X 0 определим так же, как в случае (i). Тогда тип особой точки Sk, к = 1,..., m, равен 
( ( -1 )k, -г̂2), где Г̂: находится по формуле (10). Вследствие (11) = ( -1 )k+1 = гk . Таким образом, X 0 имеет
заданный тип гг.

Утверждение А) теоремы 1 доказано.
Предположим временно, что существует векторное поле X е E0HPn, имеющее тип rnot. Пусть 

f 1 < f 2 < ... < f n+1 -  все нули функции Ф = Фх  на промежутке [ f 1, f 1 + к ). Сделав замену цилин
дрических координат (г, f ) ^  (г, f  -  f 1 -  к /2 + а ), где 0 < а  < f 1 + к  -  f n+1, и сохранив прежние 
обозначения, мы можем считать, что векторное поле имеет особые точки Sk = (0, fk  mod 2к), Sk+n+1 = 
(о, ( f k + к) mod 2к), к = 1,..., n + 1, где - к /2 < f 1 < f :  < ... < fn + 1  < к /2. Так как = -1 , то 
ФJ( f l ) Р (c o s f 1 , s i n f 1 ) > о и потому найдется такое f ,  е ( - к / 2 , f 1 ), что Ф (f ,)Р (c o sf,, s in f ,)  < 0. Кроме 
того Ф (-к /2) = Р (c o s ( -к /2), s in ( - к /2)). Поскольку sgnФ (-к /2 ) = sgnФ (f,), то

Р (cos f , ,  sin f , ) Р  (c o s ( -к /2), sin ( - к /2)) < 0,

и потому на интервале ( - к /2, f , )  есть нуль функции Р (cos f ,  s i n f ). Так как гkгk.,.1 = -1  при к = 1,..., n, 
то Р (cos f k, sin f k)Р (cos f k+1, s in f k+1) < 0. Следовательно, на каждом интервале ( f k, f k+1), к = 1,...,n, есть 
нуль ф ункц ииР (cos f ,  sin f ) .Таким образом, эта функция имеет на интервале ( - к /2, к /2) не менее (n+1)- 
го нуля. Но это противоречит тому, что тригонометрический полином степени n имеет на ( -к /2 ,  к /2 ) 
не более n нулей. Из этого противоречия следует, что сделанное предположение неверно и потому 
справедливо утверждение Б) теоремы 1. На этом доказательство теоремы 1 завершено.

4. Доказательство теоремы  2. Пусть (0, f k mod 2к), (0, ( f k + к ) mod 2к), к = 1,..., m, где f  1 < f :  < 
... < f™ < f 1 + к, -  все особые точки поля X е E0HPn, на аК, а С -связн ая  компонента E0HPn, содержащая 
X . Поскольку Фу( f ) и (Фу) ' ( f ) непрерывные функции от ( f , 7), а производная (Фу) '( f k ) Ф 0, к = 1,..., m, 
то существует такая окрестность U (X ) поля X в С, что все особые точки векторного поля 7  е U (X ) 
на аК имеют вид (0, (fk(7) mod 2к), (0, (ifk(7) + к ) mod 2к), к = 1,..., m, где (fk -  непрерывные функции, 
<Pk(X) = f k. Так как (Фу)'(ifk(7)) и Лу (fjk(7)) непрерывные функции от 7  е U (X ), то окрестность U (X ) 
можно считать выбранной так, что для всех 7  е U (X ) sgn(Фу)'(f3k(7)) = sgn(Фу) '( f k), sgnРу (fjk(7)) = 
sgnРу ( f k), и потому г (7 ) = r(X ). Следовательно, все векторные поля из С имеют один тип.

Пусть г = (г1, ..., г™, г™+1, ..., г2™) е Tn. Покажем, что любые два векторных поля X; = Р;а /аx  + Q;а/аy  е 
E0HPn, l е {о, 1}, имеющих тип г, принадлежат одной компоненте связности множества E0HPn. Без 
ограничения общности можно считать, что г1 = -1 . Везде далее I  = [0,1].

Лемма 1. Д ля каждого l е {0,1} существует путь  м; : I  ^  E0HPn, м; (0) = X; такой, что для векторного 
поля )Ci = м; (1) = ^ ;а / аx + Q)iа / аy нули (fl,k, к = 1,..., m, функции Ф-х̂  (f ) на отрезке [ - к / 2, к / 2] можно 
пронумеровать так, что

- к /2 < (fi,1  < (fi, 2  < ... < (fi,™ < к /2 < (fi,™ + 1  = (fi,1  + к, (12)

а особая точка S)l,k = (0, (fl,k mod 2к) имеет тип гk.
Доказательство. Пусть S;,k = (0, f ;,k mod 2к), к = 1,..., 2m, где

f l ,1  < f l , 2  < ... < fl,™ < f l ,™ + 1  = f l ,1  + к  < ■ ■ ■ < fl,2 m = fl,™ + к,

-  все бесконечно удаленные особые точки поля X;, l е {0,1}, пронумерованные так, чтобы тип точки 
S;,k равнялся гk. Обозначим Т ®: R2 ^  R2, Т® (x, y) = (x cos 9 -  y sin 9, x sin 9 + y cos 9) -  вращение на угол
9. Для а  е I  рассмотрим векторные поля 7 “ = Т- ®' (“) X;T®' (“) е HPn, где 9; (а) = а  ( к /2 -  f l,1 -  ^), 0 < ^ < 
к  -  ( f l,™ -  f l,1). Тогда Фу» ( f ) = Фх, ( f  + 9; (а)) и потому 7;“ е E0HPn. Отображение I э а  ^  7;“ -  путь, 
соединяющий в E0HPn векторное поле X; = 7;0 с векторным полем JX, = 7;1, особые точки которого S)l,k = 
(о, (fl,k mod 2к), к = 1,..., 2m, где (fl,k = f ;,k -  f l,1 -  к /2 + ̂ , имеют тип гk. При к = 1,..., m (fl,k е ( - к /2, к /2). 
Тем самым, лемма 1 доказана.

Так как Ф^^^(-к/2) = ^ ; (c o s ( -к /2), s in ( - к /2)), а вследствие (12) при всех f  е ( - к /2, (fl,1) имеем 

sgnФхX' ( f ) = - г 11 = 1, то
Vl е {о, 1} ^ ;(c o s ( -к /2), s in ( - к /2)) > 0. (13)

Лемма 2. Д ля каждого l е {0,1} существует путь  v; : I  ^  E0HPn такой, что v(0) = JX,, а векторное
поле X, = V, (1) = а /аx  + Q,а/аy  имеет те же бесконечно удаленные особые точки и того же типа, что и
векторное поле ,

Р’, (cos f ,  sin f )  = Г, ( f )  sin(fj^. -  f ) ,  (14)
j=1

где Г, ( f ) -  однородный тригонометрический многочлен четной степени n -  n, > 0 такой, что Vf Г, ( f ) > 
о, - к /2 < f j 1 < f j 2 < ... < f j "  < к / 2, а каждый из интервалов ( - к /2, ()l,1), ((fl,k, (fl,k+1), к = 1,..., m -  1,

и (f),,™, к /2) содержит не более одного нуля f  функции Р’, (cos f ,  s i n f ).



Доказательство. Пусть i ’l (x, у) ^ 2 ;L0 p>i,ix ;уп ;. Функция Ф̂^̂  -  однородный тригонометрический 
многочлен степени п + 1:

п+1
Ф̂ ,̂ (^) ^  al,ixiуn+1-i, а;,0 = -j5i,0. (15)

i=0

Из леммы 1 статьи [9] и неравенства (13) получаем, что

ri
i ’l (cos ^, sin f ) = ci (^ ) sin (^’ .̂ -  f ),

j=1

где c; ( f )  -  однородный тригонометрический многочлен степени n -  г; > 0, с; ( f )  > 0 привсех f ,  -ж /2 < 
f;,j < f;,j+1 < ж/2 для j  = 1,..., г; -  1. Так как Т̂ ;(cos i^i,/, sin i^i,/) = R̂ ,̂ ((fi,/) cos i^i,/ Ф 0, то f ’,̂  Ф i^i,/, j  = 
1,..., г;, к = 1,..., т .

Пусть f ’n ,̂ f ’ n ^+1, ..., f ’ n -  нули функции I’l (cos f ,  sin f ), принадлежащ ие интервалу ( -ж /2, fjl,1) 
при к = 0, интервалу (f3l,k, f3l k+1) при к = 1,..., т  -  1 и интервалу ((fl,™, ж/2) при к = т .  Введем функции

Gf ( f ) = с; ( f  ̂  ^®к ( f ), 9 € /, (16)
к=0

где ^f^k(f) = 1, если î ; (cos f ,  sin f ) не имеет нулей на к-м интервале,

si,fc si,k
cos f^;!к(f ) = (1 -  9^  sin (f ’,nl^+j -  f ) + 9(sin2 f  + cos2 f )sl,^/^  cos f ’n,^+j ,

j=0 , j=0 ,

если s;,k нечетное,

si,k si,k
-  n  -  ^l,ni,k^®k (f ) = sin(f ’,ni,k -  f ) [(1 -  9 ̂  sin(f ’,ni,k +j -  f ) + 9 (sin2 f  + cos2 f )si,k/^ \ \  cos f ’,ni,k +j],i,k j=1 i,k j=1 i,k

если s;,k четное. Их можно представить в виде Gf ( f ) = P f (cos f , sin f ), где Pf (x, у) =YIi=0 p l,i,fx ;уп-;. При
9 = 0 получаем P0 = i ’l. Кроме того, при всех 9 € I  коэффициент pi,0,e = J5;,0 = -а ;,0 .

Зададим путь v; : I  ^  HPn, положив v; (9) = = P fd /dx  + Q fд/ду, где Qf (x, у) = al,n+1x n + (a;,n +
р ;,п,0 )xn-1у + ■ ■ ■ + (a l,1 + p l,1,f )уп. При любом 9 € I

n+1 n+1
Фх,® ( f ) ^  X  ^i,k cosk f  sinn+1-k f  -  pi,0 , 0  sinn+1 f  ^  ^  a;,/ cosk f  sinn+1-k f  = Ф̂ l̂ ( f ).

i к=1 к=0 i

Поэтому у всех векторных полей особые точки одни и те же. Так как P0 = i ’l, Фхе = Ф̂ ^̂ , то Q0 = О?i, а 

потому и v; (0) = X;0 = Xii. При всех 9 € I  величины sgn^®,('fi,j), i  = 1,..., т ,  к = 0,1,..., т ,  отличны от нуля 
и постоянны. Поэтому и величины sgnRx е (f’l,k) = sgnPf (cos f’l,k, sin f’l,k), j  = 1,..., т ,  отличны от нуля и

постоянны для всех 9 € I . Таким образом, V9 € I  поле € E0HPn , а каждая его бесконечно удаленная
особая точка имеет один и тот же тип.

Обозначим Xii = I’l d/dx + (5l d/ду = X1. Пронумеруем числа f ’n ^, для тех к = 0,1,..., т ,  для которых sl,k 
четно, в порядке их возрастания номерами 1,..., п;, и обозначим f)’ . число с номером j . Тогда из равенств 
^1 (cos f ,  s i n f ) = G1 ( f ) и (16) получаем равенство (14). Числа i)’ ., j  = 1,..., n;, удовлетворяют условиям, 
сформулированным в лемме 2. Следовательно, лемма 2 доказана.

Лемма 2. Существует путь  w : I  ^  S0HPn такой, что при I € {0,1} w (/) = Jfl .
Доказательство. Из (14), свойств чисел f?’ . и равенства i ’l (cos (fl,k, sin (fl,k) = R^̂  ̂((f l,k) cos f’l,k получаем, 

что числа n0 и n1 равны числу перемен знака в последовательности г^ ,...., г̂™, - ^^+1 и потому совпадают:
п1 = п0. Обозначим Ii,1 = ( -ж /2 ,(f l,l), Ii,k = (<f i,k-1, <f i,k),к  = 2, ...,m, Ii,™+1 = ((| 1,™, ж/ 2). Пу сть f5’i,p € Ii,ki,p
при р = 1,..., п0. Покажем по индукции, что для любого i = 1,..., п0

I0,kc,i = I1,k1,j. (17)

Включение f’’l1 € Il ki1 при к;,1 = 1 равносильно тому, что 2̂ = 1, а при к;,1 = 2,..., т  -  1 тому, что г^ = 1 
для к = 1,..., к;,1 -  1, а г̂  ̂J-1гk^ = -1 . Поэтому к0 ,1  = к1 ,1  и равенство (17) верно при i = 1. Пусть (17) верно

для i = 1, ...,р -  1. Тогда к;,р > к0,р-1 = к1,р-1 при I € {0,1}. Включение f’’l,p € Il kip при 2 < к;,р < т  
равносильно тому, что г/;гk+1 = 1 для к = к;,р-1, ..., к;,р -  1, г̂  ̂ -1г/  ̂ = -1 , а при к;,р = т  + 1 равносильно



тому, что р = По, = (-1 )" . Следовательно, ко,р = к 1,р и (17) верно для i = р .По индукции получаем, что
(17) верно при всех i = 1,..., по.

Для 9 е I  обозначим (f0 ,k = (1 -  9)f)0,k + 9(f1,k, к = 1,..., m; f = (1 -  9)fQ j + 9 f  j k, j  = 1,..., n0. Так 
как - к /2 < (f0 ,k < ()0 , k + 1 < к /2, к = 1,..., m -  1, то V 9 е I  определены интервалы I^  ̂ = ( - к /2, ()0 ,1), Ie,k = 
(<f 0 ,k-l, <f 0 ,k), к = 2 ,..., m, I0 , ™ + 1  = (<) 0 ,™, к /2 ) . Ввиду (17)

V j  = 1,...,по V 9 е I f j , j  е Ie,k,,.. (18)

Так как Го( f ) > 0, Г1 ( f ) > 0, то V 9 е I  Ге( f ) = (1 -  9)Го( f ) + 9 г1 ( f ) > 0.
Согласно лемме 1 из [9]

ФХ' ( f ) = ^̂ i ( f  ̂  sin((fi,k -  f ), l е {о, 1}, (19)
k=1

где di( f ) -  однородный тригонометрический многочлен четной степени п -  1 -  m, не обращающийся в 
нуль. Так как Ф ^ ( - к /2) = (c o s ( -к /2), s in ( - к /2)) , то из (14), (19) и неравенства Г,( f ) > 0 следует, что

(![( f ) > о, l е {о, 1}. Поэтому V 9 е I  tie (f) = (1 -  9)бГо( f ) + 9бГ1 ( f ) > 0. Пусть

Ге( f  ̂  f" [  s in ( f  j,^ -  f ) ^  ^  ре,; cos' f  sin" ‘ f ,
j=1 i=0

n+1
^̂ ê(f ̂  sin((fe,k -  f ) ^  ^  a®,; cos' f  sin"^1 ‘ f .

k=1

Тогда ae,0 Ф 0. Поскольку m и n0 имеют разную четность, то к (9) = - р е,0/ а е,0 > 0. Ввиду (14), (19) и (2) 
к (l) = 1 при l е {о, 1}. Зададим путь w : I  ^  HPn, положив V 9 е I  w (9) = = ^ еа /аx  + ()еа/аy, где
Р̂е (x,y) ^ п = о  ре,;x ;уп- ;,

геQ) (x, у) = ае,п+1 к (9)xп + (ре,п + ае,пк(9))xп у + ■ ■ ■ + (ре ,1  + ае,1 к (9))уп.

Тогда

Р̂ е (cos f ,  s in f )  = Ге ( f )  s in ( f j j  -  f ) ,  (20)
j = 1

Фхг0 ( f ) = к ( 9 ae,i cos' f  sin"^1 ‘ f  = к (9)бГе( f ) sin(i)e,k -  f ). (21)
i=0 k=1

При 9 = l е {0,1} ввиду (14), (19) и равенства к (l) = 1 имеем ^ l = Р,, Ф̂ г' = Ф ^ , а потому и w (l) = l = X,.
Из (18) и (20) следует, что sgnЛХг0 (,p0,k) = sgn^e (cos ()e,k, sin f)e,k), к = 1,..., m, отличен от нуля для всех 

9 е I . Поскольку ввиду (21) ()e,k, к = 1,..., m -  все нули функции Ф̂ г0  на [ - к /2, к /2] и они простые, то для 
всех 9 е I  е е E0HPn. Лемма 3 доказана.

Пусть м-1 и V-1 -  пути, обратные к м1 и v1, то есть V 9 е I  м-1 (9) = м1 (1 -  9), v-1 (9) = v 1 (1 -  9). Так как 
м,(1) = V,(0), V,(1) = w (l), l е {о, 1}, то определено произведение путей m0, v0, w, v“1,м“1 [10, с. 64] -  путь 
^ = м0 ■ v0 ■ w ■ V-1 ■ м-1 : I  ^  E0HPn, соединяющий поле ^(0) = Х0 и поле ^(1) = X1. На этом доказательство 
утверждения 1) теоремы 2 завершено.

Докажем утверждение 2) теоремы 2. Векторные поля Х1 и Х2 из E0HPn, имеющие один тип, при
надлежат одной связной компоненте множества E0HPn и потому топологически эквивалентны и в  К 
и в RP2. Если типы Х1 и Х2 взаимно обратны, то отображение Т : (x, у) ^  ( -x , у) переводит векторное 
поле Х2 в векторное поле X , = Т~1Х2Т е E0HPn, имеющее тот же тип, что и Х1. Поле Х1 топологически 
эквивалентно полю Х ,, а потому и полю Х2.

Если векторные поля Х1 и Х2 из E0HPn, имеющие на аК особые точки, топологически эквивалентны 
в К , то существует гомеоморфизм h j : аК ^  аК , переводящий особые точки в особые точки того же 
типа. Если этот гомеоморфизм сохраняет ориентацию, то сохраняется и циклический порядок особых 
точек и потому поля Х1 и Х2 одного типа. Если гомеоморфизм ha меняет ориентацию, то он обращает 
циклический порядок особых точек и потому типы векторных полей X1 и X2 взаимно обратны.

Если рассматриваемые векторные поля Х1 и Х2 топологически эквивалентны в RP2, то существует 
гомеоморфизм h : К ^  К, h (аК) = аК , отображающий траектории поля Х1 на траектории поля Х2 с 
сохранением ориентации на траекториях, принадлежащ их R2; при этом диаметрально противополож
ные точки аК переходят в диаметрально противоположные точки аК . Если особая точка S1 поля X 1 

имеет тип (г!, гС) а особая точка S: = h(S 1 ) поля X: имеет тип (г!, г^), то г1гС = ^1гС. Гомеоморфизм 
h переводит а  (а)-предельные множества траекторий поля Х1, принадлежащ их R2, в а  (а)-предельные



множества траекторий поля X2 . Поэтому 2̂ = г^. Но тогда типы (г1, ^2) и (г1, г^) особых точек S1 и S2 

совпадают. Поскольку h |а к : дК ^  дК -  гомеоморфизм, то он либо сохраняет, либо обращает цикличе
ский порядок особых точек на дК. Следовательно, типы векторных полей X 1 и X2  либо совпадают, либо
противоположны.

5. Доказательство теорем 3 и 4. Пусть п = 2к + 1. Зададим векторные поля Y, Z  € HPn, положив

Y(x, у) = X(x 2 + у2)к d/dx + у (x 2 + у2)к д/ду,

Z(x, у) = - у (x 2 + у2)к d/dx + X(x 2 + у2)к д/ду.

Сначала докажем теорему 3. Для векторного поля Y + Z функции Ry+2 ( f ) = 1 и Фу+2 ( f ) = 1. Поэтому 
поле Y + Z не имеет бесконечно удаленных особых точек, а h(Y + Z ) = -2ж  < 0. Таким образом, 
Y + Z  € E0 HPn, T(Y + Z ) = (1, -1 ). Аналогично имеем -Y  + Z  € E0 HPn, T (-Y  + Z ) = (1,1), Y -  Z  € E 0 HPn, 
T(Y -  Z ) = (-1 , -1 )  и -Y  -  Z  € E0 HPn, T (-Y  -  Z ) = (-1 ,1 ). Тем самым, теорема 3 доказана.

Перейдем к доказательству теоремы 4. Так как все траектории векторного поля X € E0 HPn при 
h(X) < 0 (h(X) > 0) а-предельны (w-предельны) к точке О и w-предельны (а-предельны) к дК [5], то 
утверждение 2) теоремы очевидно. Докажем утверждение 1) теоремы.

Пусть С -  компонента связности множества E0 HPn, состоящая из векторных полей, не имеющих 
бесконечно удаленных особых точек. Так как Фу ( f ) и h(У) -  непрерывные функции соответственно на 
[0, 2ж] X E0 HPn и E0 HPn, то тип Т(У) непрерывно зависит от векторного поля У € С и потому постоянен 
для всех У € С.

Для доказательства того, что два векторных поля из E 0 HPn, имеющих тип (1, -1 ), принадлежат одной 
компоненте связности множества E0 HPn, достаточно показать, что любое векторное поле X € E0 HPn с 
T (X ) = (1, -1 )  можно соединить в X € E0 HPn путем с векторным полем Y + Z .

Пусть R ( f ) = Rx ( f ), Ф ( |) = Фх ( f ). Выберем число

М > max |R (f) |. (2 2 )
f  €[0,2 ^ ]

Для любого 9 € I  = [0,1] имеем Фх +ему( f ) = Ф ( |), RX+ему ( f ) = R ( f ) + 9М. Поскольку Vf € [0, 2ж]
Ф ( |) > 0 , а h (X) < 0 , то

h(X + 9MY) = -  [ 2'  = h (X) -  / ”  < 0 .
л  ф ( |^  ^ л  ф ( | )

Таким образом, V9 € IX  + 9MY € E0 HPn .Отображение ^ 1 : I  э 9 ^  X + 9MY -п у т ь  в E0 HPn, соединяющий 
векторные поля X и X + MY.

Для любых 9 € I  и f  € [0, 2ж] имеем с учетом неравенства (22)

ФХ+МУ+0 2 (f ) = Ф(| ) + 9  > 0, RX+M7+02(f ) = RX+МУ(f ) = R(f ) + M > 0.

Поэтому
С 2  ̂R ( ^  + M

h(X + MY + 9Z) = W   ̂ d f  < 0 и X + MY + 9Z € E0 HPn.
Л  Ф ( | ) + ^

Отображение ^ 2 : I  э 9 ^  X + MY+ 9Z -  путь в E0 HPn, соединяющий векторные поля X + MY и X + M Y+ Z .
Для любых 9 € I  и f  € [0, 2ж]

Ф0 Х+МУ+2 (f ) = 9 Ф(f ) + 1  > 0, R0 X+МУ+2 (f ) = 9 R(f ) + M > 0.

Поэтому h(9X + MY + Z ) < 0 и 9X + MY + Z € E 0 HPn. Следовательно, ^ 3  : I  э 9 ^  (1 -  9)X + MY + Z -  путь 
в E 0 HPn, соединяющий векторные поля X + MY + Z и MY + Z . Для любых 9 € I  и f  € [0, 2ж]

Ф((1-0)М+0)У+2(f ) = 1  > 0, R((1-0)М+0)У+2(f ) = ( 1  -  9)M + 9  > 0.

Поэтому h(((1 -  9)M + 9)Y + Z ) < 0 и ((1 -  9)M + 9)Y + Z  € E 0 HPn. Следовательно, ^ 4  : I  э 9 ^
((1 -  9)M + 9)Y + Z -  путь в E0 HPn, соединяющий векторные поля MY + Z и Y + Z .

В итоге получаем, что путь д = ^ 1  ■ ^ 2  ■ ^з ■ ^ 4  -  произведение путей ^ 1 ,^ 2 , ^з и ^ 4  - соединяет в E0HPn 
поле X с полем Y + Z.

Аналогично доказывается, что два векторных поля из E 0 HPn, имеющих общий тип (1,1) или (-1 ,1 ) 
или (-1 , -1 ), также принадлежат к одной компоненте связности множества E 0 HPn.

Утверждение 1) теоремы 4 доказано.

6. Заклю чение. В работе изучена структура множества E0 HPn грубых однородных полиномиальных 
векторных полей степени п > 1, заданных на плоскости. Для векторных полей из E 0 HPn введена



характеристика -  тип векторного поля, являющийся его полным топологическим инвариантом. Два 
векторных поля из E0HPn топологически эквивалентны на проективной плоскости тогда и только 
тогда, когда их типы совпадают или взаимно обратны. Основной результат работы состоит в том, что 
два векторных поля принадлежат одной связной компоненте множества E0HPn тогда и только тогда, 
когда они имеют одинаковый тип.
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