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Аннотация. Исследовано неавтономное многомерное уравнение в частных производных второго порядка, 
правая часть которого содержит произвольную нелинейность но неизвестной функции и степенные нели
нейности но её первым производным. Найдено решение этого уравнения тина бегущей волны в неявном 
виде. Для случая степенной нелпнейностп по неизвестной функции получены явные решения тина бегуш;ей 
волны, в частности, в виде степенной, экспонепциальпой и логарифмической функций. Также получены 
решения в виде квадратичного полинома п обобш;ённого монома, определены условия на параметры и пра
вую часть уравнения, ири которых данные решения суш;ествуют. Найдены частные решения, выраженные 
через функции от подмножеств независимых переменных, а также решения в виде линейной комбинации 
некоторых эксноненциальных функций. Нроапализировапы свойства найденных решений ири различных 
параметрах уравнения.
Ключевые слова: нелинейность степенного типа, уравнение в частных производных с иеремеппыми ко
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Abstract. We consider non-autonomous multi-dimensional partial differential equation of the second order, the 
right side of which contains arbitrary nonlinearity on the unknown function and power nonlinearities on its first 
partial derivatives. There is founded the solution of travelling wave type for this equation in the implicit form. 
There are received the explicit solutions of travelling wave type for the case of power nonlinearity on the unknown 
function. In particular, these solutions can be in the form of some elementary functions. There are also received the 
solutions in the form of quadratic polynomial and generalized monomial, and the conditions on the parameters 
and on the right side of equation are determined, under which these solutions exist. There are founded some 
solutions, which can be represented through the functions of independent variables subsets, in particular, in the 
form of sum and production of such functions, and the solutions of aggregated travelling wave type. Also there 
are received the solutions in the form of linear combination of some exponential functions. The properties of the 
founded solutions under the different parameters of equation are analysed.
Key words: power type nonlinearity, partial differential equation with variable coefficients, separation of variables, 
travelling wave type solution.
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Введение. В современной математической физике большое внимание уделяется исследованию 
решений уравнений в частных производных с различными тинами нелинейностей. В частности,



результаты по уравнениям с нелинейностями степенного типа широко представлены как в извест
ных пособиях и справочниках [Полянин, Зайцев, 2002], [Кудряшов, 2010], так и в оригинальных 
работах [Рахмелевич, 2016 б; 2017 а, б; 2018], [Zhdanov, 1994], [Grundland, Infeld, 1992], [Polyanin, 
2019 a, b]. Так, результаты исследования двумерных гиперболических и эллиптических уравнений 
приведены в работах [Рахмелевич, 2017б,в], [Miller, Rubel, 1993]. При этом одним из наиболее эф
фективных является метод разделения неременных [Полянин, Зайцев, Ж уров, 2005]; также широко 
применяются методы аналитической теории дифферепциальпых уравнений [Кудряшов, 2010], ме
тоды группового анализа, метод дифференциальных связей, метод Кларксона ^ Крускала и другие 
[Polyanin, 2019 Ъ]. В последние годы много работ посвящено исследованию неавтономных линейных 
и нелинейных уравнений [Рахмелевич, 20166, 2018], [Polyanin, 2019 а, Ь]. Целью данной работы яв
ляется исследование некоторых классов решений неавтономного уравнения в частных производных 
второго порядка, правая часть которого содержит степенные нелинейности по искомой функции и 
её первым производным.

1. Исходное уравнение и его простейшие решения. Рассмотрим уравнение в частных
u( X )

=  g (u )F ( X ) п  (ddu^) , ( 1 .1 )
i= 1  dxi * = Л d x i^

^ параметры, g (u ) ,F (X ) -  заданные функции. Здесь и далее будут исполь
зоваться обозначения: X  =  { x 1 , . . . ,x n  ̂ ^ ^^^^гасимых переменных; I  =  {1 , . . . ,N } -
множество значений индекса, нумерующего независимые переменные.
Следующая теорема определяет решения для уравнения (1.1), зависящие от линейной комбинации 
независимых переменных.

Т еор ем а  1 .1 . Пусть F  ( X ) =  1. Тогда уравнение (1.1) имеет решение типа бегущей волны, 
которое мож ет быть представлено в неявном, виде:
1) при вн =  2 .-

N
^ c „ x „  — zo =  Vo / e x p (—C G (u)) du; ( 1 .2 )

2) при вн =  2 .'
„ = 1

N 1 I .
(u )+  A ) d u .  (1.3)

N
^  c „x „  — zo =  (2 — вн) ̂  /  (C G (u )+  A) ̂
„ = 1

В формулах (1.2), (1.3) c„, zo, Vo, ^  ^ постоянные; вн ,С , G(u) определяются выра
жениями:

N ON
вн =  E в., C  ^  ‘ iNr- * 2 ,

i= 1  l^i=1 aici

G(u) ^  У  g(u)du, (1 .4 6 )

причём постоянные c. долоюны удовлетворять условию:

N
^ « i C 2 = 0 .  (1.5)
i= 1

Доказательство. Решение уравнения (1.1) ищем в виде:

N
( X ) =  U(z), z ^  c „x „ . (1 .6 )c 

„ = 1

Подставляя (1.6) в уравнение (1.1), нолучаем уравнение:

N N
U ' ' (z) E  a.c2 =  g(U)[U ' (z)]e-  п  свг . (1.7)

i= 1  i= 1

Учитывая условие (1.5) и вводя функцию G (U ) согласно (1.46), уравнение (1.7) преобразуется так:

U ' ' (z)[U ' (z)]1- e^ =  C ^ G ( U ). (1.8)
dz

u



Проанализируем уравнение (1.8) для случаев, неречисленных в условии теоремы.
1. При вн = 2  уравнение (1.8) запишется в виде:

Ш =  C dZ G (U ). (7.9)

В результате интегрирования (1.9) сводится к уравнению первого порядка:

ln |U'(z)| =  C G (U ) -  ln V0 . (1.10)

Разделяя переменные и интегрируя уравнение (1.10), получаем:

z -  Z0 =  V0 У  exp ( -C G (U )) dU. (1.11)

Учитывая (1.6), из (1.11) получаем решение в виде (1.2).
2. При вн = 2  уравнение (1.8) преобразуем к виду:

dZ {[U '(z )]2 -^- -  ( 2  -  e s )C G (U ) }  =  0 . ( 1 .1 2 )

В результате интегрирования (1.12) получаем:

U '(z ) =  {(2  -  e s )(C G (U ) +  А ) } . (1.13)

Интегрируя (1.13), находим:

Z -  Z0 =  (2 -  в н ) У  (C G (U ) +  А ) dU.  (1.14)

Используя (1.6), получаем из (1.14) для данного случая решение в виде (1.3). Теорема доказана.
Рассмотрим теперь решения уравнения (1.1) тина бегущей волны в случае, когда F (X ) =  f  (z), 

причём Z определяется выражением ( 1 .6 ).
1. Пусть функции F ( X ),g (u ) определяются выражениями:

F ( X ) = e x p ( а z ) , g(u) =  g0 UY, (1.15)

где д0 , а , 7  -  веш,ественные параметры. Тогда предполагаемый вид решения уравнения (1.1) будет 
следующим:

и =  U0 exp(z), (1.16)

U 0
и учитывая (1.15), находим:

N N
U0 exp(z) Е  ajc2 =  g0 U e"+Y e x p ((а  +  вн +  Y )z) П  cf*. (1.17)

j=i j=i

Предполагая, что постоянные с7 удовлетворяют условию (1.5), и выполняя элементарные преобра
зования, из (1.17) получаем:

U0iAe-AY =  g0 C exp ((а  +  вн +  Y -  1 ) z ) , (1.18)

C
если параметры удовлетворяют условию:

а  +  вн +  Y = 1 .  (1.19)

Предполагая, что условие (1.19) выполняется, из (1.18) находим:
а) если вн +  Y = 1

1
U0 =  (g0 C ) 1 - в - , ( 1 .2 0 а)

б) если вн +  Y =  ^ ^ 0  U^^ а ноет оянные с7 должны удовлетворять условию:

g0 C  =  1 . (1.206)



2. Пусть функции F ( X ),g (u ) определяются выражениями:

F  (X  ) =  z“ , g(u) =  g0UY. (1.21)

Тогда предполагаем следующий вид решения уравнения (1.1):

U =  U0 z " , ( 1 .2 2 )

где U0 ,CT ^ неизвестные постоянные, подлежащие определению. Подставив (1.22) в (1.1), откуда с 
учётом (1.21) и (1.5) следует:

а 1 -в - (а -  1 )z ^ ( i A e - A Y ) + e - A “ A2  =  g0 CU0e -+YAi. (1.23)

Уравнение (1.23) можно удовлетворить, если выполнено условие:

а(вн  +  Y -  1) +  а  -  вн +  2  =  0 . (1.24)

а) если вн +  Y =  ̂ 2 4 )  следует, что U0 ,а  определяются выражениями:

1
=  вн -  а  -  2  U f  g0 C  у - Э Е-п

а вн +  Y -  1 , 0 V а 1- в Е (а -  1 )у
(1.25)

Если, кроме того, а  +  7  =  - получаем а =  ^^^^ад'сения (1.25) для U0

следует, что при в н +  Y <   ̂ не сущест вует, а при в н +  Y >  1 U0 =  0 -  решение
вырождается в тривиальное.

б) если в н +  Y =  ^ 2 4 )  следует, что U0 -  произвольная; причём решение (1.22)
существует только при дополнительном условии:

в н -  а  -  2  =  0 , (1.26)

а

а 1- вЕ (а -  1 )=  g0 C. (1.27)

3. Пусть выполнены условия (1.21), причём 7  =  0. Покажем, что в этом случае уравнение (1.1) 
может иметь логарифмическое решение:

U =  U0 ln |z |. (1.28)

Подставив (1.28) в (1.1) и с учётом (1.21), (1.5), имеем:

U0iAeE =  - g0C z “ - eE+ 2 . (1.29)

Это уравнение можно удовлетворить только в том случае, если выполнено условие (1.26).
вн =  1 U0

U0 =  ( - g0 C) , (1.30)

вн =  1 U0

только при дополнительном условии:
g0 C  =  - 1. (1.31)

Птак, в результате проведённых выше рассуждений доказана следующая теорема:
Теорема 1.2. 1. Пусть функции F (X ),g(u) ^^^^^^жениями (1.15), где z опреде

ляется второй формулой (1.6). Всюду в данной теореме предполагается, что коэффициенты с7 
удовлетворяют условию (1.5). Пусть также параметры уравнения (1.1) удовлетворяют условию 
(1.19). Тогда уравнение (1.1) имеет экспоненциальное решение (1.16), причём:
а) если вн +  Y =  ^̂  ^^ мол U0 определяется выражением (1.20а);
б) earn в н +  Y =  1 ^ ю  U0 -  произвольная, а решение (1.16) существует при дополнительном 
условии (1.206).

F (X ), g(u) 
степенное решение (1.22), причём:
а) если вн +  Y =  ^̂  то U0 ,a  определяются выражениями (1.25);
б) если вн +  Y =  nio U0 ^ ^^^^^^^ольная, а а должно удовлетворять уравнению (1.27); при этом 
решение (1.22) существует только при дополнительном условии (1.26).



3. Пусть функции F (X ) ,g(u) ^^^^^^жениями (1.21), где y =  0, о также удовлетво
ряется условие (1.26). Тогда уравнение (1.1) имеет логарифмическое решение (1.28), причём:

вн =  1 Uo
вн =  1 Uo

условии (1.31).
F (X ), g(u)

N
F ( X ) ^  n ( p .x i  +  qi) вг, g(u) =  go, (1.32)

i= 1

г(̂ е p i, q. -  вещественные параметры. Тогда уравнение (1.1) имеет  ̂решение в виде квадратллчного 
полинома:

N
u (X ) =  Uo

2^Pnxn \
+  qnxn

= 1

(1.33)
n= 1

причем:
вн =  1 Uo

/  1 N \ вЕ- 1

Uo = Е  «i 
\go /

;Pi (1.34a)

вн =  1 Uo
творяли условию:

N
E a i P i  =  go.
i= 1

Д ок а за тел ь ство . Подставляя (1.33) в уравнение (1.1) и учитывая (1.32), получаем:

N
Ue Е  ago

aiPi.

(1.346)

(1.35)
i= 1

вн =  1 Uo
вн =  1

Uo
F (X ), g(u)

N b N
F ( X ) =  E  ^  п  x ? *, g(u) =  gouY.

i= 1  x . i= 1

Тогда уравнение (1.1) им̂ еет̂  решение в виде обобил^ённого м^ономл:

N
u (X ) =  Uo П  xnn .

n= 1

При этом возможны два случая:
1) если вн +  Y =  ^̂  то Стп, Uo определяются выражениями:

(1.36)

(1.37)

вп a n г  J
=  ^----- -̂т, Uo =

вн +  Y — 1

/  N \ 1-Эе-
g 0 П

\ n= 1  /
(1.38)

,§9 если вн +  Y =  ^щ ест вует , если при Vn G I  вп =  а „, Uo являются
произвольными, но при этом а „  должны удовлетворять условию:

N
g ^  = 1.

n= 1

(1.39)

Vn G I

bn =  a „a „ (a „  — 1). (1.40)

2

впа



Д ок а за тел ь ство . Подставляя (1.37) в уравнение (1-1), получаем:

^  — 1) =  go[„,X )|e.+ Y - . ^  1  j n  а » . (1. 41)
i= 1  i= 1  . n= 1

Vn G I

ап(вн +  Y — 1) +  (an — вп) =  0 , ( 1 .42)

a также условия (1.40).
Если в н +  Y =  следует, что ап определяется первым из выражений (1.38); из (1.41)
следует, что Û  выражений (1.38). Если же в н +  Y =  1  то условия (1.42)
выполняются, если при Vn G I  вп =  этом ап могут быть произвольными. Также из (1.41) в
этом случае следует, что Û  щ и  этом необходимо, чтобы ап удовлетворяли
условию (1.39). Доказательство закончено.

Пусть теперь предполагаемый вид решения определяется формулой:

N
u (X ) =  U ( z ) , z =  Е  ^n(xn), (1.43)

n= 1

где ^n(xn) некоторые функции, которые будут определены ниже. Используя (1.43), уравнение 
(1 .1 ) можно записать в виде:

N N N
U ' ' (z) Е  ai[^i(x.)|2 +  U ' (z) Е  ai^i' ( x i ) =  g (U )F (X )[U ' (z)|e-  n [^ i(x .)lei , (1.44)

i= 1  i= 1  i= 1

Предположим, что функции ^ .(x .) таковы, что выполняется соотношение:

N
Е  « .^ .'(x .)  =  P  ^  ranst. (1.45)
i= 1

Пз (1.45) следует, что в этом случае ^ .(x .) представляют собой квадратичные функции:

^ i(x . ) =  pi2x.- +  q.x. +  г.. (1.46)

Тогда уравнение (1.44) может быть сведено к обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ)
U(z)

N
ai[^i(x.)|2 =  A^i(xi), F ( X ) =  Ф(z) n [^i(x.)|- ei , (1.47)

i= 1

где Ф(z^ ^ заданная функция; A -  вещественная постоянная. Тогда, подставляя (1.46) в
первое из условий (1.47), находим:

Pi =  2 S- ’ ri =  <148>
В свою очередь, из (1.45) и (1.48) следует:

N
E a . ^ . ' (x . ) =  N2A . ( 1 .49)
i= 1

U(z)
ющему ОДУ:

zU '' (z) +  N2 U '(z) =  [U '(z)|e-  Ф(z). (1.50)

Таким образом, в результате проведённых выше рассуждений доказана следуюш,ая теорема:
F (X )

N
)-Д

- = 1  - = 1

^p-x2 \
F ( X ) =  Ф ( z ^ ( p .x .  +  q-)- »*, z P-2-  +  q-x- +  -Л  . (1.51)

2



Здесь Ф(z^ ^ ^^оммол функция; A, ^ постоянные; р7, г7 выражаются
по формулам (1 .4 8 ). Тогда уравнение (1.1) имеет решение вида и =  U (z )  ̂ ^ ^ ч ём  U(z) находится 
из уравнения (1.50).

2. Решения, зависящие от подмножеств независимых переменных. Пусть множество 
значений I  =  { 1 , . . . , N  ̂ ^^декса n, нумерующего независимые переменные, представлено в виде 
объединения ^  ^^^^^тожеств I; (l =  1 , . . . ,  K ^ртчём / ; 1 П ^  любых li =  l2 . Тогда
множество неременных X  =  {x i ,  X2 , ..., x n } также может быть представлено в виде объединения 
^  подмножеств X ; =  {x „ } „ £ / j .  Также здесь и далее всюду будем обозначать
S =  { 1 , . . . , K  ̂  ^ етачений индекса l.

Агрегированными переменными будем называть неременные вида: у; ^  ^n(x„)^ щ е ^ „ (x „ )  -
ne/j

некоторые заданные функции. Данный параграф посвящён исследованию решений, зависящих от 
функций некоторых подмножеств независимых переменных, и в частности, от агрегированных пе
ременных. В простейшем случае агрегированные переменные представляют собой линейные ком
бинации исходных независимых неременных: у; ^  cnxn.

ne/j
F (X )

/  K
F  ( X ) =  exp 5 3  а  ̂ 5 3  CnXn

\ !=i ne/j /
(2 .1 )

1. Пусть также к G S -  некоторое выбранное фиксированное значение, причём выполнены условия:

А; =  Е  «jC? = 0  (Vl =  к),
je / j

а ! =  в нг (Vl =  k), а k =  внk -  1 , в нг =  Е вj ,
je / j

g (u) =  g0 .

Тогда уравнение (1.1) имеет решение вида:

( X ) ^ 5 3  B; ex^ 5 3  CnXn
l= 1

0 (?e коэффициенты B; связаны соотношением:

K

(2.2а)

(2.26)

(2.2в)

(2.3)
ne /j

g ^  P ;B fEj =  AkBk, P; ^  c f . .
!=i je/j

(2.4)

Пусть при Vl G S выполнены условия:

А; =  A  =  0, а; =  вн;, g(u) =  g0u. (2.5)

Bl

K
g ^  P ;B fEj =  A.

l= 1

(2 .6 )

Доказательство. 1. Подставляя (2.3) в уравнение (1.1), с учётом (2.2в) получаем:

K K
^  Аг Вг ex^ ^  CnXn =  g ^  P; B eEj exp 

Vne/  ̂ /  !=il= 1
(вн! а ;  ̂ 53  Cnx n

n e /j /
(2.7)

Пусть выбрано такое к G ^  ̂ при Vl =  к выполнены условия (2.2а). Тогда уравнение (2.7) можно
привести к виду:

g0P  ̂ т̂вЕк — 1ВвЕк exp
Ak

(внk -  аk ̂  ^  CnX  ̂ Л  P !B fEj exp (вн; -  а;^ ^  CnXn
ne/fc /  ^ н -  \ ne/j /

=  1 . (2 .8 )

u



Здесь использовано обозначение S - =  S \ {к }. Уравнение (2.8) может удовлетворяться, если выпол
нены условия (2.26). Тогда опо сводится к следующему:

g 0
K

AkBk
; = 1

откуда получаем соотношение (2.4).
2. Аналогичным образом, в случае, когда выполнены условия (2.5), подставляя (2.3) в уравнение 

(1 .1 ), после некоторых преобразований получаем:

K
go П  P; B f ^1 exp 

; = 1  \
(вн:  -  а : ) cnx n

n e /i  /
=  A. (2.9)

Уравнение (2.9) можно удовлетворить, если нри V/ G S выполнено второе из условий (2.5). Тогда 
из (2.9) пепосредствеппо следует соотношение (2.6). Теорема доказана.

g(u), F (X )

g(u) =  go exp(Au), F ( X ) ^  / ; ( X ; ), (2 .1 0 )
; = 1

где / ; (X ; ) -  некоторые заданные функции. Тогда уравнение (1.1) имеет решение вида

K
u (X  ) ^  u ;(X ;), (2 .1 1 )

; = 1

в следующих случаях:
1. Если при V/ G ^^ш ции  u ;(X ;) удовлетворяют переопределённой системе уравнений:

д2
] T a i ̂  =  P; , / ; (X ; )exp(Au ; (X ; ) ) ] ; ; ;
ie / i  x . ie /i

p l ,q l

K K

/ д u Л вг

\dxi /
= q l, (2 .1 2 )

(2.13)
l= 1 l= 1

2.Если при V1 G S, 1 =  к ^^^тции u ;(X ;) удовлетворяют переопределённой системе уравнений 
(2.11), а функция uk (X k) удовлетворяет, уравнению:

ie 1fc

52uk
5x? =  goqk/k (Xk/k (X k) П

ie /fc \ dxi /
— .Pk,

0(?e

P5k ^  X I  p ;, '̂ k q;, = S \ { к } .

(2.14)

(2 .1 4 a)

Здесь к G S -  некоторое выбранное фиксированное значение.
Д ок а за тел ь ств о . Подставляя (2.11) в уравнение (1.1) и учитывая (2.10), получаем:

K
(X ;) =  g  ̂ ^  Q ;(X ;,u ;).

= 1 = 1

Здесь введены обозначения:

д 2 / д   ̂в*
MM; =  Е  a. Т̂ - 2  , ( X , u  ) =  / ;  ( X  )exp(Au; (X ;)) П  ^

ie /i ie /i \dxi /

Для уравнения (2.15) возможны два случая.
1. При V/ G ^ ^^^жцпн u; (X ;) удовлетворяют уравнениям:

Q; (X ;, u ;) =  q;.

(2.15)

(2.16)

;eH- ;e=,-



Тогда, подставляя (2.17) в (2.15), находим:

K
lul(X l) =  ĝ  ^  q;. (2.18)

l= 1 l= 1

Правая часть уравнения (2.18) является константой, а левая часть представлена в виде суммы
ul(X l)

ям:
M̂ |U|(X|) =  p;. (2.19)

Из (2.17) и (2.19) с учётом (2.16) следует, что при Vl G ^ ^^^жции U|(X|) должны удовлетворять 
системе (2.12). Подставив (2.19) в (2.18), получаем условие (2.13) для постоянных p^q;.
2. При некотором к G S Q k(X k,u k) ^  ^щ ествует такое j  G тао =  0 . Продиф

ференцируем уравнение (2.15) но х̂  ̂ ^ разделив на в результате получаем:

[MikU k (X k )U  .^ Q k (X k ,U k ) ]  =  g0 П  Q ;(X b U ).
Xj Xj l=l,l=k

(2 .2 0 )

X k
переменные X ; (l =  к̂  ̂ to нри Vl G S, l =  ^ ^^^жцпн ul(X l) должны удовлетворять уравнению 
(2.17). Рассуждая аналогично случаю 1, получаем, что эти функции должны также удовлетворять 
уравнению (2.19). Тогда, с учётом (2.17) и (2.19), уравнение (2.15) можно переписать в виде:

K K
MMkUk (Xk ) ^  ^  р; =  g0 Qk (Xk ,Uk ̂  ^  q;.

l= 1,l=k l= 1,l=k
(2 .2 1 )

uk ( Xk )
пению (2.14). Теорема доказана.

g(u), F (X )

K
g (u )=  g0UY, F  (X  ) ^  fi (X ,), (2 .2 2 )

l= 1

fl(X l)

K
(X ) =  u l(X l), (2.23)

l= 1

в следующих случаях:
Vl G S ul ( X l )

Е « j ^  =  Р;U|(X|), f ; (X|)[u|(X|)]вЕ+YAlAвЕJ П ; ^ д u Л вг

je /j 

pl ,ql

K K

Х^Р! =  g ^ n  q;.

je/j VdXj /
= q l,

(2.25)
l= 1 l= 1

Vl G S, l =  к ul (X l )
uk (Xk )

d2
] T a j  ̂  =  g09k fk (Xk )[uk (Xk)]eвЕ+7 — вЕк

je /k
dX П

je /fc

/5u k
\ dXj /

-  pJkUk (X k), (2.26)

где p)k,(/k определяются выражениями (2.Ца).
Д ок а за тел ь ств о . Подставляя (2.23) в уравнение (1.1) и учитывая (2.22), получаем:

мM|U|(X ,) =  g0 П  Q|(X|,U|). 
u; (X ; ) ^

(2.27)
l= 1

u



В этом уравнении Q ;(X ;,u  ;) определяется выражением:

Q; ( X , u ; ) =  / ;  (X ;)[u; (X;)| eE+7- 1- f Ei
п
ie / i

^du Л  
\ d x ./

(2.28)

а определяется выражением (2.16). Проводя для уравнения (2.27) с учётом (2.28) рассуждения, 
полностью апалогичпые доказательству теоремы 2.2, получаем систему (2.24) с дополнительным 
условием (2.25) и уравнение (2.26). Теорема доказана.

Следующая теорема определяет возможность редукции уравнения (1.1) к уравнению меньшей 
размерности K  <  N  с использованием переменных бегущей волны; аналогичные процедуры редук
ции применялись в работах [Кудряшов, 2010], [Полянин, Зайцев, Ж уров, 2005], [Рахмелевнч, 2016 
б, 2017 б].

F (X )

K
F ( X ) ^  / ;  (у;), у; ^  Cnxn.

ne / i= 1

Тогда уравнение (1.1) имеет решение вида

u (X  ) =  U (у1 , . . . ,у к ), 

причём функция U (у1 , . . . ,у к ) является решением уравнения:

K
E A k =  C g(U ) П  | / k ( y k / д^
k= 1 k= 1 \dy k /

C, A k

C  =  П  c f* , A k =  Е  aic2.
ie/fc

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.31a)
i= 1

Д ок а за тел ь ств о . Доказательство проводится аналогично теоремам 2.2, 2.3 путем подстановки 
функции (2.30) в уравнение (1.1) и последующего преобразования этого уравнения к неременным 
ykj в результате чего получаем уравнение (2.31). Теорема доказана.

П ри м ер . Предположим, что / ; (у; ) =  щ и  V/ G S  A ; =   ̂ щ и  V/ G S, / =  к. При указанных
предположениях будем искать решение уравнения (2.31) в виде:

U(у1 , . . . ,у к ) =  V (z), z =  ];;; УГ (2.32)
= 1

Без ограничения общности положим ak =  ^̂  показатели а; будут определены ниже.
Подставляя (2.32) в (2.31), приходим к уравнению:

к
A k V " ( z ^  у2" 1 =  C g (V ^  l / i (у ;И  zV '(z )

;= 1,;=k ;= И   ̂ у; У

\ f Ei '
(2.33)

С помощью элементарных преобразований уравнение (2.33) приводим к виду:

V ''(z )  =  B kg(V )[zV '(z)| f " yak - f "^ П ai-»Ei-2CTi (2.34)
= 1, =k

где Bk =  ~T — . Для того, чтобы уравнение (2.34) могло быть сведено к ОДУ относительно
A k = 1

V (z)

ya f c ТТ ya i - fE i- 2CTi =
yk i i  у ; = z .

= 1 , =k

Так как в силу сделанного выше предположения —k =  1, то из (2.35) следует:

V =  ak — внk, V—; =  а  ; — вн; — 2 — (/ =  к).

(2.35)

(2.36)

в



Тогда из (2.36) находим показатели а;:

а; =  а ; - вн+ 2 (l =  к). (2.37)
аk -  внk +  2

Из (2.34) получаем, что функция V (z) должна удовлетворять следующему ОДУ:

V ''(z )  =  B kg(V )zeE+v [V '(z)]eE . (2.38)

(2.32) представляет собой решение тина агрегированных бегущих волн [Рахмелевич, 20166], причём 
V (z)

Таким образом, в данной работе исследовано неавтономное N-мерное уравнение с частными 
производными второго порядка, правая часть которого содержит произвольную нелинейность но 
неизвестной функции и пелипейпости степенного типа по её первым производным. Найдено реше
ние этого уравнения типа бегущей волны в неявном виде. Для случая степенной нелинейности по 
неизвестной функции получены явные решения тина бегущей волны, в частности, в виде степен
ной, экспопепциальпой и логарифмической функций. Проанализировано, как влияют параметры 
уравнения на свойства найденных решений.
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