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Аннотация. Целью работы является изучение вклада зарубежных и отечественных математиков, в осо­
бенности М. А. Красносельского, в развитие теории линейных и нелинейных положительных операторов за 
период с середины 1900-х гг. до конца 1960-х гг.

Метод. Исследование основано на анализе оригинальных работ О. Неррона, Ф. Г. Фробениуса, Р. Ентча, 
Н. С. Урысона, М. Г. Крейна, М. А. Рутмана, М. А. Красносельского и др. в контексте общемирового 
процесса развития функционального анализа.

Результат. Вклад отечественных учёных в области положительных операторов оказался больше, чем 
вклад остальной части мирового математического сообщества в рассматриваемый период. Советские ма­
тематики М. Г. Крейн и его ученик М. А. Рутман в 1940-е гг. создали теорию конусов и линейных поло­
жительных операторов A  в бескопечпомерпом пространстве и применили её к исследованию разрешимости 
уравнений вида A x  =  Ax. Благодаря усилиям другого ученика М. Г. Крейна -  М. А. Красносельского -  с 
середины 1950-х гг. теория положительных операторов приобрела своё значение, как общий метод для ре­
шения широкого класса задач качественного характера, относящихся к анализу нелинейных операторных 
уравнений (в том числе, доказательство новых теорем о неподвижной точке и структуре снектра положи­
тельного оператора ^^^^^^^^топпых значений параметра ^ ^ ^^^^^стпп впда x =  A(x, ^),
обоснование метода последовательных приближений для уравнения Ax =   ̂ оператором A в
копусе банахова пространства п т.п.). Кроме того, в рамках развитой М. А. Красносельским теории удалось 
решить ряд задач прикладного характера.

Обсуждение. Анализ достижений в области положительных операторов показал, что в отдельно взятой 
стране (СССР) могут быть сформированы условия для успешного создания и развития целого научного 
нанравления. Огромное значение здесь имеет масштаб учёных, стоящих у истоков этого нанравления -  М. 
Г. Крейна и М. А. Красносельского.
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Abstract. Goal. The aim of the work is studying of the contribution of foreign and domestic mathematicians, 
in particular M. A. Krasnoselskii, to the development of the theory of linear and nonlinear positive operators for 
the period from the mid-1900s until the end of the 1960s.

Method. The study is based on an analysis of original works of O. Perron, G. Probenius, R. Jentzsch, P. S. 
Urysohn, M. G. Krein, M. A. Rutman, M. A. Krasnoselskii and others in the context o f the global process of 
development of functional analysis.

Result. The contribution of domestic scientists in the field of positive operators was larger than that of the 
rest of the world mathematical community in the period under review. Soviet mathematicians M. G. Krein and 
his student M. A. Rutman in the 1940s created the theory of cones and linear positive operators A  in space of 
infinite dimension. They applied this theory to the study of the solvability of equations of the form A x  =  Xx. 
Thanks to the efforts of another Krein student -  M. A. Krasnoselskii - the theory of positive operators has become 
a general method for solving a wide class of problems of a qualitative nature, related to the analysis of nonlinear 
operator equations, since the mid 1950s (proof of new fixed point theorems and theorems about the spectrum 
structure of the operator ^^^^^ration value of the parameter ^ ^^^quation x =  A(x, ^),

A x  =  Xx
A

important applied problems were solved.
Discussion. Analysis of developments in the field of positive operators showed that in one country (USSR) 

may be formed conditions for the successful creation and development of a separate scientific field. Of great 
importance here is the scale of the scientists who stood at the origins of this direction -  M. G. Krein and M. A. 
Krasnoselskii.
Key words: history of nonlinear functional analysis, Perron-Probenius theorem, Jentzsch theorem, Krasnosel’skii 
cone theorem, positive operators, theory of cones, Hammerstein equation, Urysohn equation. 
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1. Введение. С начала появления первых работ по положительным операторам прошло уже 
более 100 лет, а середины X X  в. интерес к этой теме стал расти в геометрической прогрессии 
(см., например, список литературы в [Amann, 1976]), поэтому её осмысление уже давно назрело. 
Несмотря на это, историко-математические исследования в данном направлении, по-видимому, не 
проводились. Кроме того, некоторые западные математики, публикующие монографии но положи­
тельным операторам в серьёзных издательствах (см., например, [Aliprantis, Burkinshaw, 2006]), в 
историческом предисловии не упоминают основополагающие работы о матричных положительных 
операторах О. Перрона [Perron, 19076], Ф. Г. Фробениуса [Frobenius, 1908; Frobenius, 1909] и их по­
следователя Р. Ентча с его результатами о положительной разрешимости линейных интегральных 
уравнений [Jentzsch, 1912].

Трудно также объяснить отсутствие среди «отцов-основателей» обсуждаемой теории таких из­
вестных учёных, как М. А. Красносельский, опубликовавший монографию по положительным ре­
шениям операторных уравнений^ [Красносельский, 1962], В. II. Опойцев [Опойцев, 1977] и многих 
других отечественных математиков.

Автор постарается в каком-то смысле восстановить историческую справедливость и беспри­
страстно проследить зарождение и развитие теории положительных операторов, начиная с работ 
Ш . Ф. Ш турма 1830-х гг. и заканчивая исследованиями Красносельского и его учеников до конца 
1960-х гг.

Будут пайдепы ответы на следующие вопросы:

Она была переведена на английский язык в 1964 г. издательством Noordhoff.



1. Когда возникла вышеупомянутая теория и чем было обсуловлено её появление?

2. На каком этапе развития теории к исследовапиям подключились отечественные математики?

3. Каковы ключевые моменты развития теории положительных операторов?

4. Чем был мотивирован приход М. А. Красносельского в данную область? Каких результатов 
он достиг, какие инструменты использовал?

5. Как соотносились достижения представителей воронежской математической школы с резуль­
татами других учёных, в том числе и ипостраппых?

6 . Какое продолжение получила эта тема в 1960 ^ 1970-е гг.?

7. Какое воздействие оказала теория положительных операторов на развитие функционального 
анализа?

Настоящее исследование продолжает цикл работ автора по истории нелинейного функционального 
анализа (см. [Богатов,2017], [Богатов,2018], [Богатов,2019а], [Bogatov,2020]).

2. Предыстория: положительные матрицы и линейные интегральные уравнения.
В 1907 г. появилась работа немецкого математика Оскара Нерропа о положительных собствен­

ных значениях матриц с положительными элементами. Основной интерес для нас представляет 
теорема о существовании наибольшего по модулю, положительного собственного значения мат­
рицы
А =  {а 7̂  >  0 } , где

AX =  AX,

которому соотвествует вектор с положительными координатами [Perron, 1907 Ь; с. 261 ].
Интерес Перрона к положительным матрицам был обусловлен^ задачами из алгебры малых 

колебаний, восходяш,их к исследованиям французского математика Шарля Франсуа Штурма. При­
ведём характерный пример [Sturm, 1833; Гантмахер, Крейн, 1950]. Пусть имеется упругая струна, 
нагруженная массами в некоторых внутренних точках (см. рис. 1 ).

Рис. 1. Упругая струна, нагруженная массами 
Fig. 1. Elastic string loaded by masses 

Её поперечные перемеш,ения удовлетворяют линейному дифференциальному уравнению

y(X, t) =  ^  ^  K ( x , Sk)mkyk,
k= 1

где K (x, s) -  функция влияния струны.
Если предполагать наличие гармонических колебаний, то для отыскания амплитуд прогиба в 

точках мы придём к системе линейных уравнений

Ч =  Р^Х 1 «jk mk Uk, (2)
k=i

где ajk =  K (в7, sk) >   ̂ влияния. Матрица A =  {a jk} системы (2) неотрица­
тельна. Результаты Перрона были распространены на матрицы с неотрицательными элементами 
его соотечественником Фердинандом Георгом Фробениусом [Frobenius, 1908; Frobenius, 1909].

Начало X X  в. ознаменовалось интересом к линейным интегральным уравнениям с точки зре­
ния аналогии с матричными уравнениями [Stewart, 2014]. Исследования Фредгольма, Гильберта 
и Ш мидта [Fredholm, 1903; Hilbert, 1904; Schmidt, 1907 а; Schmidt, 1907 b] открывали дорогу для 
обобш,ения т. Перрона -  Фробениуса на уравнения Фредгольма:

y(s) =  a [  K (s ,t)y (t)d t. (3)

®См. его статью [Perron, 1907 а], напечатанную в том же номере журнала Mathematische Annalen, что и [Perron, 
1907 Ь].



Актуальность данного обобщения подтверждалась также тем, что уравнение вида (3) (при непре­
рывном K (s ,t )  >   ̂  ̂ ^^lenой па d—(t)) позволяет найти амплитуду колебаний упругого конти­
нуума нри непрерывном распределении масс [Fredholm,1906; Bateman, 1910, p.420-421]. Указанное 
исследование было выполнено учеником Фробениуса, немецким математиком Робертом Иентчем в 
1912 г. Соответствующая теорема (в несколько упрощённой форме) выглядела так [Jentzsch, 1912; 
с. 225].

Пусть функция K ( s , t )  ^ тпрерывна для любых s ,t G (a, b), тогда существует
наименьшее по модулю, простое вещественное собственное значение Ao =  min |A| уравнения (S), 
которому соответствует положительная на интервале (a, и,я yo(s).

3. Нелинейные интегральные уравнения с положительным ядром. Дальнейшее раз­
витие линейной теории уравнений с положительными решениями тормозилось отсутствием общей 
теории операторов, как таковой (опа сложилась к концу 1920-х гг. -  см., например, [Bernkopf, 1966; 
Богатов, Мухин, 2016]). В итоге в течение примерно 15 лет новых результатов о положительной 
разрешимости уравнения ( 1 ) в линейном случае получено не было.

Параллельно с линейной шло развитие теории нелинейных интегральных уравнений [Schmidt, 
1908]. Здесь себя проявил представитель московской математической школы Павел Самуилович 
Урысоп. Он обратился к теме положительных решений задач на собственные значения для нели­
нейных интегральных уравнений в 1918 г."̂ . Пе будучи знаком с результатами Ентча, он рассмотрел 
условия положительной разрешимости уравнения

у =  ^Aoy, (4)

с нелинейным оператором

Aoy(x) =  /  K (x , s ,y (s))ds. (5)
J a

Проводя свои исследования [Урысоп, 1923], Урысоп, по-впдпмому, руководствовался логикой раз­
вития самой математики. Однако здесь необходимо отметить, что он был хорошо знаком с задачами
гидродинамического характера®, приводящими к уравнениям вида (5), что могло оказать своё вли­
яние на выбор объекта исследования.

Используя в качестве основного инструмента метод последовательных приближений, Урысон 
доказал теорему о существовании положительных решений уравнения (5) в нредноложении о том, 
что K (x , у, 0 ) =   ̂ ^ ^^изводпая KU (x ,y , u) непрерывна, положительна и мопотоппо убывает 
с возрастанием u (u >  0̂  ̂ собственные функции оператора A o
существуют при условии, что значения ^ ^^^^торому интервалу ,Mq)j где
числа и -  это наибольшие собственные значения определённых® линейных интегральных 
операторов ^  и ^^ждому ^ G (^ р ,Mq ) соответствует единственное положительное решение 
y (x ,^ ) [Урысоп, 1951; с. 50-51].

Отметим, что цитированная работа Урысона опередила своё время п не была оценена его совре­
менниками по достоинству.

4. Обособление алгебры малых колебаний и выход на теорию моментов. Как уже бы­
ло отмечено выше, источником исследований Перрона в области матричных уравнений служила 
теория малых колебаний. Повый круг идей был очерчен одесским математиком Марком Григорье­
вичем Крейном при более пристальном (нро сравнению со Ш турмом) изучении свойств матрицы

A 1
1) [Крейн, 1934 Ь]. Оказалось, что существование осцилляционных свойств связано со следующей

A 1
зультате исследований, проведённых Крейпом совместно с его коллегой, Феликсом Рувимовичем 
Гаптмахером в середине 1930-х гг. [Гантмахер, Крейн, 1935], [Gantmakher, Krein, 1935], [Gantmakher, 
Krein, 1937], был выделен важный класс так называемых осцилляционных матриц -  вполне неот-

A A k 
ной матрицей. При этом был обнаружен следующий факт: основные спектральные свойства этих 
матриц (вещественность, положительность и простота характеристических чисел, определённые 
законы чередования знаков у координат собственных векторов и др.) являются общими как для 
симметричных, так и для несимметричных осцилляционных матриц*.

^Результат был опубликован на 5 лет нозже и известности в то время не получил.
®См. его дневник в книге [Нейман, 1972; с. 71-77].
® Подробности будут ниже.

Такие матрицы были названы М. Г. Крейном вполне неотрицательными.
®Тема оказалась настолько актуальной, что монография, подытожившая цикл исследований но этой теме [Гант­

махер, Крейн, 1950], была переведена не немецкий и английский языки.



Параллельно с теорией осцилляционных матриц Крейн активно занимался исследованиями по 
теории моментов [Крейн, 1933; Крейн, 1934 а; Крейн, 1937; Крейн, 1938 а], и этот его интерес был 
не случаен®. Применительно к малым колебаниям нити с бусинами, проблема моментов состоит в 
определении масс бусин и их расположении таким образом, чтобы частоты колебаний нити имели 
наперёд заданные значения (подробности см., например, в Дополпепиии П книги [Гантмахер, Крейн; 
1950]).

Математическая постановка задачи (1^проблема моментов), исследованием которой занимался 
Крейн, состояла в следующем [Крейн, 1938 а; с. 199]:

c 1 , ... , cn
вала непрерывная фунцция ограниченной вариации ^ (t), удовлетворяющая условиям

Xj(t)d^(t) =  Cj, i =  1 ,. . . ,n  (6 )

Д ^ 1 <  <  Д ^ 2 VДt,

где функции ограниченной вариации ^ 1 ( t ^  ^ 2(t) условию Д ^ 1 <  Д ^ 2 VДt?
Проблема моментов волновала умы математиков, в том числе отечественных -  П. Л. Чебышева 

и А. А. Маркова ^ с конца XIX в. (см. [Kjeldsen, 1993]; исторические комментарии в [Крейн, Пудель- 
ман, 1973]). Поиски путей её решения привели венгерского математика Марселя Рисса к возмож­
ности использования идей функционально-аналитического характера [Riesz, 1923]. Он, в частности, 
показал, что проблема моментов, соответстувюш,ая последовательности {с 7} (см. (6 )), имеет пеубы- 
ваюш,ее решение ^(t^  ̂ ^  ̂ когда линейный функционал T  : f  (t) ^  R ,
определённый по правилу

T (tn) =  Cn >  0,

положителен.
Это означало, что любая положительная па отрезке [а, 6] линейная комбинация вида

n
x(t) =  Е  аktk >  0 , аk G R

k= 1

T  T(X(t)) >  0
Через 5 лет понятие положительного функционала было обобщено на бесконечномерный случай 

братом М. Рисса, Фридьешем Риссом (результат был изложен на VHI Международном Математн-
A

{ f }  f  >  0 A f  >  0
5. Возникновение теории конусов в банаховых пространствах. В конце 1920-х -  на­

чале 1930-х гг. функциональный анализ уже выделился в отдельную дисцинлину [Bourbaki, 1974; 
Dieudonne, 1981; Birkhoff, Kreyszig, 1984]. Действуя в рамках функционально-аналитической идео­
логии и опираясь на подход М. Рисса к решению задач из теории моментов, Крейн ввёл в рас­
смотрение положительные линейные функционалы, определённые на последовательностях функ­
ций wk(t) С E, t G /  так, что^°

n
w(t) =  а kwk(t) >  0 ^  Bw >  0. (7)

k=i

Крейн показал [Крейн, 1938а, с. 127], что множество возможных значений функционала В является 
коническим выпуклым множеством, что помогло свести изучение моментных последовательностей 
{c n} к исследованию геометрии выпуклых тел в копечпомерпом пространстве. Более того, содержа-

B
ход к бесконечномерному случаю: позитивность функционала в пространстве Е постулировалась, 
как его способность преобразовывать элементы некоторого конуса K  С Е в  неотрицательные (в 
обычном смысле) элементы [Крейн, 1937; с. 227].

Е
следующим условиям:

®Эти же вопросы были предметом научных изысканий Перрона параллельно с пзученпем свойств положительных 
матриц [Perron, 1913].

^^Отметим, что при >  0 линейная комбинация в (7) станет конической комбинацией.



1. x G K  ^  Ax G ^  щ и  A >  0;

2. x, у G K  ^  (x +  у) G K ;

3. x G K ; x =  0 ^  —x G E  \ K .

Такое определение давало возможность наилучшим образом использовать геометрию банахова 
E

школы [Banach, 1932, Гл. VIII; Mazur, 1933]. Здесь, в частности, сыграла свою роль теорема Асколи- 
Мазура о суш,ествовании опорной к конусу гиперплоскости: она обеспечила наличие хотя бы одного 
позитивного функционала в E* [Крейн, 1939].

Подтверждением правомерности выделения конусов банахова пространства на роль «эквива­
лента» множества положительных функций явилась также изоморфность конуса К  сепарабель­
ного пространства ^  функций {y (x ) G C [a, b|,y(x) >  0 }, доказанная Крейном в 1939
г. [Гросберг, Крейн, 1939]. Крейн также показал, что совокупность положительных функционалов 
образует конус в сопряжённом пространстве, что, в частности, даёт возможность выйти на доказа­
тельство теоремы Маркова о неподвижной точке [Крейп, 1939].

Идея дальнейшего использования конусов банахова пространства была «навеяна» топологиче­
ским доказательством теоремы Перрона ̂  Фробенпуса, предложенным советским математиком Пав­
лом Сергеевичем Александровым и его немецким коллегой Хейнцем Хонфом [Alexandroff, Hopf, 
1935, с. 480-481]. Они рассмотрели конечномерный оператор октант K (x . >  0)

F

Ax
F  (x) =  т ш

на основе теоремы Брауэра^^ [Brouwer, 1911].
Однако при переходе в бескопечпомерпое пространство нужна была другая теорема о нено-

A
E

нольским математиком Юлиушем Шаудером [Schauder, 1930]. Для применения теоремы Шаудера 
в контексте доказательства существования решений операторных уравнений вида

A x =  Ax, x G K  С E, (9)

удобнее всего было иметь дело с ипвариаптпыми относительно конуса операторами: A K  С K . Пер­
выми это заметили М.Г. Крейн [Крейн, 1939] и его ученик Моисей Аронович Рутман [Рутман,

A K  С K
A

если

A K  С K  K  С E

2. 3 x o G K  C >  0; C ^ R : A xo — cxo G K  .

Использование идеи Алексапдрова-Хопфа и аналогов формулы (8 ) помогли Рутмапу доказать опе­
раторный аналог теорем Перрона-Фробениуса и Ентча для вполне непрерывных линейных опера­
торов, оставляющих инвариантным воспроизводящий^^ копус K  С E.

Находясь под влиянием теории осцилляционных матриц, Рутман дал определение вполне пози­
тивного оператора, некоторая натуральная степень которого преобразует любой граничный эле­
мент конуса в его внутренний элемент^"^ [Rutman, 1940, с. 65]

V(u G d K )3 (n ^ ) [Anu G K|.

Такое нововведение позволило усилить теорему Ентча следующим образом:

существовании неиодвижной точки неирерывного отображения, преобразующего выпуклое множество S С Rn 
в себя. В данном случае роль ^ при пересечении гинернлоскости f  (x) = 1 с октан­
том K.

12историю метода неподвижной точки см., нанример, в [Богатов, 2018; Богатов, 2019 а].
i^KoHyc ^  если любой элемент z Е ^  в виде разности z = x — y,

где x,y Е K. Это понятие (как и многие другие геометрические понятия теории конусов) принадлежат Крейну. 
Оно впервые появилось в его пеопубликоваппой довоенной монографии «Теория конусов в пространстве Бапаха и её 
приложения» -  см. ссылку в работе [Крейн, Рутман, 1948, с. 7].

K



A K  
ет в этом конусе один и только один собственный вектор. Соответствующее ему собственное

A
A

было бы сделать шаги в определении нелинейных положительных операторов и доказательстве 
разрешимости соответствуюш,их уравнений. Однако естественному ходу событий помешала война 
и до середины 1950-х гг.̂ ® новые результаты в данной области в СССР не публиковались.

С другой стороны, тонологические идеи Александрова и Хонфа получили распространение и 
на Западе, в результате чего в 1944 г. вышла работа американского математика немецкого пропс-

AX =  AX
нространстве H  и доказал аналог теоремы Ентча для нелинейных вполне непрерывных операторов, 
заданных на сфере положительных функций пространства H, опираясь па соотношение вида (8 ), 
теорему Шаудера и геометрию пространства H.

Роте, по-видимому, не был знаком с цптированнымп выше работами Крейна и Рутмана.
6. Становление теории конусов. Нелинейные положительные операторы. Подход, 

предложенный Роте, не допускал обобш,енпе на произвольные банаховы пространства даже в ли­
нейном случае. В то время, как всестороннее исследование геометрии банаховых пространств с 
конусом, результаты которого были изложены в большой ст а т ь е [К р е й н , Рутман, 1948], заложили 
основы для распространения идей теории положительных операторов в фупкциопальпом анализе 
и его приложениях.

Прежде, чем перейти к нелинейным задачам, отметим, что Крейн и Рутман смогли ослабить
A

Е
рема 4.1]. Это стало возможным благодаря введению в сопряжённое пространство Е* топологии, 
порождённой системой окрестностей Ug(f0 ) вида

Ue(f0 ) =  { f  G Е  * : If (xj) -  f 0 (xj)| < e ;  i =  1, 2 ,...,n }  ,

где f 0 G E *, и примененпю теоремы Тпхонова^^ о неподвижной точке [Tychonoff, 1935] с учётом того, 
что всякая замкнутая сфера в Е* представляет собой бикомпакт в указанной (слабой) топологии.

Пелипейпый операторный аналог теоремы Ентча был доказан Рутманом для положительных 
операторов, удовлетворяющих условию монотонности^^

X ^  у ^  A x ^  Ау f  orallx, у G K  (10)

A

3 (u G K ; c >  0, e >  0) [A(tu) ^  ctu] V (t G [0, e]). (11)

В одномерном случае условие Рутмана (И ) допускает геометрическую интерпретацию (см. рис. 2, 
v =  tu).

A
что при их выполпепии задача (9) всегда имеет положительное решение (A >  0, x G K ), причём

X
С конусной тематикой был хорошо знаком и другой ученик М. Г. Крейна, Марк Александрович 

Красносельский, работавший вместе с Крейном в Институте Математики АП УССР с 1947 по 1952 
г. [Боголюбов, Пшлпнскпй, Канторович, 1981]. В то время Красносельский разрабатывал топологи­
ческие методы теории нелинейных интегральных уравнений, и теория положительных операторов 
входила в круг его научных интересов [Красносельский, 1951].

Помимо семинаров Крейна но функциональному анализу, он носеш,ал также семенары П. П. 
Боголюбова и П. М. Крылова но нелинейной механике. Отправными пунктами исследований Крас­
носельского являлись упомянутый выше результат Урысона^®, а также задача об определении форм 
потери устойчивости шарнирно-опёртого стержня переменной жёсткости, сводяш,аяся к уравнению 
Урысона (4)-(5).

1947 г. по этой теме вышла совместная работа академика Н. Н. Боголюбова и младшего брата М. Г. Крейна -  
Селиам Крейна [Боголюбов, Крейн, 1947].

^®Эта статья вошла в «золотой ф онд» достижений отечественной математики.
Если X  -  выпуклый бикомпакт,, в локально-выпуклом линейном топологическом пространстве, то при непре­

рывном отображении X  в себя существует неподвижная точка.
18в неравенстве (10) x у   ̂ тому, что x - y  € в пространство E вводится упорядочивание.
19к тому времени был опубликован сборник трудов Урысона [Урысон, 1951], и Красносельский был одним из 

первых, кто обратил должное внимание на его статью но нелинейным интегральным уравнениям.



Рис. 2. Геометрический смысл условия Рутмаиа ^ существование пересечения вогнутой функции
с наклонной прямой

Fig.2. The geometric meaning of the Rutman condition is the intersection of a concave function with
an oblique line

7. Вклад M . A . Красносельского в теорию положительных операторов: 1950-е — 
1960-е гг.

... Создание и развитие теории конусов во многом связано 
с научной деятельностью М. А. Красносельского, которому 

принадлежит серия ярких результатов, составляющих 
каркас теории, служащих источником её роста вширь и вглубь '̂ .̂

Красносельский не ограничился применением теории конусов к доказательству теорем суще­
ствования решений уравнений вида (9). Он стал рассматривать эту теорию, как дополнительную 
возможность (наряду с вариационными методами, теорией ветвления и теорией степени отображе-

A
Для дальнейшего целесообразно выделить основные линии развития теории конусов в работах 

Красносельского до конца 1960-х гг.:

1. Введение в расмотрение монотонных минорант.

2. Получение аналогов утверждений теории Урысона.

3. Проверка теории конусов на модельных задачах нелинейной механики.

4. Совмещение методов теории конусов с другими методами нелинейного анализа.

5. Расширение и углубление теории конусов.

6 . Выход на приложения.

Перейдём к линии 1. Теорема Рутмана имела ограниченную область применения: положитель­
ные операторы, удовлетворяющие её условиям, обязательно должны быть монотонными. Понятно, 
что в общем случае нелинейность не обязана быть монотонной (нанример, если ядро имеет вид 
K (s, u) =  s • sin(u)) и здесь нужен какой-то другой инструмент для исследований.

Подсказка для выхода из положения нашлась в статье Урысона [Урысон, 1951, с. 239], кото­
рый ввёл в рассмотрение функции P (x , Q(x, s) (ядра линейных операторов), удовлетворяющие
следующим условиям

P (x , s) > K y (x , s ,y ) > Q (x , s). ( 1 2 )

С помощью этих ядер (а, следовательно, и соответствующих операторов), и проводилась оценка 
собственных значений оператора (5). Оценки (12) скорее всего и помогли Красносельскому сфор-

B A  
как оператора, удовлетворяющего условиям теоремы Рутмаиа и неравенству

Ax ^  Bx.

B
B

A

ПО предисловию к книге [Оиойцев, Хуродзе, 1984].
^^Понятие операторной миноранты было впервые, по-видимому, дано Ф. Рпссом [Riesz, 1928; р.144]. 
^^Красносельский упростил понятие положительного оператора, оставив для пего только одпо условие: AK С K.



Для дальнейшего рассмотрения Красносельскому оказалось удобным уточнить понятие вполне 
позитивного оператора, данного Рутманом (см. выше).

A  u0

u0 G K  A
переводит произвольный элемент, конуса ^ отрезка» [au0 ,в u 0]:

3 (u0 G K, U0 =  0)V (u G K, u =  0)3 (n G N; a, в  >  0) [вuo ^  A nu ^  au 0 ]. (13)

u 0
при условии, что система ( 1 2 ) заменяется на систему

^ А ^ ^  Q^, ^ G K, (14)

где Р, Q  u0 -  ограничены и вполне непрерывны [Красносельский, Ладыженский, 1954, с. 329].
В частности, для оператора Урысопа в качестве Р  подошёл оператор

ь

P ^ (X) ^  /  K y(x , y , 0 )^ (y )dy , (15)

Q

Q ^(x) ^  /  lim ^(y)dy. (16)u—)-схэ

[Красносельский, Ладыженский, 1959, с. 121].
Переключимся на линию 2. При исследовании неотрицательной разрешимости неоднородного 

интегрального уравнения

y(x) =  /" K (x , s ,y (s))ds +  f  (x)
a

Урысон наложил некоторые ограничения на ядро K (x , s, у), основными из которых являются пред­
положения о положительности производной K y(x, s, у̂  ^ при возрастапии у [Урысоп,
1923, с. 238]. По сути, требования Урысона заключались в нредноложении вогнутости функции 
^(у) =  K (x , 5 ,у ).

Развивая эту идею в рамках теории конусов. Красносельский и Ладыженский получили ана­
логичные результаты для абстрактных операторных уравнений [Красносельский, Ладыженский, 
1959]. При этом вместо обычной вогнутости ими была определена и использована так называемая 
u 0

A u0

ный элемент конуса u ^^^^ного отрезка [au0 , вuo] и рост его значений вдоль всех лучей,
лежащих в конусе, характеризуется специальным образом:

VX G K (x  ^  7 U0 , 7  >  0)V [a, в] С (0, 1)3 п >  0 :

A (tx) ^  (1 +  n)tAx, t G [а, 6].

При таком определении оператор Урысопа А^ ^^^ался д л я  u0 =  1 в конусах неотри­
цательных функций пространств С[а, 6^  Lp[«, 6].

Поскольку основным методом, используемым Урысоном в упомянутой выше работе [Урысон, 
1923], являлся метод последовательных приближений, естественно было осуш,ествить его развитие 
в рамках теории конусов. Кроме того, этот вопрос имеет важное практическое значение. Соответ­
ствующий результат был получен Красносельским вместе с Бахтиным в 1958 г. [Бахтин, Красно­
сельский, 1958]:

Пусть уравнение Ax =  ^ с onepomором ^  в конусе ̂  решение x*.
Тогда последовательность xn =  A x n—̂ ^^^^шпся по к x* при любом выборе начального
приближения x 0 G K .

Таким образом, обсуждаемый метод оказался сходяш,имся не только нри любом выборе началь-
A

23вполне позитивные оиераторы могут служить примером операторов, где uo — любой впутренпий
элемент конуса [Красносельский, Ладыженский, 1954, с. 326].

Позитивный спектр ^ отрезку [Хд,Х^^^де Хр, Xq -  положительные собственные значения
операторов ^ и Q, которым соответствуют положительные собственные векторы.

25по определению, ухуи0 =  min ^  ̂ ^^^дамостп по uo-норме вытекает обычная сходимость; обратное— аиоУхУаио
неверно [Бахтин, Красносельский, 1958, с. 18-19].



П р и м е н е н и е  д а н н о й  т е о р е м ы  к  у р а в н е н и ю  У р ы с о н а  п р и в о д и т  к  с л е д у ю щ е м у  (н е о ж и д а н н о м у ) 
р е з у л ь т а т у : в условиях существования положительного решения у уравнения (4 )  к  э т о м у  р е ш е н и ю  
р а в н о м е р н о  с х о д я т с я  п р и б л и ж е н и я

y n (t )  =  W  K ( t ,  s , y n - 1( s ) ) d s  n  =  1 , 2 , . . .
a

y n (t )
ск и й , 1961, с. 319].

Рис. 3. П родол ьн ы й  изги б  стер ж н я  соср ед оточен н ой  силой  
Fig. 3. L ongitudinal bend ing o f  th e ro d  by  con centrated  force

О ч е р е д н а я  в е т в ь  р а з в и т и я  т е о р и и  к о н у с о в  о т н о с и т с я  к  и с с л е д о в а н и ю  ф о р м  п о т е р и  у с т о й ч и в о с т и  
ш а р п и р п о -о п ё р т о г о  с т е р ж н я  н е р е м е н н о й  ж ё с т к о с т и  [Б а х т и н , К р а с н о с е л ь с к и й , 1955]. О к а з а л о с ь , ч т о  
н ел и н ей н ы й  и н т е г р а л ь н ы й  о п е р а т о р , в о з н и к а ю щ и й  п р и  о п и са п и и  ф о р м ы  п р о г и б а  с т е р ж н я  (см . р и с .
3 ) :  _̂______________________________

г-1 /
^ ( s )  =  A p ( s ^  K  ( s , t ) ^ ( t ) d ^  1 — KS ( s , t ) ^ ( t ) d t (17)

u 0
u 0

с п р а в е д л и в о й  р а з в и т а я  р а н ее  т е о р и я . Т а к и е  о п е р а т о р ы  б ы л и  найдены ^®  К р а с н о с е л ь с к и м  [К р а с н о -
u 0

Оператор A  он во гнут и ^ 1 У ^ 2  ^ 3  ( а  >  0 ) [A ^ 1  — A ^ 2  ̂  auo|.
П о л у ч е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  К р а с н о с е л ь с к о м у  и  Б а х т и н у  п о з в о л и л и  с д е л а т ь  р я д  в ы в о д о в  о  т о м , к а к  

м е н я е т ся  ф о р м а  п о т е р и  у с т о й ч и в о с т и  с т е р ж н я  п р и  и зм ен ен и и  н а г р у з к и  н а  н е г о  [Б а х т и н , К р а с н о ­
с е л ь ск и й , 1955, с . 623]:

Т е о р е м а .  Оператор A  ̂ ш  (1Т) u^^^^^^moueu, uo =  p ( s ) ( 1  — s ) .  Критические силы в задаче о 
продольном изгибе совпадают с собственными значениями линейного оператора

^ ( s )  =  A p ( s W  K  ( s , t ) ^ ( t ) d t .
J o

K
K 1 K  С  K 1

a  в т о р о й  -  « у з к и й »  -  д л я  о п р е д е л е н и я  м о п о т о п п о с т и . Э т о ,  п о м и м о  п р о ч е г о ,  п о з в о л и л о  Б а х т и н у
{ K 1, u 0 }  u 0

u 0
о с т а в а л и с ь  сп р а в е д л и в ы м и  в се  у т в е р ж д е н и я  т е о р и и  У р ы с о н а .

П е р е й д ё м  т е п е р ь  к  л и н и и  4. П а  о д н о й  и з  ст а д и й  д о к а з а т е л ь с т в а  с х о д и м о с т и  м е т о д а  п о с л е д о в а ­
т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  У р ы с о н  и с п о л ь з о в а л  н е р а в е н с т в о  [У р ы с о н , 1923; с . 238-239]

K ( x ,  s , ^ ( s ) ) d s  <  C K y  (x , ^, 0 ) ,  ^ G (a , b); C  =  C o n s t . (18)

Oho было взято на заметку при развитии М .А. Красносельским теории конусов. Так как в (18)
A 0

2б^ то  произошло, по-видимому, в процессе доказательства обычной мопотоппости оператора A i ,  стоящего в правой 
части равенства (17).

b

о

1

b



A
б ы л о  в ы п о л н е н о  с  п о м о щ ь ю  си л ь н о й  п р о и з в о д н о й  Ф р е ш е  п о  к о н у с у  [К р а с н о с е л ь с к и й , Л а д ы ж е н с к и й , 
1954, с . 330):

Р ^  =  А ' ( 0 )^ ;  Q ^  =  А '( т о ) ^ ,

Р

lim  У А ^  -  р ^  У = 0 ,

Q

lim  У A t  -  У = 0 .  (1 9 )

A
Н а п р и м е р , д л я  о п е р а т о р а  У р ы с о п а  п р о и з в о д н а я  Ф р е ш е  в  н ул е -  э т о  о п е р а т о р , за д а н н ы й  р а ­

в е н с т в о м  (1 5 ) ; а с и м п т о т и ч е с к а я  п р о и з в о д н а я  н а  б е с к о н е ч н о с т и  -  о п е р а т о р , за д а н н ы й  р а в е н с т в о м  
(1 6 ).

Т е п е р ь  м о ж н о  с к а з а т ь  о б  и сп о л ь з о в а н и и  о п е р а т о р н ы х  п р о и з в о д н ы х  п р и  и ссл е д о в а н и и  с п е к т р а л ь -

u 0
рема о топологической структуре спектра [К р а с н о с е л ь с к и й , Л а д ы ж е н с к и й , 1954, с. 3 31 ; 338]:

A  u 0
му оператору Q  ̂ в точке  ̂ ^^^шводную Фреше Р , являю-

u 0
Тогда позитивный спектр оператора ^  ^^^шняет интервал (A P , A q ). Кроме то-

A
из  ̂  ̂  ̂  ̂ шждому собственному значению оператора А  ш
позитивного спектра соответствует единственный положительный собственный вектор v  =  0.

П р и  р а с с м о т р е н и и  в о п р о с а  о  п о л о ж и т е л ь н ы х  р е ш е н и я х  у р а в н е н и й  с  о п е р а т о р а м и , зависящими 
от параметра, н а и б о л е е  е с т е с т в е н н ы м  я в л я е т с я  п р и м ен ен и е  т о п о л о г и ч е с к и х  м е т о д о в , в  т о м  ч и сл е  
п р и н ц и п а  т о п о л о г и ч е с к о г о  п р о д о л ж е н и я . З д е сь  К р а с н о с е л ь с к и й  и с п о л ь з о в а л  р а н ее  р а з р а б о т а н н у ю  
и м  т е о р и ю  в р а щ е н и я  в е к т о р н ы х  п о л е й  в б а н а х о в ы х  п р о с т р а н с т в а х  [К р а с н о с е л ь с к и й , 1956; Гл. II]. 
Э т о  п о з в о л и л о , в  ч а с т н о с т и , ср а в н и т е л ь н о  п р о с т о  д о к а з а т ь  р а з р е ш и м о с т ь  у р а в н е н и я

X =  A ( x ,  ^ )  (2 0 )

и  т е о р е м у  о  т о м , ч т о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 2 0 ) о б р а з у ю т  н е п р е р ы в н у ю  в е т в ь  п р и  у с л о в и я х  с у щ е ­
с т в о в а н и я  си л ь н ы х  п р о и з в о д н ы х  А '(0 ,  и  А ' ( т о , ^ )  [К р а с н о с е л ь с к и й , 1956, Гл. V , §2], а  т а к ж е  
и с с л е д о в а т ь  б и ф у р к а ц и о н н о е  зн а ч ен и е  п а р а м е т р а  ^  в  ( 2 0 ).

x (A )
у р а в н е н и я

A A x  =  x

н р и  A «  Л0 (A >  Л0), к а к  п р е д е л  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й

x n (A ) =  ^ A x n - 1 (A ) n  =  1, 2 , . . .

[Б а х т и н , К р а с н о с е л ь с к и й , 1961, с . 329 ], гд е  ^  в  о к р е с т н о с т и  A.
П е р е й д ё м  к  л и н и и  5. П р и м е н я е м ы е  К р а с н о с е л ь с к и м  т о п о л о г и ч е с к и е  м е т о д ы  (см . в ы ш е ) в о с х о ­

д я т  к  п о л ь с к о м у  м а т е м а т и к у  Ю л и у ш у  Ш а у д е р у  [S ch a u d er, 1930] и  г о л л а н д с к о м у  у ч ё н о м у  Л ё й т -  
зе н у  Б р а у э р у  [B rou w er, 1911]. П х  и д е и  б ы л и  р а з в и т ы  К р а с н о с е л ь с к и м  в е г о  п е р в о й  м о н о г р а ф и и  
[К р а с н о с е л ь с к и й , 1956] и  н а ш л и  с в о ё  п р о д о л ж е н и е  в  т е о р и и  к о н у с о в  в  в и д е  с л е д у ю щ е й  т е о р е м ы ^ *  
[К р а с н о с е л ь с к и й , 1960; с. 527].

Пусть вполне непрерывный оператор А сжимает или растягивает конус К. Тогда А имеет в 
конусе К  по крайней мере одну ненулевую неподвижную точку.

Т е р м и н о л о г и я , и сп о л ь з о в а н н а я  в т е о р е м е , т р е б у е т  п о я сп е п и я .
О п е р а т о р  А  (А 0  =  0) ^^^^т т  к о п у с  ^  4 ) ,  е сл и  3  (Д  >  0 , r  >  0 ):

X -  A x  G K , X G K , У X У> Д ; (2 1 )

’̂̂ Множество положительных собственных векторов оператора A образует по определению непрерывную ветвь, 
выходящую из в и уходящую в бесконечность, если пе пусто пересечение этого множества с границей любого огра­
ниченного открытого множества, содержащего в [Красносельский, 1951, с. 482].

28снециалист но нелинейному анализу, профессор М.К. Квопг (К Н Р ), указывает на то, что данная теорема может 
быть интерпретирована за рамками метрического восприятия и тем самым пост,авлена в один ряд с теоремами о 
неподвижной точке Брауэра и Шаудера [Kwong, 2008; р .6].



Рис. 4. Сжатие конуса К 
Fig. 4. Cone К compression

A x  — x  G K , x  G K ,  У x  У ^  r. 

О п е р а т о р  A  (A 0  =  в) к о н у с  K  ( c m . р и с . 5 ) ,  е сл и

A x  — x  G K ,  x  G K ,  У x  У >  Д ; 

x  — A x  G K , x  G K ,  У x  У <  r.

(22)

(2 3 )

(2 4 )

О т м е т и м , ч т о  н е п о ср е д ст в е н н а я  п р о в е р к а  у с л о в и й  (2 2 ) и  (2 3 ) п р е д с т а в л я е т  с о б о й  с у щ е с т в е н н ы е  
т р у д н о с т и , в  т о  в р е м я  к а к  с в о й с т в а  (2 1 ) и  (2 4 ) м о г у т  б ы т ь  в ы в е д е н ы , к  п р и м е р у , и з  м о п о т о п п о -  
с т и  н о р м ы  [К р а с н о с е л ь с к и й , 1960; с. 527]. Д л я  п р е о д о л е н и я  э т и х  т р у д н о с т е й  К р а с н о с е л ь с к и й  о п я т ь  
за д е й с т в о в а л  м е т о д  м и н о р а н т  (A _ ^  ^  ^^^ж орант ( A + ) .  И д е я  за к л ю ч а л а с ь  в  т о м , ч т о

есл и  A x  У  A _ ^ ^ o  [ ( A _ x  — x )  G K  ^  (A x  — x )  G K|.

А н а л о г и ч н а я  и м п л и к а ц и я  с п р а в е д л и в а  и  д л я  м а ж о р а н т ы  A + .  Э т о  п о з в о л и л о  п е р е к л ю ч и т ь с я  п а
u 0

B

Рис. 5. Растяжение конуса К 
Fig. 5. Cone К extension

Н о в ы й  п р и н ц и п  н е п о д в и ж н о й  т о ч к и  о к а з а л о с ь  о с о б е н н о  у д о б н ы м  п р и м е н я т ь  д л я  т е х  п е л и п е й п ы х  
у р а в н е н и й  в и д а

A x  =  x ,

A
П р и в е д ё м  о д н у  и з  д в у х  т е о р е м  (в т о р а я  ф о р м у л и р у е т с я  а н а л о г и ч н о ) . 

u 0
B u o У  (1 +  e)u^^ щ е  е >  B x  — x  G K  V x  G K , x  =  в.

29оператор ^  красносельским ^тозг/, когда каждому x Е K,x = в соответствую т
такие числа p  ̂N ,а  ̂R  ̂ тао Bpx У апо [Красносельский, I960; с. 528].



П о д ч е р к н ё м , ч т о  к о н у сн а я  т е о р е м а  о  н е п о д в и ж н о й  т о ч к е  К р а с н о с е л ь с к о г о  д о п у с к а е т  о б о б щ е н и я  
н а  т о т  с л у ч а й , к о г д а  у р а в н е н и е  (1 4 ) и м е е т  несколько неподвижных точек [К р а с н о с е л ь с к и й , 1962; с. 
164]. В  ч а с т н о с т и , н а л и ч и е  н е с к о л ь к и х  р е ш ен и й  у р а в н е н и я  Г а м м е р ш т е й н а

У(t )  =  [  K (t, s ) f  ( s , У( s ) ) d s
JQ.

В к о н у се  н е о т р и ц а т е л ь н ы х  ф у н к ц и й  п р о с т р а н с т в а  C (П ) б у д е т  в ы т е к а т ь  (в  у с л о в и я х  « о б о б щ ё н н о й »  
т е о р е м ы  о  н е п о д в и ж н о й  т о ч к е )  и з  т о г о ,  ч т о  ф у н к ц и я  f  ( в ,у )  с о д е р ж и т  у ч а с т к и  б ы с т р о г о  и  м е д л е н - 

у
Л и н и я  6  б у д е т  п р е д с т а в л е н а  в к р а т к о й  ф о р м е .
П е р е ч и с л и м  н а и б о л е е  и н т е р е сн ы е , с  н а ш ей  т о ч к и  зр е н и я , н ри л ож ен ия^ * ’  т е о р и и  п о л о ж и т е л ь н ы х  

о п е р а т о р о в , к о т о р ы е  п е б ы л и  у п о м я н у т ы  в ы ш е  и  к о т о р ы е  в о ш л и  в м о н о г р а ф и ю  К р а с н о с е л ь с к о г о  
[К р а с н о с е л ь с к и й , 1962; Гл. 7]:

1. Д о к а з а н ы  т е о р е м ы  с у щ е с т в о в а н и я  и  е д и н с т в е н н о с т и  п о л о ж и т е л ь н ы х  р е ш е н и й  за д а ч и  Д и р и х л е  
д л я  э л л и п т и ч е с к и х  у р а в н е н и й  в т о р о г о  п о р я д к а  в  к о п у се  н е о т р и ц а т е л ь н ы х  ф у н к ц и й  и  и ссл е ­
д о в а н ы  н е к о т о р ы е  с в о й с т в а  э т и х  р е ш ен и й  д л я  у р а в н е н и й , за в и с я щ и х  о т  п а р а м е т р а .

2. В ы я в л е н ы  у с л о в и я  с у щ е с т в о в а н и я  п о л о ж и т е л ь н ы х  р е ш е н и й  у  с и с т е м ы  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ­
ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  п е р в о г о  п о р я д к а . П у т ь  р е ш е н и я  за д а ч и  за к л ю ч а л с я  в  н а х о ж д е н и и  
к о н у с о в  в  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е , к о т о р ы е  б ы л и  б ы  и н в а р и а н т н ы  н о  о т н о ш е н и ю  к  с д в и га м  н о  
т р а е к т о р и я м  си стем ы ^ ^ . В ы в о д  о  н а л и ч и и  п е р и о д и ч е с к и х  р е ш е н и й  д е л а л ся  н а  о с н о в е  с у щ е ­
с т в о в а н и я  н е п о д в и ж н о й  т о ч к и  н р и  сд в и ге , с о о т в е т с т в у ю щ е м  и зм е н е н и ю  в р е м е н и  н а  в е л и ч и н у  
п е р и о д а  п р а в ы х  ч а с т е й  си с т е м ы .

3. П а й д е п ы  у с л о в и я  п о л о ж и т е л ь н о й  р а з р е ш и м о с т и  д в у х т о ч е ч н о й  к р а в е в о й  за д а ч и  в и д а

X +  f  ( t ,x , ;X )  =  0, 

x ( 0 ) =  x ( 1 ) = 0

f ( t ,  u , v )

4. П о л у ч е н ы  у с л о в и я  с у щ е с т в о в а н и я  н е т р и в и а л ь н ы х  п е р и о д и ч е с к и х  р е ш е н и й  а в т о н о м н ы х  с и с т е м  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  в т о р о г о  п о р я д к а  с  т р е н и е м  и  б е з  н его .

5. И з у ч е н  в о п р о с  о  п о л о ж и т е л ь н о й  р а з р е ш и м о с т и  з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  у р а в н е н и я  М о н ж а  ^  А м ­
п ер а :

r t  -  „  _ ,з
=  f  (x , у , z ,p ,  q ); ( x , y ,  z )  G П ^ R ,  (2 6 )

(1  +  p 2 +  q2 ) “  

гд е  p  — z x , q — z y , r  — z жж, S — , t — 0  <  a  <  1’

О с н о в н а я  и д е я  -  э т о  о б р а щ е н и е  о п е р а т о р а , с т о я щ е г о  в  л е в о й  ч а с т и  (2 6 ) и  в ы я в л е н и е  е г о  « п о ­
л е з н ы х »  с в о й с т в  в  к о н у се  о г р а н и ч е н н ы х  н е о т р и ц а т е л ь н ы х  ф у н к ц и й .

8. Заключение. В  п о с л е д у ю щ и е  г о д ы  (се р е д и н а  1960 -  к о н е ц  1 9 7 0 -х ) и сс л е д о в а н и я  н ел и н е й н ы х  
у р а в н е н и й  м е т о д а м и  т е о р и и  к о н у с о в  з н а ч и т е л ь н о  р а сш и р и л и сь . О т м е т и м  з д е с ь  о т д е л ь н о  н а и б ол ее  
в е с о м ы е  р а б о т ы  о т е ч е с т в е н н ы х  м а т е м а т и к о в :

• о п р е д е л е н и е  и  и сп о л ь з о в а н и е  п о н я т и я  в р а щ е н и я  п о л о ж и т е л ь н о г о  в е к т о р н о г о  п о л я  -  М . А . К р а с ­
н о се л ь ск и й , П . П . З а б р е й к о  и  д р . [К р а с н о с е л ь с к и й , З а б р е й к о , 1975, Гл. 4 , §3] (1 9 6 5 -1 9 7 5  г г .) ;

•
в а ю щ и м и  о п е р а т о р а м и  -  М . А . К р а с н о с е л ь с к и й , В . Я . С т е ц е н к о  [К р а с н о с е л ь с к и й , С т е ц е н к о , 
1969] (1 9 6 5 -1 9 7 0  г г .) ;

1975; О п о й ц е в , 1978] (в т о р а я  п о л о в и н а  1 9 7 0 -х  г г .) ;

Б а х т и н , Б а х т и н а , 1 9 7 6 ](се р е д и н а  1 9 7 0 -х  г г .) ;

1977] (в т о р а я  п о л о в и н а  1 9 7 0 -х  гг .)

^̂ ’Их список далеко не полон (см., например [Красносельский, Рутицкий, 1958, Гл. 4, §20]). 
^^Эта тема получила своё дальнейшее развитие в монографии [Красносельский, 1966].



и наиболее известные достижения зарубежных учёных:

• перенос теории конусов в локально-вынуклые пространства -  X. Шефер [Schaefer, 1958]-[Schaefer, 
19601;

• A x  =  x
19721;

•
min, 19711 и P. Нуссбаум [Nussbaum, 19731 (ослабление условий на преобразование границы), а 
также Р. Леггет и Л. Уильямс [Leggett, Williams, 19791 (использование областей более общего 
вида).

Подчеркнём, что исследования перечисленных выше западных математиков (кроме немецкого 
учёного Хельмута Шефера) были выполнены гораздо нозже перевода монографии М. А. Крас­
носельского на английский язык [Krasnosel’skii, 19641 и их авторы находились, безусловно, под её 
влиянием.

Таким образом, можно утверждать, что до конца 1970-х гг. советские математики оставались 
на лидирующих позициях в теории конусов и положительных операторов.

Подведём итог, перейдя к ответам па оставшиеся вопросы, сформулированные во введении:

1. Ключевой момент для начала развития теории положительных операторов -  исследования 
Ш турма малых колебаний механических систем (начало 1830-х гг.) и появление теоремы Пер­
рона ^ Фробенпуса о положительных собственных значениях матриц с положительными эле­
ментами (конец 1900-х гг.).

2. Основная причина для возникновения теории конусов в банаховых пространствах -  исследо­
вания М. Г. Крейна но теории моментов (середина 1930-х гг.).

3. Отправная точка для начала исследований нелинейных положительных операторов -  дока­
зательство теоремы Перрона -  Фробениуса тонологическими методами, восходяш,ими к Л. Брау­
эру (П. С. Александров, X. Хонф -  1935 г.).

4. Обособление теории линейных положительных операторов произошло после опубликования 
М. Г. Крейном п М. А. Рутманом системообразующей статьи в журнале УМП (1948 г.).

5. Переломный пункт в развитии теории положительных операторов -  её превращение в ин­
струмент качественного исследования операторных уравнений (М. А. Красносельский, 1950-е 
гг.).

6. Оказалось, что теория линейных положительных операторов является фундаментом для 
развития нелинейной теории, поскольку
а) в нелинейном анализе используются операторы, представляющие собой композицию линей­
ных и нелинейных операторов;
б) линейные операторы удобно использовать в качестве минорант и мажорант;
в) линейные операторы неизбежно возникают нри определении операторных производных.

7. За 25 лет своего развития (1945-1970 гг.) теория конусов обогатила функциональный анализ 
за счёт появления новых

В заключение хотелось бы отметить, что интерес к исследованиям в обсужаемой области до сих 
пор не ослабел как в России (см., например, [Кубекова, 20011, [Дорохов, 20091), так и за рубежом 
([Wang, 20031, [Webb, 20101). По-видимому, эта тенденция будет сохраняться и дальше.
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