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Аннотация. Рассмотрены начально-краевые задачи с условиями первого и третьего рода для обобщенно­
го модифицированного уравнения влагонереноса с дробной но времени производной. На равномерной сетке 
построены разностные схемы, аппроксимирующие эти задачи. Для решения этих задач в иредноложение су­
ществования регулярного решения получены априорные оценки в дифференциальной п разностной формах. 
Из этих оценок следуют единственность и непрерывная зависимость решения от входных данных задачи, 
а также сходимость со скоростью O(h2 +  т 2).
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Abstract. Initial boundary value problems with conditions of the first and third kind for a generalized modified 
moisture transfer equation with a time-fractional derivative are considered. Difference schemes approximating 
these problems are constructed on a uniform grid. To solve these problems, assuming the existence of a regular 
solution, a priori estimates in differential and difference forms are obtained. Prom these estimates follow the 
uniqueness and continuous dependence of the solution on the input data of the problem, as well as convergence 
with the speed O(h2 +  т 2).
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1. Введение. П с е в д о п а р а б о л и ч е с к и м и  у р а в н е н и я м и  в м а т е м а т и ч е с к о й  л и т е р а т у р е  п о с л е д н е г о  
в р е м е н и  н а з ы в а ю т  у р а в н е н и я  в и д а

u t -  A u t -  B u  =  f  (x , t ) ,

гд е  A  и  В  —  о п е р а т о р ы  в т о р о г о  и л и  б о л е е  в ы с о к о г о  п о р я д к а  п о  п р о с т р а п с т в е п п ы м  п е р е м е н н ы м  
[С в е ш н и к о в , А л ь ш н н , К о р п у с о в , П л е т н е р , 2007]. В о п р о с ы , св я з а н н ы е  с  в л а г о п е р е н о с о м  в п о ч в о -  
г р у н т а х , п р и в о д я т  к  п с е в д о п а р а б о л и ч е с к и м  у р а в н е н и я м  [Ч у д н о в ск п й , 1976, с . 137].



Л о к а л ь н ы е  и  н е л о к а л ь н ы е  н а ч а л ь н о -к р а е в ы е  за д а ч и  д л я  т а к о г о  в и д а  у р а в н е н и й , к а к  л и н е й н ы х , 
т а к  и  н ел и н ей н ы х , в  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б л а с т и  Q =  G х  (0 , T ), G С  Д ” , и з у ч е н ы  д о с т а т о ч н о  х о р о ш о  
(с м ., н а п р и м е р , [Т у р б и н , 2 013 ; Ш е р г и н , П я т к о в , 2014; Ю л д а ш е в , 2016 ; Ю л д а ш е в , 2 017 ; L y u b a n o v a , 
20171).

М н о г и е  у ч е н ы е  ст а л и  в п о сл е д н е е  в р е м я  и з у ч а т ь  у р а в н е н и я , с о д е р ж а щ и е  д р о б н ы е  п р о и з в о д н ы е  
п о  в р е м е н н о й  и  п р о с т р а н с т в е н н ы м  п е р е м е н н ы м , в  св я з и  с  т е м , ч т о  в  р а м к а х  к л а с с и ч е с к о й  т е о р и и  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  ц е л о ч и сл е н н ы х  п о р я д к о в  м н о г и е  п р о ц е с с ы  и  я в л е н и я  о к р у ж а ю щ е й  
с р е д ы  не п о д д а ю т с я  о п и са н и ю , т а к  к а к  и м е ю т  с в о й с т в о  н е л о к а л ь н о ст и  и  н е л и н е й н о ст и  к а к  п о  п р о ­
ст р а н с т в у , т а к  и  п о  в р ем ен и . Т а к и е  я в л е н и я  и  п р о ц е с с ы  о б ы ч н о  о п и с ы в а ю т  с  п о м о щ ь ю  т е о р и и  
д р о б н о г о  и сч и с л е н и я  и  в с т р е ч а ю т с я  о н и  в м ех а н и к е , ф и з и к е  п р и  о п и са п и и  с л о ж н ы х  с и с т е м  р а з ­
л и ч н о й  п р и р о д ы  [G a o , S u n , S u n , 2015; C u i, 2013; G a o , S u n , Z h a n g , 2 014 ; P a n g , S u n , 2 012 ; C a lca g n i, 
2012].

Р а б о т ы  [P im e n o v , H en d y , 2016a ; P im e n o v , H en d y , 20166 ; P im e n o v , 2018] п о с в я щ е н ы  и с с л е д о в а н и ю  
р а з л и ч н ы х  к р а е в ы х  за д а ч  д л я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  в ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  д р о б н о г о  п о ­
р я д к а  с  э ф ф е к т о м  за п а з д ы в а н и я  п о  в р е м е н и . В  ф и з и ч е с к о м  а с п е к т е  п о н я т и я  п а м я т ь , п о сл е д е й ст в и е , 
за п а з д ы в а н и е , н а с л е д с т в е н н о с т ь  с ч и т а ю т с я  о ч е н ь  б л и зк и м и .

В  н а с т о я щ е й  ж е  р а б о т е  в  с л у ч а е  о п е р а т о р о в  А  и  В  в т о р о г о  п о р я д к а  д л я  м о д и ф и ц и р о в а н н о г о  
у р а в н е н и я  в л а г о п е р е н о с а  с  п е р е м е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  и  д р о б н о й  п о  в р е м е н и  п р о и з в о д н о й  в 
см ы с л е  К а п у т о , б у д у т  и с с л е д о в а т ь с я  п е р в а я  и  т р е т ь я  к р а е в ы е  за д а ч и .

П р и б л и ж е н н ы м  м е т о д а м  р е ш е н и я  к р а е в ы х  за д а ч  д л я  р а з л и ч н ы х  у р а в н е н и й  д р о б н о г о  п о р я д к а  
п о с в я щ е н ы  р а б о т ы  а в т о р а  [Б е ш т о к о в , 2 0 1 8а ; Б е ш т о к о в , 2 0 1 86 ; Б е ш т о к о в , 2 019 ; Б е ш т о к о в , В о д а х о в а , 
2019].

2 . П о с т а н о в к а  п е р в о й  к р а е в о й  з а д а ч и .  В  п р я м о у г о л ь н и к е  Q t  =  { ( x ,  t )  : 0 <  x  <  l, 0 <  t <  T }
р а с с м о т р и м  п е р в у ю  к р а е в у ю  за д а ч у  д л я  о б о б щ е н н о г о  у р а в н е н и я  в л а г о п е р е н о с а

д  ^ k ( x , t ) l u )  +  d X ( n (x ) d X )  +  r (x , t ) -  q (x , t ) u  +  f  (x , t ) ,

гд е

0 <  X <  l, 0 <  t <  T , (1 )

u ( 0 , t )  =  u ( l , t )  = 0 ,  0 <  t <  T , (2 )

u (x ,  0 ) =  u o (x ) ,  0 <  X <  l, (3 )

0  <  co <  k ( x , t ) , n ( x ) , q ( x , t ) , r x ( x , t )  <  c i ,  |r(x ,t)| , | k x (x ,t )| <  C2 , 

k ( x , t )  G C  1,0 (Q T ), n (x )  G C  1 [0 ,l] , r ( x , t ) , q ( x , t ) , f  ( x , t )  G C ( Q t ),

u ( x , t )  G C 2’0 (Q t ) n  C  1’0( Q t ) ,  do“t u ( x , t )  G C ( Q t ), (4 )

t
dOtU =  r ( i —^  dT, ^  ^ ^^^^^^^пая  К а п у т о  п о р я д к а  a ,  0 < a <  1, c j , i  =  0 ,1 ,  2 =

c o n s t  >  0 .
Д а л е е  п р е д п о л а г а е т ся , ч т о  д и ф ф е р е п ц и а л ь п а я  з а д а ч а  (1 )^ (3 )  и м е е т  е д и н ст в е н н о е  р еш ен и е , о б ­

л а д а ю щ е е  н у ж н ы м и  п о  х о д у  и зл о ж е н и я  п р о и з в о д н ы м и .
В  р а б о т е  б у д е м  и с п о л ь з о в а т ь  о б о зн а ч е н и я  M j =  c o n s t  >  0 , i =  1 , 2 , . . . ,  к о т о р ы е  за в и с я т  т о л ь к о  

о т  в х о д н ы х  д а н н ы х  р а с с м а т р и в а е м о й  за д а ч и .

3. А п р и ор н ая  оц енка в д и ф ф ер ен ц и ал ьн ой  ф о р м е .
Т еор ем а  1. Пусть условия (4) выполнены, тогда для решения задачи (1) (3) справедлива оцен­

ка
^U ^W21(0 ’ I) +  D 0t yu y w 21(0 ’ l) <  M ( D 0t yf  Уо +  ^u 0 ( x ) y ̂ 2 (0 ’ ! ^  ,

t
где M  =  c o n s t  >  0̂  ^^^^ых данных за дачи (1) (3), D - t“ u  =  ^ 1 ^  /  (t-T d 'i-a -

дробный интеграл Римана -  Лиувимя порядка а ,  0 <  a  <  1, ^ u ^ W i(0 ;) =  ^uy0 +  yu ^ y2 .

Д ок а за тел ь ств о . П о л у ч и м  а п р и о р н у ю  о ц е н к у  р е ш е н и я  з а д а ч и  (1 )^ (3 )  в  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  
ф о р м е . Д л я  э т о г о  у м н о ж и м  у р а в н е н и е  (1 ) с к а л я р н о  н а  и:

( d g t u , ^  =  ( ( k u x ) x , ^  +  (^50't(nux)x , ^  +  (r-ux,u^ -  (qu,u^ +  f , 'U j ,  (5 )

гд е  ^a, ^  =  / 0* a b d x , ^a, ^  =  УаУ2 , ^  ^ ^ ^ ^ ^ тед ен и е  и  н о р м а , гд е  а,  ̂ ^  ^ ^ а д н ы е  н а  [0 , l]

ф у н к ц и и .



Пользуясь леммой [Алиханов, 2010], получим

=  j  d x  =  Mkwx |0 — j

( d o t(n W x )x ,M ) =  f  u ^ ^ t ^ n u x ^ dx  =  u dat (n u x ) |0 — f  n (x ) u x d otUxd x  <

(6 )

(7 )

<  u d o t(n u x )|0 — 2 n д o^(U x) 2d x ,

r u x , ^  =  j  r u x u d x  =  2  r u 2 |0 — 2 y  r x u 2d x  <  2  r u 2 |0 — yu ^2,

^qu, ^  ^  /  q u 2d x  >  c o y u y 0 ,

( )
( / , ^  ^  f u d x  <  e^uyO +  M i ( e

(8)

(9)

(10)

(11)

Принимая BO  внимание преобразования (6)^(11), из (5) находим

dO tyuy2 +  2 j  n d o t (u x )2d x  +  2 c o y u x y 0 +  3coyu^0 <

<  2u(jtux +  dO’t ( n u x ^   ̂ +  r u 2 10 +  2e y u y 2 +  M i ( e

Выбирая e =  c0, из (12) с учетом (2) получаем

do“ty u y 0 W  ndo“t (u x ) 2 d x  +  yu y 2 +  ^ux^O <  М 2 У / yO.
JO

Применяя к обеим частям (13) оператор дробного интегрирования DQt“ , из (13) находим 

yu yw21(0,l) +  D Qt yu yw21(0,l) <  M ( D Qt y/ y0 +  yu0 (x )y ^ 2 (0 ,1 ̂  ,

(1 2 )

(13)

(14)

где M  =  c o n s t  >  0 , зависит только от входных данных задачи (1)^(3).
Пз (14) следуют единственность и непрерывная зависимость решения от входных данных задачи 

(1)^(3).
4. У стой ч и в ость  и сх од и м ость  р азн остн ой  схем ы . Решим задачу (1 )-(3 ) с номош,ью мето­

да конечных разностей. Для этого дифференциальной задаче (1)-(3 ) поставим в соответствие па 
равномерной сетке ^^^ы м  порядком точности но ^ и т :

A o t j+ ^У =  K j ( a j . +  ^ o t j+ ^  (Y iy ® X  i a j y®,i +  a i+iyx'?i) — d j y ( ^) +  , ( x , t )  ^  ^ h ,r , (1 5 )

(^) ( )̂ AyO ) =  y (N ) =  0 ,

y(x, 0) =  uo(x ),

(16)

(17)

где У =  S  CjQQ,S")yS ^ производной Кануто порядка a ,  0 <
j  ̂ s =  0

a <  1 [Alikhanov, 2015].

aO“ , " ) =  a 1- » ,  a ( “ , " ) =  ( l  +  a )  1 - “  — ( l  — 1 +  a )  1 - “ , l >  1,

2 a
(l +  a )2 -“  — (l — 1 +  a )2 -“  ^  (l +  a )1 -“  +  (l — 1 +  a) , l >  1 ,

n (a,^) (a,^)n p H j  = 0, c 0 -̂ =  a 0 ,

0



п р и  j  >  0 ,/ >  0, cS“ , " ) =

Г а 0“ , " ) +  б1“ , " ) , s =  0 , 

a^“ , " ) +  6 0̂+,f) — 6S“ , " ) , 1 <  s <  j  — 1 , 

a j “ , " ) — 6j “ , " ) , s =  j ,

r ( x  /j+ ^ ^  - - a
a j  =  k ( x i - 0.5 , t j + ^ ) ,  Yi =  n (X i -o .5 ), bj =  k (x , t i + ^ ) , f  (x i , t j + ^ ), a  =  1 — ^ ,

cS“ , " ) >  (s  +  a ) - “  >  0 , y (" ) =  a y j + 1 +  (1  — a ) y j , d j =  d ( x i , t j + " ).

т0, т  <  т0,
для решения разностной задачи (15) (17) справедлива оценка

yy j + 1yW2i (0 ,i) <  ^ yy 0yW2i (0 ,i) +  0т*ах^ y^ j ' y2^

0(?e M  =  c o n s t  >  0̂  ^^^шящая от к и т.
Доказательство. Н а й д е м  м е т о д о м  э н е р г е т и ч е с к и х  н е р а в е н ст в  а п р и о р н у ю  о ц е н к у  в р а з н о с т н о й  

ф о р м е , д л я  э т о г о  в в е д е м  ск а л я р н ы е  п р о и з в е д е н и я  и  н о р м у  в с л е д у ю щ е м  ви д е :

N
(u , ^  =  ^̂  ̂ u jV jh , ( u ,v  =^^^  u jV jh , ( u , u  =  ( 1 , u ^  =

i=1

У м н о ж и м  т е п е р ь  (1 5 ) с к а л я р н о  н а  y (^) :

u  =  ^ n .
i=1

Д Otj y , y (" ) )  =  (K (a y ^ " ) ) x , y (" ) )  +  ( д a t j + .  ( Y i y . ^  , y (" ) )  +  ( b - a y ( " ) , y (" ) )  +

^  a (+ 1)yx^) , y (^ n  — d y (^) , y (^ ^  +  L , y (' y x \ y^ ' ] — ) +  ( ^ , ^ 4 .  (1 8 )

(18 )

( д ?., + , y . y (" ' )  >  1 ( 1 . д ?., + ,  (y 2 ) ) ;

ay^̂ ‘") ) x , y (^) )  =  Kay!^‘")y (^)  ̂ — (ay!^‘") , (K y (^) )g  =  — ( a x g ,  y! ‘̂" )y (^) — ( а к ( - 1 ) , (y!^‘") ) 2

< - ( aK. . y<■’ >y(•>] — ( 1 + 1 m 1) ( a*,<y-‘” ' 2

(1 9 )

<

д а * ,+ л  7 у . ) x , y (" ^  =  y (" ) д a tj+ . ( 7 у . ) in — ( 7 , y i " ) д a tj+ . ( y . )

<  — ( Y i , д a t j+ ^ ( y , ) 2] <  — c o д a tj+ ^  yy.]iO ;

<

/ (" ) , y (" ^  >  c o y y (" ) yO; 

( ^ , y (" ) )  < e y y (" ) yO +  4e y ^ y O .

П р и н и м а я  BO  в н и м а н и е  п р е о б р а з о в а н и я  (1 9 )^ (2 3 ) , и з  (1 8 ) н а х о д и м

(2 0 )

(2 1 )

(2 2 )

(2 3 )

+( 1 ,  да * ,+ ^  ( y 2^  +  ( 1 + h M ) ( а к ,  (У^") ) 2] +  CO д а * ,+ .  yy,]lO  <  ^ а к ,  ,у ^ " )у (- ) ] +  ( б - а у ( " ) , у (- ) )

+  ( 6 + a (+ 1)y x - ) , y (" ) )  — c o y y (" ) yO +  e y y (" ) yO +  4e  У^У2. (2 4 )

В ы б и р а я  e =  C o , и з  (2 4 ) н а х о д и м  
2

д 04,+^ yy y0 +  с 0д 04,+^ уУг]|0 +  M 2 yy!,‘" )]|2 +  c o yy (^)y 0 <  — ( а к г , У.,‘" )У(^) +  ( b a, У!,‘" )У(^) )  +

+  ( 6 + a (+ 1)y x " ) , у (" ) )  +  М з  У^У2.



П р е о б р а з у е м  п е р в о е , в т о р о е  и  т р е т ь е  сл а га е м ы е  в п р а в о й  ч а с т и  (2 5 ) . Т о г д а  п о л у ч и м

- ( а к , ,y^")y (" )] +  ( 6 -a ,y ^ ")y (" ))  +  (б+а(+ 1)у (" ), y (" ))  <  M 4 (Уу(" ) У0 +  Уу̂ " ) ]|0 

У ч и т ы в а я  (2 6 ) , и з  (2 5 ) п о л у ч а е м

^otj+^yyyW21(0 ’i) +  уж2 (0 ’г) <  M 5yy^уж2 (0 ’г) +  M ey^ y0 ,

где yyyW,i(0 ’i) =  УуУ0 +  Уу,]|2 .
П е р е п и ш е м  (2 7 ) в  д р у г о й  ф о р м е

Aatj+. yyyW2i(0 ’i) <  M f  yyj + 1 yW2i(0 ’i) +  M l  yyj yW2i(0 ’i) +  Mgy^y2 .

П а  о сн о в а н и и  л е м м ы  3 [Б е ш т о к о в , 2018] и з  (2 8 ) п о л у ч а е м

(2 6 )

(2 7 )

yy j + 1 yW2i ( 0 ’ i) <  ^ yy 0 yW2i ( 0 ’ i) +  0т*ах^ y^ j  у2

(2 8 )

(2 9 )
/

гд е  M  =  c o n s t  >  ^ ^ ^ теящ а я  о т  ^  и  т .

( )
(1 5 ) - ( 1 7 ) ,  а  т а к ж е  в  си л у  л и н е й н о с т и  за д а ч и  ( 1 ) - ( 3 )  с х о д и м о с т ь  с о  с к о р о с т ь ю  ^ h 2 +  т 2 j .

5. Постановка третьей краевой задачи и априорная оценка в дифференциальной 
форме. Р а с с м о т р и м  т р е т ь ю  к р а е в у ю  за д а ч у  д л я  у р а в н е н и я  (1)

гд е

I П (0 , t )  =  e 1 ( t )u (0 ,  t )  -  ^ 1 (t ) ,

\ - n ( l , t ) =  e 2 ( t ) u ( l , t )  -  M2 ( t ) ,

0 <  c 0 <  k ,n  <  c 1, |в1, в 2 , г ,  q, rx , kx| <  c 2 , n ( x , t )  =  k ( x , t ) u x  +  5 at (n U x ).

(3 0 )

(3 1 )

Теорема 3. Пуст/ь условия (4), (31) выполнены, тогда для решения задачи (1), (30), (3) спра­
ведлива оценка

yuy W 1W21(0 ’ I) +  D - t a y u x y 2 <  M ( D - t “ ( y f  У2 +  M1 ( t )  +  м 2 ( t ) )  +  yu 0 ( x )y W i ( 0 ’ i ) ) ,

где M  =  c o n s t  >  0 , зависит только от входных данных задачи (1),(30),(3). 
Доказательство. У м н о ж и м  у р а в н е н и е  (1 )  ск а л я р н о  н а  и:

(дatu , ^  =  ( (k Ux) x , ^  +  (д 0’t (n u x ) x , ^  +  (r u x , ^  -  (qu,Uj +  ^ , ^ . (3 2 )

П р е о б р а з у е м  т р е т ь е  и  ч е т в е р т о е  сл а га е м ы е  в п р а в о й  ч а с т и  (32 )

r u x , ^  ^  r u u x d x  <  ~2  ̂ у  u 2d x  +  "2  ̂ у  u X d x  <  -2- (^yuy2 +  y u x y 0

f  l
^ q u , ^  =  q u 2d x  <  c 2 yu|

(3 3 )

(3 4 )

С  у ч е т о м  п р е о б р а з о в а н и й  ( 6 ) - ( 8 ) , ( l l ) , ( 3 3 ) , ( 3 4 )  и з  (3 2 ) н а х о д и м

“  д o ty u y - + 21^ 1 n d 0at (u x ) 2 d x  +  coУ uxУ - <  u n (x ,t )| 0  +  M 1 (y u y 0  +  y u x y 2 ) +  M 2 y f  у0. (3 5 )2  0t 0 2  0

О ц е н и м  п е р в о е  с л а га е м о е  в  п р а в о й  ч а с т и  (35 )

u n ( x , t ) |0 =  n ( l , t ) u ( l , t )  -  n ( 0 , t ) u ( 0 , t )  =  u ( l , t ^ M 2 (t )  -  e 2 ( t ) u ( l , t ^  +

+ u ( 0 , t ^ M 1 (t )  -  e 1 ( t ) u ( 0 , t ^  =  - e 2 ( t )u 2 ( l , t )  +  M2 ( t ) u ( l , t )  -  e 1 ( t ) u 2 ( 0 , t )  +  M1( t ) u ( 0 , t )  <

<  M 3 ( u 2 ( 0 , t )  +  u 2 ( l , t ) )  +  2 (M 2(t) +  M 2 (t))  <  M 4 ( y u y -  +  y u x У2) + 1  (M 2(t) +  M 2 ( t ) ) .



У ч и т ы в а я  (3 6 ) , и з  (3 5 ) п о л у ч и м

1  do“tyuy2  +  1  /  ndo“t (u x )2d x  +  yuxyO <  M 5 y u y W i(o ,i)  +  М б ( у /У 0  +  M 1(t) +  M 2 (t ) ) .  (3 7 )
2 J 0

П р и м е н я я  к  (3 7 ) о п е р а т о р  д р о б н о г о  и н т е г р и р о в а н и я  D —t“ , п о л у ч а е м

y u yw 21(0,l) +  D Qt yux yo <  M 5D Qt yu y w 21(0,l) +

\\2 , .2 m  I ..0f,  ̂ П / ,„̂ ||0
+ М Л  D Q t ^ y / y 2 +  M i(t )  +  M2 ( t ^  +  yuo (x )y  ^^(O,!)

H a  о сн о в а н и и  л е м м ы  [А л и х а н о в , 2010] о ц е п и м  п е р в о е  с л а га е м о е  в  п р а в о й  ч а с т и  (3 8 ). 

П у с т ь  y (t )  =  D -t“ yu y W ,l(0,̂ ) , d o ty (t )  =  y u ( x , t ) y W2l (0,̂ ) , ™ л у

^ 112

чаем

D Q-t“ y u y W i(0 ,i) <  M ^ D Q- o“ ( У / У0 +  M2 (t )  +  M2 ( t ) )  +  y u o (x )y W i (o , i^ .

(3 8 )

(3 9 )

В  си л у  т о г о ,  ч т о  д л я  л ю б о й  н е о т р и ц а т е л ь н о й  ф у н к ц и и  g(t^^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ у е м о й  н а  [0, T ], с п р а в е д л и в о  
н е р а в е н с т в о

 ̂ г ( а  ̂ п - а .D -t o“ g ( t )  <  D Q-t“ g ( t ) , (4 0 )

т о  п з  (3 8 ) с  у ч е т о м  (3 9 ) и  (4 0 ) н а х о д и м  о ц е н к у

yuyW ,i(0 ,i) +  ^ ^ “ yuxyo <  M ( D Q-t“ ( y / У2 +  M 2(t) +  м 2 ( t ) )  +  y u o (x )y W i(o , i ) ) ,  (4 1 )

гд е  M  =  c o n s t  >  0 , з а в и с и т  т о л ь к о  о т  в х о д н ы х  д а н н ы х  за д а ч и  (1 ) , ( 3 0 ) , (3 ) .
П з  (4 1 ) с л е д у ю т  е д и н с т в е н н о с т ь  и  н е п р е р ы в н а я  з а в и с и м о с т ь  р е ш е н и я  о т  в х о д н ы х  д а н н ы х  за д а ч и  

(1 ) ,  (3 0 ) , (3 ) .

6 . У с т о й ч и в о с т ь  и  с х о д и м о с т ь  р а з н о с т н о й  с х е м ы .  Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  за д а ч е  (1 ) ,  (3 0 ) , (3 ) 
п о с т а в и м  в с о о т в е т с т в и е  п а  р а в н о м е р н о й  с е т к е  р а з н о с т н у ю  сх е м у  с о  в т о р ы м  п о р я д к о м  т о ч н о с т и  
н о  ^ и  т :

д 04,-+^У =  К|' ( a j y .s'̂ ) ) x i  +  д 04,-+^ ( Yi y g ) x . +  bi j a j y .,',i) +  a i+ 1 y x',i) — d jy i^ ) +  , ( x , t )  ^  Wh,T, (4 2 )

K o a 1yx'̂ o) +  д о 4, + Д  71У г,И  =  /31У( ^) +  0 .5 к д а4̂ +^yo — М1, t G W t, x  =  0 ,-  ^ , (^) (4 3 )

гд е

^ KN a N y !,,7N +  Д 0̂ j + ^ 7 N y g , ^ ^  =  /32у (у ) + 0 .5 к д 04,+^y N — Â 0, t G Wt , x  =  l, (4 4 )

y ( x , 0 ) =  u o (x ) ,  x  G Wh, (4 5 )

/?1( t j + a ) =  e 1( t j + a ) +  0 .5 h d 0 , /3 2 (t j+ a ) =  e 2 ( t j + a ) + 0 .5 h d N ,

A*1( t j+CT ) =  M1 (t j+CT ) + 0 .5 h ^ 0 , Â O(t j+ст ) =  м O(t j+ст ) +  0 .5 h ^ N ,

У =  г'(o- a) 5^ Cj—,Ŝ )yS ^  п р о и з в о д н о й  к а п у т о  п о р я д к а  a ,  0  <  a  <
s=0

1 .
П е р е п и ш е м  (4 2 ) - (4 5 )  в  о п е р а т о р н о м  ви д е

гд е

Л ( t i + ,  ) у (" ) =

I  да*^+^ У =  л ( t j + ,  ) у (- ) +  д a tj+ ^  ̂ ( t ) y + Ф,

[ y ( x ,  0 ) =  u o (x ) ,  x  G Wh,

^Л у (^ ) =  к (a y ! , '"^  +  6 - ay!,‘" ) +  6+ a (+ 1)yx^) — d y (^ ) , i =  1 , N  — 1 , 

(^) Ъ (" )
_  ( " )  K o a 1yx,G — /31У0 ) . „

Л y ° ) =  , ( i )= 0 ,
л + у ( . )  = —KN aN  yx: ) — e2yN" ) , i = N ,

(4 6 )

^yi =  (Y iy s  ) , i =  1 , N  — 1 , 
2

^ y o =  к  v 1y x,^  ,  i =  0 , 

^+ y N =  — к  ( y n Уг , ^  i =  N ,

Ф =

^  =  ^ i , i =  1, N  — 1, 
2

^  Q =  к/Ъ1, i =  0,

^  T  /Ъ0 , i =  N ,



1
к  =

1 +

К 0 =

0.5h|r| ’ 

1k
1 +  0.5h|ro| 

ko.5
1

KN =
1 + 0.5fe|rN |

fcN- 0.5

, r 0 <  0,

, rN  >  0,

t* =  t j + 1 /2 .

Т е о р е м а  4 .  Пусть условия (4), (31) выполнены, тогда существует такое т̂ ^̂ о̂ если т  <  т 0 
т,о для решения разностной задачи (42), (45) справедлива оценка

|[y j + 1]|W2i(0 ’ i) <  M  |[y 0]|W2i(0 ’i) +  0т*ах ^
\

|- +  м 2 +  м2

где M  =  c o n s t  >  0̂  ^^^шящая от Кит.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  У м н о ж и м  (4 6 ) т е п е р ь  с к а л я р н о  н а  y ( f )  :

A ( < ,+ f  )У ("> ’ У("> + ( f ) + Ф ,у (|) (4 7 )

N ) 0  5 h i  =  0 N  N
гд е  [ u ,V  UiVi^, h ’ [u ,u ] =  [1 , u 2] =  |[u]|0 , (u , v] ^  UjVjh.

i= 0  [ h ,  i =  0 , N , j =1

О ц е н и м  с у м м ы , в х о д я щ и е  в (4 7 )

A a t ,+ „  y , y ( f )
1> -  

>  2 1, A a t ,+ .  ( y 2) (4 8 )

+

A ( t j + f  ) y ( f ) , y ( f ^  =  ( A ( t j + f  ) y ( f ) , y ( f ^  + 0 .5 h y 0 " )A - y 0 " ) +  0 .5hyN ")A + y N ") =  (K (a y ^ f ) ) x , y ( f ^  +

( 6- ay!,f ) , y ( f ) )  +  ( b + a (+ 1)yxf ) , y ( f ) )  -  ( d y ( f ) , y ( f ) )  +  K0a 1yxf0 yof )  -  /31( Уо^ ) ) 2  -  k n a N y ( f )  

- ,S 2 (yN" ) ) 2 =  - ( a y , f ) , (K y ( f ) ) , ] +  ( 6 - a , y ( f ) y ( f ) )  +  ( b + a (+ 1), yx^)y ( f ) )  -  ( d y ( f ) , y ( f ) ) -

- e 1 ( y 0f ) ) 2 -  e 2 ( y ^ ) ) 2 .( f b 2

П р е о б р а з у е м  сл а га е м ы е  в п р а в о й  ч а с т и  (49 )

(4 9 )

+- (a y ,,f ) ,  ( K y ( f ) ) ,  +  (Ь a , y o,f ) y ( f ) )  +  ( ь + a (+ 1), yx^ )y ( f ) )  =  -  ( а к ( 1)’ (y!,f )  )2 -  ( a K g , y!,f )  y ( f )

+  M 1 (| [y ( f ) ]|0 +  УyXf ) ]| - ) ,  (5 0 )

- ( d y ( f ) , y ( f ) )  -  /31(y ° f ) ) 2 -  e'2 (y °f ) ) 2 =  - ( d y ( f ) , y ( f ) )  -  0 .5 h d 0 ( y 0f ) ) 2 -  0 .5 h d N (y °f ) ) 2 -  e 1 ( y 0f ) ) 2 -

^ 6 - a ,y ^ f ) y ( f ^  +  ( b + a (+ 1),y x f ) y ( f ^  <  ^ - ^ K a _ ,  (y ,^ )2

- e 2 (yNf ) ) 2 =  - d, ( y ( f ) ) 2

У ч и т ы в а я  (5 0 ) , (5 1 ) ,  и з  (4 9 ) н а х о д и м  

A ( t j + f  ) y ( f )  , y ( f )  

( f )

-  e 1(y0f ) ) 2  -  в 2 (У̂ f ) ) 2  <  M ^ |[У(f)]| - +  yy;sf)]| 0

< - M з У y ^ f ) ]|- +  M 4 (| [y( f )  ]|0 +  Уy,f ) ]| -) .

A at,+^ ^У’ У =  I A at,+^ ̂ У’ У( f ^  + 0 .5 h y 0 f )  A at,+^  ^- У0 +  0.5hyNf ) A a t ,+ .  ^ + y N =

-  y ;gf ) , A ot. < -  A a t.+ . < -  o0 A
c ^  a

0tj+^ y y , ] l 2 .

Ф , y ( f )  =  ( ^, y ( f ) ) +  0 .5 hy0f ) ^ +  0 .5 hy( f  ) ^ +  =  [^, y ( f ) ] +  М1 у0^) +  М2У°| ) <

< M 5 ( |[y ( f ) ] |0 +  yy,8f ) ] |0)  +  M 6 ( |[^ ] |0 +  м12 +  м22)  .

П р и н и м а я  в о  в н и м а н и е  п р е о б р а з о в а н и я  ( 4 8 ) - ( 5 4 ) ,  и з  (4 7 ) н а х о д и м

(5 1 )

(5 2 )

(5 3 )

(5 4 )

A 0t. y l|W21(0 ’ I) +  M 3 yy5;f)]| 0 <  M 7 |[y(f)]|W21(0’I) +  M 6 ( |[̂ ]|- +  м 2 +  м 2) ,  (5 5 )

гд е  |[y ]|W2i ( 0 ’ i) =  |[У]|- +  уУ г]|-.

к =

a



И з (5 5 ) н а  о сн о в а н и и  л е м м ы  3 [Б е ш т о к о в , 2018] н а х о д и м  о ц е н к у

( )
|[y j + 1]|W l(0 ,i) <  |[y 0]|W ,i(0 ,i) +  omj*axj  ( |[̂ j ' ]|0 +  м 2 +  м 2) (5 6 )

гд е  M  =  c o n s t  >  ^ ^ ^ теящ а я  о т  ^  и  т .

( )
(4 2 ) ,  (4 5 ) ,  a  т а к ж е  в си л у  л и н е й н о с т и  за д а ч и  (1 ) ,  (3 0 ) ,  (3 )  с х о д и м о с т ь  с о  с к о р о с т ь ю  +  т 2j .

7. Алгоритм приближенного решения разностной задачи, аннроксимирующей тре­
тью краевую задачу для обобщенного модифицированного уравнения влагонереноса.
П р и в е д е м  р а з н о с т н у ю  сх е м у  (4 2 ) - (4 5 )  к  р а с ч е т н о м у  в и д у  д л я  п р и б л и ж е н н о г о  р еш е н и я . Т о г д а  у р а в ­
н ен и е  (4 2 ) п р и в о д и т с я  к  сл ед у ю ш ,ем у  в и д у

А .у| + 1  — C i y j + 1 +  В .у | + ! =  — , i =  ^ ^ — Г , (5 7 )

гд е

1 Q ̂ (« ," ) ,̂ 1 Q ̂ (« ," )т   ̂ , , , т c
A i =  т a к i 'a j  +  Yi p ( 2 —0 a ) — т h a b - j a i , B i =  т a к j a j+1 +  Yi+1 p ( 2 —0 a ) +  т h a b ++j a i + l ,

т  1Q a c (a ," )
C i =  A i  +  B i +  h 2 +  т a h od j,

i ( 2  — a )

т  1 Q a j  Q 1 . N
=  а а .у ^  1 — C C i y j  +  B B iy j+1  +  к 2т^ ^  — h 2 ^  c ( “ ,; ) (y s + 1 — y s ) +

( ) s =  0

+  r (2  -  a ) c j - S ' ) ( ( Yi + 1y i + 1) +  — (7 i+ 1 y i+ 1 ) )  —

— r ( 2  -  a ) ^  Cj - ," ) ( ( (Yi +  7 i+ 1 )y i )  +  — ( (7 i +  7 i+ 1 )y i )  )  +

+  Г ( 2 -  a ) E cJ - s " ^ (Y iyi Q 1) S+ 1 — (Y iyi Q 1) ^ ,
s=0

т 1 Q « c (a," )
A A i =  т (1 — a)Kj'aj — Yi r (2  0 ) — тк(1 — a)b- Jai ,i (2 — a)

т 1qac(a," )
BBi =  т (1 — a)K Ja;J+ 1  — Yi+ 1  r (2  0 ) +  тк(1 — a)b++Jai+1 ,

i (2 — a)

т l - a c(« ," )
CC i =  A A i +  B B i — h2 —0— —̂ + т (1 — a)h0d;i'.1 (2 — a)

К р а е в о е  у сл о в и е  (4 3 ) п р и н и м а е т  в и д
У0 =  К1У1 +  М1, (58)

гд е
I T С0т a к oal +

к 1 = i T1 — a c(a,^) —i r, T1 — a c(a,^)
T a K 0 ai  +  Y 1 ^ (0 :° „ )  +  a h т в  ̂ +  0 .5 h 2  ^ (0 :°a)

м 1 =
  _ _ _ т  1 — a c (a ,"^  ̂ . т  1 — a c (a , " )

м 1к т  — (1  — a ) h т /3 ly j  +  т (1  — a )K oa 1 ( y i — y o ) — Y 1 0— ^ ( y i — y o ) +  0 .5 h 2 0— ^ y o —
i (2  — a )  i (2  — a )

—0 .5 h 2 r ( 2 - a ) Co - ,S') ( yS+ 1 — yS) +  r ( 2 - a ) Co - ,S '^ ( Y 1 y 1 ) s+ 1 — ( Y 1 y 1 ) ^  —
s= 0   ̂  ̂ s= 0

— r ( 2 - a ) E co- ,S'^ ( Y 1y o ) S+ 1 — (Y1y o ) '
 ̂  ̂ s= 0

т 1- a c (a ,"^ т 1- a c (a ," ) 1
т a к o a i  +  Y 1 r ( 2  0 ) +  a h т в ^  +  0 .5 h 2 r ( 2  0 )

1 i ( 2  — a )  1 i ( 2  — a )



К р а е в о е  у сл о в и е  (4 4 ) п р и н и м а е т  в и д

yN  =  K 2y N - 1  +  М2 , (5 9 )

гд е
_ 1- a c(a, )̂I ' Co

т a к N  aN  +  Yn  Г(2 - а )
к 2 = „■ т 1- a c(“ ,^) —■ 1- a c(“ ,^) ’

т a к N  aN  +  YN r (2 -°a) +  стКт/3;^ +  0 .5 h 2 r (2 _°a)

м 2 =
  _ _ _ т  1 — a c (a ’ f )

м 2К т -  (1  -  f f ) h т /32y N -  т  (1  -  ^ ) k N a N ( y j  -  y j _  1) +  YN ^ T T " 0— Г  ( y j  -  y j - 1 ) +i (2  -  a )

т  1 —a c (a ’ f )  т  1 —a j  —1 ,

+ 0 .5h 2  yN  -  0 .5 h 2  0 ) 0̂0— cj -  (yN+ 1 -  yN )̂ -

- 1—a j —^ Ч s +  1
-  r ( 2 -  a ) ^  c0- ’S '^  (Yn yN  ) s+ 1 -  ( Yn yN  ) 0 +Г (2  -  a ^ 0

1—^  (a ’ f )

s=0

j  —1

+  P ( 2 _  a ) ^  Cj - ’S'^ (yn y N —1) s +  1 -  (yn y N —1) " )
( ) s=0

j т  c 0
т a к N aN  +  Y^^TT,-------- Г +i (2  -  a )

+аКт/3;^ +  —
h 2 т 1—a c 0a ’f )  1

2 Г (2  -  a )

Т а к и м  о б р а з о м , с  у ч е т о м  (5 7 )^ (5 9 ) , р еш ен и е  р а з н о с т н о й  с х е м ы  (4 2 ) - (4 5 )  м о ж н о  н а й т и  м е т о д о м  
н р о г о н к и .

8. Заключение. В  р а б о т е  и с с л е д о в а н ы  н а ч а л ь н о -к р а е в ы е  за д а ч и  с  у с л о в и я м и  п е р в о г о  и  т р е ­
т ь е г о  р о д а  д л я  о б о б щ е н н о г о  м о д и ф и ц и р о в а н н о г о  у р а в н е н и я  в л а г о п е р е н о е а  с  д р о б н о й  н о  в р е м е н и  
п р о и з в о д н о й . Н а  р а в н о м е р н о й  с е т к е  п о с т р о е н ы  р а з н о с т н ы е  сх е м ы , а п п р о к с и м и р у ю щ и е  э т и  за д а ч и . 
Д л я  р е ш е н и я  э т и х  за д а ч  в п р е д п о л о ж е н и е  с у щ е с т в о в а н и я  р е г у л я р н о г о  р е ш е н и я  п о л у ч е н ы  а п р и о р ­
н ы е  о ц е н к и  в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  и  р а з н о с т н о й  ф о р м а х . И з  э т и х  о ц е н о к  с л е д у ю т  е д и н с т в е н н о с т ь  и 
н е п р е р ы в н а я  з а в и с и м о с т ь  р е ш е н и я  о т  в х о д н ы х  д а н н ы х  за д а ч и , а  т а к ж е  с х о д и м о с т ь  с о  с к о р о с т ь ю  
O ( h 2 +  т 2 ) .
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