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Abstract. Method of similar operators is a useful tool for studying the spectral properties of various classes of 
perturbed differential operators. In this paper, we exhibit a modification of the method which applies for a large 
class of operators. In particular, the spectrum of the unperturbed operator is not assumed to have increasing 
lacunas, which is a typical assumption for Hill operators. The method is presented in terms of the operator 
matrices. It can be used, for example, for first order differential operators with an involution, Dirac operators.
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1. Введение. В серии работ А. П. Хромова и М. Ш. Бурлуцкой (см. [Бурлуцкая, 2014], [Бурлуц- 
кая, Хромов, 2014] и библиографию в них) изучались спектральные свойства дифференциальных



операторов первого порядка с инволюцией и гладким потенциалом. Рассматривались различные 
места нахождения инволюции: при производной или при потенциале, а также различные краевые 
условия. Указанные операторы сводились к оператору Дирака. Другим, альтерпативпым, методом 
получения спектральных характеристик является метод подобных операторов. С его помощью по
лучены результаты работ [Баскаков, Дербушев, Щербаков, 2011], [Баскаков, Ускова, 2018], [Ускова, 
2019], [Baskakov, Krishtal, Uskova , 2018], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. Однако в этих работах 
не было построено общей модификации метода подобных операторов, пригодной для применения к 
дифференциальным операторам первого порядка, как с инволюцией, так и других. Например, опе
раторов Дирака или иптегро-дифференциальных операторов первого порядка. Такая модификация 
появилась в [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. Но она опять получилась достаточно общей попыткой 
уложить в одну схему дифференциальные операторы, и первого и второго порядка, а также теорию 
расщепления линейных операторов. Поэтому необходимость появления общей и одновременно про
стой модификации метода подобных операторов, в которую идеально ложились дифферепциальпые 
операторы первого порядка с инволюцией и операторы Дирака, осталась. Именно такая модифика
ция и приводится ниже в данной работе. Еще раз подчеркнем, что данная работа не есть перевод на 
русский язык статьи [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019], хотя, безусловно, они имеют много общего. 
Главное их отличие в том, что в [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019] -  более общая схема, а в данной 
работе -  конкретная.

Все результаты исследования удобно в нашем случае проводить и формулировать в терминах 
операторных матриц рассматриваемых операторов.

Данная статья состоит из трех частей, перед читателем находится первая часть, состоящая из 
теоретических результатов. Во второй и третьей части будут собраны конкретные примеры при
менения общей схемы. Заметим, что они также отличается от работы [Baskakov, Krishtal, Uskova, 
2019].

Перейдем к конкретной постановке задачи.
Пусть ^  ^ гильбертово пространство, и J -  некоторое непустое под

множество из  ̂ линейный замкнутый оператор A  : D (A ) С
H  ^  область определения D(A^^ ^тектр ст(А) и резольвентное множество
р(А^  ̂ ^^^^ють замкнутое отделенное подмножество из ^(А ). На
помним [Руднн У. 1975], что оператор А : D (A ) С H  ^  ^  ^^мальным, если D (A ) =  H
и для оператора A* : D (A *) С H  ^  ^  условия: D (A ) =  D ( A * ^  ^Ax^ =  yA*x^ для
всех x G D (A ).

Пусть оператор A имеет полупростые собственные значения A „,n  G J, конечной кратности, не 
превосходящей некоторого числа N0 G N. При этом всюду в статье считается выполненным условие

d is t({A „} ,a (A )\ {A „})  >  в >  0 (1)

(условие разделеппости спектра оператора А). Отметим, что из этих условий вытекает компакт-
A

Далее, для n G 1, символом
Pn =  P  ({A n },A ) (2)

обозначим проектор Рпсса, построенный по одноточечному спектральному множеству
=  {An} ,n  G 1̂  ^^^^^пность ортогональных проекторов {P n,n  G 1}

образует дизъюнктную систему операторов, являющуюся разложением единицы, т. е. PmPn =  0 
нри m =  X^nej Pnx =  f e y  словно для любого x G H.

Далее символом LA(H ) обозначим банахово пространство операторов, подчиненных оператору 
А. Линейный оператор B  : D (B ) С H  ^  ^  ^^^теем к £ A(H^  ̂ тели D (A ) С D ( B ^  ^Bx^ < 
C (^x^ +  yAx^^  ̂ всех x G D(A^ ^ ^^^оторого C  >  0. Обычно, без ограничения общности, полагают 
D (B ) =  D(A^^ ^ ^ м а  в £ a (H  ̂ формулой: ув уА =  in f{C  >  0 : ^Bx^ <  C(^x^ +  ^Ax^) для
любого x G D (A )}.

Символом End H  будет обозначаться банахова алгебра ограниченных линейных операторов, дей
ствующих в  ̂ тормой y X У =  sup yX xy ,x  G H, X  G E nd^^ ^^^^^апство E n d H  непрерывно

|x|<1

вложено в £ a ( H телп D (A ) =  H.
Символом ^ ^^^^^ствеппый оператор в End ^ ^^^^волами Ik, k G 1 ,I (m^ m G Z + -

тождественные операторы в подпространствах Hk =  Im Pk,k G H(m) =  Im P(m)̂  щ е P(m) =  
Pj, m G Z+, соответственно.

|i| <m,ieJ
Отметим, что принадлежность оператора ^  ^^^^^апству L a (H) означает ограниченность опе

ратора B (A  -  A I)a  ̂ каждого A G p(A^  ̂ этом в L a (H) можно ввести эквивалентные нормы, 
положив yByA =  yB(A  -  A I)- 1 y  A G p (a ).



В работе рассматривается оператор A  — щ е B  G L a (H ). Дополнительные условия на опера
торы ^  и ^  ^ртведены в ^  ^тератору A — B применяется метод подобных операторов
[Баскаков, Ускова, 2018], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2018], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. В ос
нове метода лежит преобразование подобия исследуемого оператора к оператору вида

.4 =  A  — P („)Y P („) — Е  P iY P i,n  G Z+ =  Z  U {0 }, (3)
|i|>n,iеJ

Y
дробности см. в §3, онератора Л из формулы (3) заключается в том, что подпро
странства H k, |k| >  n, k G ^ и H(n), n G Z+, являются для него инвариантными.

A —B A
B

Метод подобных операторов имеет давпюю историю [Баскаков, 1983], [Баскаков, Дербушев, 
Щербаков, 2011] и применяется для исследования различных классов дифференциальных и раз
ностных операторов (см. [Баскаков, 1983], [Баскаков, Дербушев, Щербаков, 2011], [Баскаков А. Г., 
Поляков Д. М. 2017], [Баскаков А. Г., Ускова Н. Б. 2018], Гаркавенко, Ускова, 2017. В данной работе 
приводится модификация метода подобных операторов для певозмущеппого оператора у которого 
собственные значения «не разбегаются», в отличии от, например, работы [Баскаков, Поляков, 2017]. 
Это создает определенные трудности в применении метода подобных операторов. Поэтому прихо
дится вводить некоторую весовую последовательность, отвечающую за скорость убывания матрич
ных элементов оператора по строкам и по столбцам и получать условия применимости в терминах 
этой последовательности. Впервые весовая последовательность была введена в [Баскаков, Дербу
шев, Щербаков, 2011], результаты статей [Баскаков, Ускова, 2018], [Ускова, 2019], [Baskakov, Krishtal, 
Uskova, 2018], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019], также получены с её использованием.

A B
ной матрицы и матрицы операторов [ Баскаков А. Г., 1997], [Baskakov., Krishtal, 2014], [Baskakov, 
Krishtal, Uskova, 2019], соответствуюш,пе некоторому разложению единицы проекторами { E j , j  G J}.

Определение 2.1. Операторной матрицей X  =  (X ij )i,jе  ̂ отображение X  : J x
J ^  EndH^ ^^^^^торная матрица X  =  (X ij ) ассоциирована с разложением единицы
{ E j , j  G J}^ X ij =  P iX ijP j  i, j  G J.

Определение 2.2. Матрицей оператора X  G L a (H ) относительно разложения единицы про
екторами { P j , j  G J}  ̂ шзывается операторная матрица X  =  (X ij ),
для которой X ij =  PiX P j, i, j  G J.

Определение 2.2 корректно, так как PiX P j G E ndH , i, j  G J.
X  { Pj , j  G J } ,

деляет оператор X  : D ( X ) С H  ^  H. При этом предполагается, что область определения опе- 
X  X  X

{ Pj , j  G J}
ратор X  : D (X ) С H  ^  ^^^^гая что x  G ^  ^^^^адлежнт D (X  ̂ и X x  =  у G H , если

Y1, X nmx =  XnmPm^ СХОДИТСЯ К ЧТО если X  G La (H ), то его матрица
n,mеJ n,mеJ
(X ij ), i, j  G Ĵ  ^^^^^ш,ийся расширением оператора X . Также заметим что, из
равенства операторной матрицы пулю следует, что соответствуюш,ий оператор из LA(H ) пулевой. 
Кроме того, матрица (A ij ) , i ,  j  G Ĵ  оператора ^  ^^^^^^альпа и A ii =  Ai/ i ,i  G J,
A ij =  0 i =  j.

В настоящей работе все доказательства и результаты будут формулироваться в терминах мат
риц рассматриваемых операторов. Для простоты мы будем отождествлять оператор с его матрицей 
относительно введенной формулой (2) системы спектральных проекторов (проекторов Рисса) певоз- 

A
Далее нам потребуется понятие диагоналей оператора X  G L A( H ^ ^ ^ ^ торы  X p G L A(H ),p  G

(Xp)ij 4 X ij i - : ; = p ’[ 0 , i — j  =  p.

Матрицы X^ ^^товем ^^^^^^^ями оператора ^  из L a (H ).
Пиже нами будет использоваться двусторонний идеал © 2 (H ) С E n d H  операторов Гильберта- 

Шмидта. Через УXУ2,X  G © 2 (H ) обозначим норму Гильберта-Шмидта.
Отметим, что для ^  из © 2 (H ) его норму Гильберта-Шмидта можно выразить через норму 

матричных элементов формулой
y х У2 =  Е  УXijУ2 . (4)

i,jеJ



Нужные нам свойства идеала © 2 (H ) можно найти в [Гохберг, Крейн, 1965], [12].
A B

метода подобных операторов.
Напомним, что спектр а(А^ ^^^^тора ^  в виде ст(А) =  U {A „ }. Полупростота

neJ
собственных значений An,n  G 1 означает, в частности, выполнение равенств

APn =  A„P„, n G 1. (5)

Далее будет считаться всюду выполпеппым условие:

su^ ^  |Aj -  An| 2 <  то. (6 )
ieJ neJ/{i}

Отметим, что условие разделеппости спектра (1) пепосредствеппо вытекает из (6 ).
Также считаются выполпеппыми следующие условия:
1)

Е  yBi*y2 <  то; (7)
ieJ

2)

3)

Е  y B j j У2 ,о ; (8 )
^  (Aj -  A j)2i,jeJ ,i=^  j

E
i,jeJ

Е

2

B »iB ij <  то;
2ieJ,i=j A| -  Aj

4) для любого e >   ̂ такое число Â  G р(А ), что

yB(A -  A ,I ) - 1 y < e . (1 0 )

В некоторых случаях мы не будем проверять выполнение условия (7) (см. замечание 4.1).
A B

или предполагались в работах [Баскаков, Дербушев, Щербаков, 2011], [Баскаков., Ускова, 2018],
[Криштал, Ускова, 2019 ], [Ускова, 2019], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2018], [Baskakov, Krishtal,
Uskova, 2019].

B
Ш мидта © 2 (H ) необходимо и достаточно выполнение условия

Е  yBij У2 <  ТО. ( 1 1 )
i,jeJ

Нри этом условия (7)-(10) выполняются автоматически и их проверка не проводится.
B 0

гональю оператора ^^^^адлежит © 2 (H ) опять же в силу (4). Но поводу формул (8 ), (9) см. 
замечание 4.2.

3. М етод подобных операторов. Абстрактная схема. Различные преобразования подобия 
широко используются в математике, начиная с приведения конечных матриц к диагональной форме. 
История и обзор операторов преобразования изложены, нанример, в работе [Ситник, Шишкина, 
2019].

Определение 3.1. Линейные операторы, f i  : D ( f i )  С H  ^  ^  и £ 2  : ^ (£ 2 ) С H  ^  H  назы
ваются подобными, если существует непрерывно обратимый оператор V  G E n dH , такой, что 
V D (£ 2) =  D ( f 1^  £ 1V x =  V £2x, x G D (£ 2)̂  ^^^апю р  V  называется оператором преобразования 
оператора  ̂ ^^^атор £2  ̂ ^^^ат ор  V  также иногда называют сплетающим, оператором.

Подобные операторы интересны и широко используются в связи с тем, что зная спектральные 
свойства одного оператора, можно получить соответствуюш,пе свойства другого оператора.

Лемма 3.1. Пусть операторы £ 1 : D (£ 1) С H  ^  ^  и £2 : D (£ 2 ) С H  ^  ^  и £ 1 V  =  V £ 2 .
Тогда:

1) их образы Im£^ и Im£^ щвенством  Im £i =  V (I m f2 )j'
2) их спектры a (fi^  и a ( f 2  ̂ п̂о ^ ( f i )  =  ^ (E2 );
3) пусть  ̂ ^ вектор onератора £2 6  =  Â  ̂ Ve ^  собственный вектор

оператора ем f iV e  =  AVe;



4) пусть Q G End H  -  спектральный проектор, построенный по некоторому спектральному 
множеству ^ ^^^щтора проектор <5 G E n d H , построенный по спек
тральному множеству ^ ^шратора f  1 , определяется равенством

(Q =  V Q V - 1 .

Немного затронем вопросы истории метода подобных операторов. Первоначально этот метод 
предложил К. О. Фридрихе [Дапфорд, Шварц, 1974] для исследования возмущенных самосопряжен
ных операторов с непрерывным спектром (метод Фрпдрнхса). Р. Тернер развил метод Фридрихса 
(см. [Дапфорд, Шварц, 1974]) для операторов с дискретным спектром. А. Г. Баскаков продолжил 
развитие метода Фрпдрпхса с учетом пдей Пуанкаре, Крылова, Боголюбова (см. [Баскаков, 1983], 
[Баскаков, Поляков, 2017], [Баскаков., Ускова, 2018]. В работах [Баскаков, 1985], [Баскаков, 1999] 
показана связь метода подобных операторов с заменой Крылова-Боголюбова. Отметим также, что 
метод подобных операторов имеет множество разновидностей. В данной работе основные положения 
метода будут излагаться в соответствии с [Баскаков, Ускова, 2018].

Мы далее будем называть трансформатором (термин М. Г. Крейна) оператор, действующий в 
пространстве операторов.

Основным понятием метода подобных операторов является понятие допустимой (для певозму- 
щепиого оператора) тройкп. Она состоит из пространства M  допустимых возмущений и двух транс
форматоров J  G End ̂  и Г : M  ^  End H.

О п редел ен ие 3 .2 .[Баскаков, Ускова, 2018] Для оператора ^  ^ ^ й к у  (M , J, Г) назовем допу
стимой тройкой и M  пространством допустимых возмущений, если выполняются следующие 
условия:

1) ^  ^ со своей нормой У • У̂  ̂ вложемкое L a (H ), т. е.
существует постоянная с >  0 ч то УX Уа <  c y х  У̂  любо го X  G M ;

2) ^ и Г ^ трансформаторы и J 2 =  J;
3) ( r X )D (A )  С D(A)^ оператора ^  ^^^^транства M  выполнено равенство

A r X x  — r X A x  =  (X  — J X  )x, 

для каждого вектора x G D(A^^ то го, Y  =  r X  -  единственное решение уравнения

A Y  — Y A  =  X  — JX ,

J Y  =  0;
4) для любых операторов ^  u Y  из ^  ^ ^ ^ т ор ы  X  rY , ( r X  )Y  ^^надле жат M . Кроме 

того, существует постоянная y >  0 , которая удовлетворяет, неравенствам

УГУ <  Y m a x {y х  r Y  У*, У(ГX )Y  У*} <  7 УX У*УY У*; (13)

5) для всех X ,Y  из M  J ( (Г X )J Y ) =  0,
6) для любого оператора X  G ^  ^ ^^^швольного е >  0 число А ,̂ которое принад-

р( A)

УX(A — А ,/) - 1 У < е . (14)

Замечание 3.1. Согласно [Баскаков, 1983] условие 6) можно сформулировать так: для любого
X  G M  / т Г X  С D ( A ^  A Г X  G E ndH .

Пусть тройка (M , J, Г  ̂ ^  ^^^^^^тамая тройка для оператора A.
Теорема 3.1. [Баскаков, Поляков, 2017] Пусть B  G M  и выполнено неравенство

УJУУВУ*7 < 0.25, (15)

то возмущенный оператор A  — В оператору A  — JX ^ ^ (?e  X* G M  есть решение опера
торного уравнения

X  =  B Г X  — (Г X  )(J B ) — (Г X ) J  (B Г X ) +  В  =  Ф (X ). (16)

X* Xo =  0, X 1 =  B,  
разование подобия оператора A  — ^   ̂ ^шратор A  — JX* осуществляет обратимый оператор
/  +  ГX* G End ̂  и Г X  * G ^^^^щ ж ение Ф : M  ^  M  является сжимающим в шаре
{ X  GM* : УX — BУ* <  3УBУ*}.

B
мущенпй. В этом случае удобно сначала сделать предварительное преобразование подобия данного 
возмущенного оператора A — ^   ̂ оператор A — B ^ д e  B  элемент М .



Предположение 3.1. Для оператора B  G L a (H ) и пространства допустимых возмущений 
^  опера торы M, N  G End H  удовлетворяющие условиям:

1 )УЖУ <  1 ;
2 )N D (A ) С D (A );
3)BN , N M  G M ;
4 )A N x -  N A x =  B x -  M x ,x  G D (A );
5) для любого e >  0 число Â  G p(A^ что yB(A  -  A^I)- 1 y <  e.
Теорема 3.2. [Баскаков, Поляков, 2017] Пусть предположение 3.1 имеет место. Тогда опера

тор А  -  ^  оператору А  -  M  -  C ^ ,де  C  =  (I  +  N ) - 1 (B M  -  N M ) и справедливо р)авенст,во

(А -  B )( I  +  N ) =  (I  +  N )(А  -  M  -  C). (17)

Замечание 3.2. Отметим, что если ^  ^ идеал в E n d ^ ^ o  C  G M . Если, более
того, и M  G возмущеиие M  +  C  также принадлежит пространству допустимых
возмущений M .

Замечание 3.3. В [Баскаков, Поляков, 2017] и других работах, например, в [Baskakov, Krishtal, 
Uskova, 2019], Предложение 3.1 и теорема 3.2 сформулированы в других терминах.

В заключении параграфа сформулируем теорему, позволяющую ослабить условие (15) в частном 
случае JB  =  0.

Т еор ем а  3.3. Пусть B  G ^  и JB  =  0. Тогда если

3 y j yyB y*7<  1 ,

то оператор А  -  ^  оператору А  -  JX^ ̂ (?е X* g M  -  решение нелинейного операторного
уравнения

X  =  B r X  -  r X J ( B r X ) +  B,

X 0 =  0, X 1 =  B, . . . .
4. Предварительное преобразование подобия. В рассмотренном нами случае в качестве 

пространства допустимых возмущений удобно брать идеал операторов Гильберта -  Ш мидта M  =  
© 2 (H  ̂ ^^^^^анство, определенное в общем случае B G © 2 (H ), и
поэтому необходимо сделать предварительное преобразование подобия оператора А -  B, B  G L A(H ) 
в оператор А -  щ е Q G © 2 (H ).

Важно отметить, что если ^  ^^^^^даежит идеалу © 2 (H ), то предварительное преобразо
вание подобия не требуется.

Подчеркнем еще раз, что основное и предварительное преобразования подобия мы будем строить 
с использованием матриц операторов, причем операторы часто будут отождествляется со своими 
матрицами. Подход к предварительному преобразованию подобия, изложенный ниже, отличается 
от [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019].

M N
подобия, своими матрицами, положив M  =  (M jj) ,N  =  (N jj),i, j  G 1 где

M ‘ j = : j ’ ^ - j H r ; = j . = j  ™

Наряду с операторами ^  и ^  ^^^^^довательпости операторов M (” ^  N (n), n G
Z+ , положив

M i” ) =  < B *j ,i  N(") /  AB \7 ,i  =  ^  min(|i1, |j|) >  n, . .B jj, max{|i|, |j|}< n, Nj ) ^  ^* ;̂ (19)
0 , ,

0 , ,

N (0) =  N  M (0) =  M  M (n) -  M  N (n) -  N
Операторы M  N  N (n^  M (n^ n G Z+ , есть операторы Г ильберта -  Шмидта. Действительно,

yM у2 =  Е  yBiiy2 <  то, (2 0 )

2 ^  ^  yB jjУ2
2 Ь  |Aj -  A j|2

(21)
. . . . , . |Ai -  Aj гj,JeJ,i=J



Также очевидно, что

и, следовательно,

(B N )ij ^  ^  А ^ ^  (22)
геJ,г=j Al Aj

УBNУ2 =  Е  У Е  У2 <  ж . (23)
i,jеJ ^=j, е̂J : j

Таким образом операторы N, M, B ^  ^^^^адлежат © 2 (H ).
Посчитаем матричные элементы коммутатора A N  — N A ; учтем формулу (5):

P i(A N  — N A )P j =  (Ai — Aj)Nij ^  B ij, i =  j,
0 , i =  j.

Матричные элементы коммутатора A N  — N A  совпадают с матричными элементами матрицы 
B — е. A N  — N A  =  B — ^^^^жем, что N (D (A )) С D(A)^ ^ ^ т ь  A0 G p(A), x G D (A ), тогда

x =  (A  — Ao1  ) - 1y, у e  H,

N  (A — A o/)-■ у =  Е  (A Pr ) ( A "  A '  =
„,mеJ,n=m (Am — A" )(A"  — Ao)

PmYPn V -  PmYPn
Е , (Am — An)(Am — Aô  , (Am — Ao)(An — Ao)n,mеJ,n=^  ̂ n,mеJ,n=m

=  (A — Ao/ ) - 1  N y +  (A — A o /)- 1 (B  — M )x  =  (A — A o/)- 1 (N y +  (B  — M )x ) G D (A ).

Для операторов ^  и N  выполнены все условия предположения 3.1. Напомним, что условие 5) 
предположения 3.1 есть условие (9) на оператор B

Заметим, что элементы матрицы оператора B (A  — A ,/) -  ̂ вид j ,  i, j  G J  A, G p(A).
Далее также будет использоваться следующая простая
Лемма 4.1. Для любого оператора X  G © 2 (H ) имеет место равенство:

lim УX — P („)X P („)У 2 =  0 .n—то  ̂ ^

Из теоремы 3.2 и леммы 4.1 вытекает
Теорема 4.1. Есть такое целое к >  0̂  оператор A — B подобен оператору

A — M (k) — C (k) =  A  — Q; C (k) =  ( /  +  N  (k)) (B N (k) — N  (k)M (k)),

g(?e C (k),N (k),M (k),N (k)M (k) G © 2 (H ) M имеет место равенство

(A — B ) ( /  +  N (k)) =  ( /  +  N (k))(A  — Q ),Q  G © 2 (H ).

B M  
идеалу © 2 (H ), в некоторых случаях можно обойти.

Приведем простой пример.
Пусть B^ отератора ̂  возмущепия формулой Bo =  bo/, bo G
^ г д а  M o =  bo/  G © 2 ( H ^  отнесем оператор bo/  к невозмущенному оператору.

A A — bo/ M  =  0
M  B N

ты которых определены формулами (18) и (2 2 ) соответственно, принадлежат идеалу операторов 
Гилберта-Шмидта © 2 (H ). Поэтому в некоторых случаях удобнее вместо проверки неравенств (20) 
и (23) проверять принадлежность соответствующих операторов идеалу © 2  (H ). В таком случае усло-

B
проверяются.

5. Построение допустимых троек. В этом параграфе будут построены два различных семей
ства допустимых троек для невозмущенного оператора ^   ̂^^^^щеннем ^  вдеала © 2 (H ). Если у 
невозмущенного оператора ^  «разбегаются», т. е. lim d ist({A „ } ,a (A )\ {A „ }) =n—то

норма УQУ2 возмущения достаточно мала, то в качестве пространства допустимых возмуще
ний можно использовать © 2 ( H ^  более «узкие» пространства M q ,

§5.2



5.1. П остр оен и е  п ер вого  сем ей ств а  д оп у сти м ы х  тр оек  (© 2 (H ), Jm, Гт ). В этом пунк
те в качестве пространства допустимых возмущений M  выступает идеал операторов Гильберта ^ 
Ш мидта 6 2 (H  ̂ ^ гебр ы  E nd^^ ^то можно считать А обратимым оператором, иначе,
вместо ^  ^^^^^^^^ивать оператор А -  ^I, ^ G р(А^  ̂ тройки для ^  и А -  ^ I
будут одинаковыми.

Поскольку © 2 (H ) С E n d H  С L a ( H ™ еем yXxy =  yX A -1 Axy <  y X A A iy||Axy, 
X  G 6 2 (H ),x  G D(A^^ образом, yX yA <  y X A A iy.

Перейдем к построению трансформаторов J, Г G E nd(6 2 (H )).
Для X  G © 2 (H^ ^^нсф орматоры  J ^  и r X  матрицами:

(J X  )jj =  l X jj ,i  =  j ,  (24)
l 0 , i  =  j,

Хг - .
1 0 , i =  j .

1 Xi; i =  j
( r X ) i j  ^  ХгАХ;, , =  j ,  (25)

Очевидно, что J X  ^  PnX P n ^ безусловно сходится в 6 2 (H ), y J X У2 =
neJ

E  yPjXPjy2 <  y X У2̂  из X  G 6 2 (H^ что J X  G 6 2 (H ).
ieJ

Покажем, что r X  G 6 2 (H^ дая X  G 6 2 (H ).
Действительно,

y r X y 2  =  yX- j y2 <  в 2 "X y2 , <■*'i,jeJ,j=^ j  i,jeJ,j=j

где e  определено формулой (1 ).
Т еор ем а  5.1. Тройка (@ 2 (H ), J, Г  ̂ тройкой для оператора А.
Д ок а за тел ь ств о . Доказательство теоремы аналогично доказательству леммы 3.5 из [Baskakov, 

Krishtal, Uskova, 2019].
Наряду с трансформаторами J, Г G E n d(@ 2 (H )), введем в рассмотрение семейства трансформа

торов Jk, rk G E n d(@ 2 (H )),k  G Z + , формулами

JkX =  P(k)XP(k) +  Е  P iX P i,X  G 6 2 (H ) (27)
|j|>k,ieJ

r k X  =  r X  -  P(k)rXP(k) =  r ( X  -  J k X ) ,X  G 6 2 (H ), (28)

при этом J0X  =  J X , r 0X  =  ^ ^ ^ а тор ы  Jk^  и r kX , k G Z+, определены корректно, все выше
описанные ряды сходятся в 6 2 ( H тао операторы J X  -  JkX  r X  -  r kX  есть операторы 
конечного ранга. Поэтому имеет место

Т еор ем а  5.2. Тройка (6 2 (H ), r kX , JkX ) ^^^^^^имой для оператора А  тройкой при
любом к G Z+.

Пз теоремы 5.1 и теоремы 3.1 следует 
Т еор ем а  5.3. Пусть оператор Q такой, что

уду 2 <  4 .  (29)

Тогда оператор A - Q  оператору А - JX* =  А - ^  X ^  V  G 6 2 (H ), имеющему диагональную
операторную матрицу. Имеет место равенство

(А  -  Q )(I  +  rX * ) =  (I  +  r X * )(A  -  V ),

где оператор X* G 6 2 (H ) есть решение нелинейного операторного уравнения (16).
Отметим, что довольно жесткое условие (29) можно снять в том случае, если собственные зна- 

A

lim dist({An}, a (A )\ {A „}) =  то. (30)n—

Тогда рассматривается тройка (6 2 (H ), Jn, Гп  ̂ ^ ^^жтанта 7 , аналогично (26), оценивается следу
ющей величиной

Y =  Yn =  (d ist({A n },a (A )\ {A n }))A i,



при этом очевидно, что величину 7 „  можно сделать малой.
Т еор ем а  5.4. При выполнении условия (30). Существует такое m G Z^^ тератор A  — Q

подобен оператору блочно-диагонального вида A  — Y u

(A — Q ) ( /  +  ГmX*) =  ( /  +  Гm X*)(A  — Y ),

Y, X * G © 2 (H ) X * 
форматорами Jm, Гт  G E n d(© 2 (H )), определенным формулами (27), (28).

Из теорем 5.3, 5.4, 4.1 вытекает
A — B

A — Y, Y  G © 2 ( H)
A —B A —Y

( /  +  M  (k)) ( /  + Г m X * )=  /  +  Ukm,

где Ukm G © 2 (H ).
Отметим, что для оператора Дирака из [Баскаков, Дербушев, Щербаков, 2011], [Ускова, 2019] 

или дифференциальных операторов первого порядка с инволюцией из [Баскаков, Ускова, 2018], 
[Криштал, Ускова, 2019 ], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2018] предположения теорем 5.3 и 5.4 не 
выполнено в общем случае. Поэтому для них строится другое семейство допустимых троек.

5.2. П остр оен и е  д оп у сти м ой  тр ой к и  (M q , Jk, Г^). Ниже будут использоваться пространства 
допустимых возмущений Mq^ ^^^^евому оператору X  G © 2 (H ) построим двусторон
нюю последовательность вещественных чисел вида

. „ ( X  ) =  УX У- 2 max J (  Е  УPk X  У2) 4 , ( Е  УXPk У2) 4 [  ,n
[ |fe|>n,fceJ |fe|>n,fceJ )

G Z.

Последовательность (a „ (X ) ) „ e z  обладает следующими свойствами:
1) a „ ( X ) =  ( X ), n G Z;
2) lim a „ ( X ) = 0 , n  G Z;

|n|—TO
3) a „ ( X ) <   ̂ всех n G Z;
4) a „ ( X ) >  a „ + 1 (X ) ,n  >  0 ;
5) a „ ( X ) =   ̂ BCex n G жли P(m)X P (m) =  ^  всех m G Z+;
6 ) конечна величина

y х p „ y 2 +  y х p „ y 2E (a „ (X  ) ) 2

Без ограничения общности в дальнейшем будем считать, что P(„)Q P(„) =   ̂ всех n G Z+.
Для любого оператора X  G © 2 (H  ̂ ^^^^^^^^^^жнный компактный оператор F:

^ х  =  Е  а „ ( х  )P„,
n£J

^ х  G E n d H  — ^^^lanbHoro оператора ^  и У^х Уто =  max |a„(X  )| =  1.
Пусть Fq =  ^^^^^тетво операторов M q  С © 2 (H ), представляемых в виде

X  =  X iF , X  =  F X r ,

где X ;,X r  G © 2 ( H ^^^адим в M ^  ^ м у  У х \\m q  =  max{yXг У2 , Ух^У2 }  УхУ2 <  У х Wm q  , х  G M q .
Пз свойства 5) последовательности (a „ (X ))„g ^  что M q является банаховым нростран-

ством.
Очевидно, что любой оператор ^  из © 2 (H ) можно записать как

х  = ( Е  а ; 1х )  X P ">Fх  =  F v ( Е  on^X ) P" X '.
neJ ' neJ ^

Следовательно, Q G M q .
Отметим, что последовательность а  : Z  ^  R+ характеризует скорость убывания матричных 

элементов оператора X  G © 2 (H ) по строкам и столбцам.
Поскольку M q с  © 2 ( H ^^^^^орматоры  J ^  Г^,к >  0, задаваемые формулами (24), (25), 

(27), (28), определены и для операторов из M q . Более того,

Jk (X :F ) =  (JkX:)F, Jk (F X r ) =  F  (Jk X r ),



r(X| F ) =  (rk X|)F, rk (F X r ) =  F  (rk X r),

где Xr ,X ; G 6 2  (H ).
Для оценки норм y r k (X F )У̂  и y rk (F X )y 2 ,X  G 6 2 (H ), рассмотрим две последовательности 

(аП),n  G ^  и («n ),n  G N, определенные формулами

аП+ 1  =  max{A|dAl1 ,1, j  G 1, |1| <  n, |j| >  n }, (32)

«n^ =  (e  1ап +  а П),n  G N, (33)

где djj =  dist(ai ,a j ) , i ,  j  G ^^^^^^^тательностн ( « П ^  ('^П) принадлежат пространству сходящих
ся к нулю последовательностей, т. е.

lim аП+1 =  lim аП =  0. (34)П—ТО + П — ТО

Аналогично [Баскаков, Дербушев, Щербаков, 2011, Лемма 3] доказывается 
Л ем м а  5.1. Для каждого к G Z^ и X  G 6 2 (H ) имеют место оценки

m a x {y rk (X F )У2 , y rk (F X )У2 } <  5 k + iyX У2 .

Т еор ем а  5.6. [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019, Proposition 3.7] Тройка (M q , Jk, r k) являет,ся
допустимой тройкой для невозмущенного оператора ^  любого к G Z^  ̂  мол y =  Yk ш
определения 3.2 допускает оценку

7k <  а fc+l, к G Z +.

Из теоремы 5.6 и теоремы 3.1 следует
Т еор ем а  5.7. Пусть целое к >  0 такое, что выполняется равенство

4«'k+iyQyMQ < 1 . (35)

Тогда оператор А  -  ^  ^^^^^^^^^^^нальному оператору А  -  JkX* =  А  -  P(k)X*P(k) -
У~] PjX *Pj , =  А  -  X* G M q  решение нелинейного уравнения (16). Оператор преобразо-

|j| >k,ieJ
вания А  -  ^   ̂ тератор А  -  V  оператор I  +  r X * ,
rX *  g M q  с  6 2 (H ).

A -  B  A -  V  V
6 2 (H)

A -  B  A -  V

(I  +  M (k)) (I  +  rm X *) =  I  +  Ukm,Ukm G 6 2 (H ),X *  G 6 2 (H ), m >  0.

A  -  B.
6.1. Оценки спектра. Из теорем 5.5 и 5.7 следует очевидная
Лемма 6.1. а(А  -  B ) =  а (А  -  V ) =  а (А  -  P(m)X*P(m) ^ Y1 P jX*P j^^(?e X* -  решение

|i|>m
операторного уравнения (16).

A  -  V
легчает исследование его спектральных свойств.

A -  B
объединения взаимно пересекающихся конечных множеств <т(т ), (Tj, |i| >  m, причем

<7(m) =  ( ( ( A  -  PiX *)|H(m) ) =  ( ( -T(m)), H (m) =  Im P (m),

( j  =  ( ( ( A  -  P jX *)|нг) =  ((^4i), Hj =  Im Pj, |i| >  m, i G 1,

/  \ /  \
( ( А  -  B ) =  ( ( ^4(m)) U и  ( ( T̂i =  ^(m) U и  ( j

\|j|>m,jeJ / \|j|>m,jeJ /

Доказательство. Для доказательства равенства (36) необходимо проверить два включения

\

и
\|j|>m,jeJ /

( ( А  -  B ) С ^(m) U



(m) и и  4
y|i|>m,ieJ у

С a (A  — B).

Оператор A — ̂  то всеми операторами P(m), Pi , |i| >  ^  ^ ^^^^^анства H(m), Hi, |i| >
m

A — Y
A — если Ao G a (A  — Y тобственпый вектор x o G D (A ) такой, что
(A — Y )x o =  Aox o. Следовательно, имеют места равенства

-4(m)P(m)xo =  AoP(m)xo, AiiPixo =  Aoxo, |i| >  m +  1 .

Система проекторов P(m),P i , |i| >  ^  ^^^^^жепие единицы: x =  P(m)x ^  Pix  x G H,
| i| >m

хотя бы один из векторов P(m)xo, Pixo, |i| >  ^  ^едовательно, Ao -  собственное значение
каждого из операторов v4(m), v4i , |i| >  m.

Пусть Ao G a(v4;^ ^ж оторого |1| >  ^отда v4;P;xo =  AoP;xo,xo G D (A ) -  соответствующий
вектор. Применим оператор A — ^  ^ ^ж тору x o =  P :x o, |1| >  m, (A — Y )x o =  (A — P(m)X*P(m) — 

PiX *Pi)P :x o =  (AP: — P:X P :)P:x o — i l :P :x o =  AoP :x o. Лемма доказана.
|i|>m

E
Ei

E

0 1  

0 0

0

0

0 1 0  

0  0  1 

0 0 0

0

0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

\ ■■■ /
спектральный радиус равен единице, и a (E i ) =  {0 }, i G J.

Пз леммы 6.2 следует, что важной задачей является вычисление спектра операторов v4i , |i| > 
к ,i G J.

X *
блок PiX *Pi , который и используется далее в спектральном анализе. Имеем:

PiX*Pi =  PiQГmX*Pi +  PiQPi,

откуда
PiX *Pi =  Pi QPi +  PiQГmQPi +  PiQГm(X  — Q)Pi =  PiQPi +  Toi,

где оператор Tô  ядерпых операторов © 1 (H ). Отметим также, что из теоремы
4.1 следует, что

PiQPi =  PiBPi +  P i ( /  +  N  (k)) - 1 (B N (k) — N  (k)M  (k))Pi =  PiBPi +  Pi B N  (k)Pi +  T1i, 

|i| > k ,T 1i G © 1  (H ).

Поэтому, собирая все вместе, получим равенства

PiX*Pi =  PiBPi +  P iB N (k)Pi +  Ti, Ti G © 1 (H ). 

B N (k)
|i| >  m ax{k, m } имеют место равенства

Pi B N  (k)P i = Е  B i:B :i . 
A: — Ai

О п редел ен ие 6 .1 . Число A, определенное формулой

1 "
A =  - E  Ai, 

n

0 0



называется взвешенным средним значением собственных значений Ai, A2 , ..., An.
Перед тем, как сформулировать основной результат данного параграфа, введем следуюгцее обо

значение: 1j =  dim Im Pj , i  G ^ матрицы PjB P ^  PjB N (k)Pj ,i  G 1, |i| >  m, состоят из
элементов bnj, 1 <  n, j  <  bnj, 1 <  n, j  <  1j соответственно.

Теорема 6.1. Имеет место следующее асимптотическое представление:

Aj =  Aj -  -  ^  бПп -  ЬПп +  в- G ^1(1). (36)
j П=1 j П=1

Доказательство. Подпространства Im Pj , |i| >  m, конечномерны, а в конечномерном подпро
странстве спектральный след равен матричному.

С л ед стви е  6.1. Если dim Im Pj =  1, |i| >  m, i G 1, mo для каждого из собственных значений 
Aj, |i| >  m A -  B

Ai =  Ai -  bjj -  T 7--- + щ е G ^1 (1 ). (37)
Al -  Aj

Результат теоремы 6.1 можно сформулировать несколько иначе, в русле работы [Баскаков, По
ляков, 2017]. Приведем соответствующую формулировку. Для этого нам понадобится последова
тельность матриц

Фп =  PjBPj +  P jB N (k)Pj =  Bjj +  Е  .
A| -  Aj

Теорема 6.2. Имеет место оценка

1
~~2^^  |Tn,l -  An |2 <  то,то,

|n|>k П 1=1

где An  |n| >  ^ мевоз-мущеммого оператора А  An,; -  собственные значения
блока Pn(A -  X* )P^ ^ ^^^^^^^ттельность а  : Z  ^  R  определена формулой (31). Более того,

(п  =  {An -  ((Ф п )} , |n| > к ,

и ФП есть такая матрица, что последовательность

|A(Фn) -  A(^n)|, |n| > к ,

суммируема.
A -  B

B 6 2 (H)
то формулы (36) и (37) перепишутся в виде

Aj =  Â  ̂ ^  У ' 6П„ +  ĵ=  Aj -  77 bnn +  ^-, (38)
lj n= 1

Aj =  Aj -  bjj +  ^j, (39)

где последовательность ^^^^адлежнт ^i(1 ).
В формулах (38) и (39) учтено, что оператор B rX ^  ^^^^адлежпт 6 1 (H )̂  ^етн B G 6 2 (H ).
6.2. Оценки спектральных проекторов. В этом параграфе изложение проводится в условиях 

подобия оператора А - ^  ^^^^тору А - Q, Q G 6 2 (H )̂  символом P^ l G 1, обозначены
A P( k ) =  Pj .

| j|<k,jeJ
чнм через /̂ п,, |n| >  к̂  ^ ^ екторы  оператора А -  B, построенные по спектральным
множествам ^^^^мы 6.2, i (̂k) ^  P̂ j. Мы приходим к двум разложениям единицы:

|j|<k

I  =  P(k) +  Е  p j , I  =  P'(k) +  Е  ^̂ j.
|j|>k |j|>k

Отметим, что .P =  (I  +  Ukm)Pj(I +  Ukm)- 1 , ^(k) =  (I  +  Ukm)P(k)(I +  Ukm)- 1 . Откуда

P̂ j -  Pj =  (UkmPj -  PjUkm)(I +  Ukm)- 1 G 6 2 (H ), (40)



-P(k) — P(k) =  (UkmP (k) — P (k)Ukm) ( /  +  Ukm) 1 G © 2 (H ).

Для любого подмножества Q G Z \ {—к , . . . ,  —1, 0 ,1 , . . . ,  конечного) через P (П)
обозначим спектральные проекторы P (Q) ^  P j , P^(Q) ^  P4?' ̂  ^^^^вдпо, что P^(Q) — P(Q ) =

jG^nJ jG^nJ
(UkmP(Q ) — P(Q )U km) ( /  +  Uk m ) - 1  G © 2 (H)^ ^^^ оператора X  G © 2 (H ) определим величину

a (Q ,X ) =  m a x a „ (X ), Q С Z,„еп

где последовательность а  : Z  ^  R  определена формулой (31). Отметим, что даже в случае ис
пользования первой допустимой тройки (© 2 (H ),J(k), Г(k)) для оценки проекторов удобнее брать 
последовательность а  : Z  ^  R.

Лемма 6.3. [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. Имеет место оценка

max{WUkmP(Q)W, WP(Q)UkmW} <  C(Ukm)a(Q, Ukm).

Теорема 6.3. [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. Имеет место оценка

y.P(Q) — P(Q)W2 <  a(Q ,Q )C (U km ,Q ),

где константа C (U km, Q) >  0 ^^mcum от Q.
Доказательство теоремы 6.3 вытекает из (40) и леммы 6.3.
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