
Прикладная математика & Физика, 2020, том 52, №1, С. 41-50.

УДК 533.2, 51-72 DOI 1 0 .1 8 4 1 3 /2 6 8 7 -0 9 5 9 -2 0 2 0 -5 2 -1 -4 1 -5 0

ЧИ СЛЕН Н О Е ИССЛЕДОВАНИЕ В Л И Я Н И Я  ОБЪЕМ НОГО СОДЕРЖ АНИЯ ДИ СП ЕРСН О Й  
КОМ ПОНЕНТЫ  ГАЗОВЗВЕСИ НА И Н ТЕН СИ ВН О СТЬ МЕЖ ФАЗНОГО СКОРОСТНОГО 

С КО Л ЬЖ ЕН И Я П РИ  РАЗЛЕТЕ ГАЗОВЗВЕСИ В ВАКУУМ

Д. А. Т укм аков

Статья представлена членом редакционной коллегии Ю. П. Вирченко

ИММ -  обособленное структурное подразделение ФИЦ КазНЦ РАН, 
г. Казань, 420111, Россия

E-mail: tukmakovDA@imm.knc.ru

А ннотация. В данной работе численно моделируется процесс истечения газовзвеси в вакуум. Математическая 
модель учитывала вязкость, сжимаемость и теплопроводность несущей среды, межкомпонентное силовое вза­
имодействие, включавшее в себя силу Стокса, динамическую силу Архимеда, силу присоединенных масс, также 
математическая модель учитывала межкомпонентный теплообмен. Численное решение осуществлялось при помо­
щи явного конечно-разностного метода, с последующим применением схемы нелинейной коррекции численного 
решения. Целью работы было выявление влияния объемного содержания дисперсной фазы при одинаковой дис­
персности и плотности материала твердой компоненты смеси, газовзвеси на интенсивность скоростного скольже­
ния при разлете неоднородной среды в вакуум. Также были выявлены отличия в процессах истечения однородного 
вязкого газа и гетерогенной смеси.
К лю чевы е слова: математическое моделирование физических процессов, многофазные среды, уравнение Навье- 
Стокса, межфазное взаимодействие.
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Abstract. In this work, the process of gas suspension flowing into vacuum numerically modeled. The mathematical model 
took into account the viscosity, compressibility and thermal conductivity of the carrier medium, the intercomponent force 
interaction, which included the Stokes force, the dynamic Archimedes force, the strength of the attached masses, and the 
mathematical model took into account the intercomponent heat transfer. The numerical solution carried out using an explicit 
finite-difference method, followed by the application of a nonlinear correction scheme for the numerical solution. The aim of 
the work was to identify the effect of the volumetric content of the dispersed phase, with the same dispersion and density of 
the material of the solid component of the mixture, gas suspension on the rate of slip during expansion of an inhomogeneous 
medium into vacuum. Differences in the processes of the expiration of a homogeneous viscous gas and a heterogeneous 
mixture it also revealed.
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Введение. Одним из развивающихся разделов механики жидкости и газа является динамика неод­
нородных сред. В монографиях [Нигматулин 1988, Кутушев, 2003, Федоров и др., 2015] разрабатывались
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методы математического моделирования процессов механики и теплофизики неоднородных сред. Ис­
следованию физических эффектов в различных течениях неоднородных сред посвящен ряд публикаций 
в периодических изданиях [Губайдуллин, Тукмаков, 2014; Садин 2016; Федоров и др., 2016; Арсланова 
и др., 2016; Нигматулин и др., 2016; Тукмаков, Тукмаков, 2018; Кашапов и др., 2018; Kashapov at all, 
2018; Тукмаков, 2019; Пахомов, Терехов, 2018; Azanov, Osiptsov, 2017; Вараксин, 2014]. Объектом иссле­
дований являются течения неоднородных сред с одинаковым или различны м агрегатным состоянием 
компонент -  гомогенные и гетерогенные смеси [Teklaya and all, 2015; Saikat, Meheboob, 2017; Zhuoqing, 
Jesse, 2019; Imran and all, 2018; Mehrabadi and all, 2015; Zhengbiao and all, 2017; Garcsia-Trianes and all, 2018; 
Lopez and all, 2016]. Моделирование течений неоднородных сред может быть осуществлено с помощью 
«равновесного» подхода -  описание течения неоднородной среды как однородной жидкости или газа 
с введением коэффициентов, дающих поправку на физическую неоднородность среды [Нигматулин 
1987]. Более сложным является «континуальный» подход, в котором для каждой из компонент смеси 
решается полная система уравнений динамики сплошной среды [Нигматулин 1987; Кутушев 2003; Фе­
доров и др. 2015]. В течениях неоднородных сред, в которых объемные содержания компонент смеси 
имеют близкое значение, наиболее важной задачей является учёт межкомпонентного взаимодействия, 
определяющего динамику всей смеси в целом [Нигматулин 1987; Кутушев 2003]. В данной работе ди­
намика газовой взвеси твердых частиц -  запыленной среды описывается на основе двухскоростной, 
двухтемпературной модели, учитывающей межкомпонентный теплообмен, а также межкомпонентное 
силовое взаимодействие, включающее в себя силу Стокса, динамическую силу Архимеда и силу присо- 
единённыхмасс [Нигматулин 1987; Кутушев 2003]. Одним из важных параметров течения гетерогенных 
смесей является скоростное скольжение фаз смеси — отличие скоростей несущей среды и дисперсной 
примеси. В данной работе с помощью вычислительных экспериментов исследуется то, как величи­
на объемного содержания дисперсной фазы, при условии, что размер частиц и плотность материала 
твердой компоненты смеси одинаковы, влияет на интенсивность скоростного скольжения.

2. М етоды  исследован ия. Движение несущей среды описывается одномерной системой уравнений 
Навье-Стокса для сжимаемого теплопроводного газа c учетом межфазного силового взаимодействия и 
теплообмена [Кутушев 2003, Нигматулин и др., 2016]:
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Динамика дисперсной фазы описывается уравнением сохранения «средней плотности» -  произве­

дения физической плотности материала частиц и объемного содержания дисперсной фазы, изменяю­
щегося на различных участках физической области вместе с движением твердых частиц; уравнениями 
сохранения импульса и уравнением сохранения энергии, записанными с учетом теплообмена, обмена 
импульсом с несущей фазой:
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Pi = a Pio. 61 = piCpTi .

Здесь p, p 1, M1 — давление, плотность, скорость несущей среды; T̂ . б1 - -  температура и полная энер­
гия газа; p 1, T1 , б1, м1 - -  средняя плотность, температура, внутренняя энергия, скорость дисперсной
фазы. Температура несущей среды находится из уравнения (у -  1)(е/р -  О.Зм1)/^ , где R- газовая по­
стоянная несущей фазы. Силовое взаимодействие несущей и дисперсной фазы учитывает силу Стокса, 
динамическую силу Архимеда и силу присоединенных масс. Математическая модель предполагает мо- 
нодисперсный состав твердой фазы газовзвеси — все частицы имеют одинаковый размер и одинаковые 
физические свойства- плотность и теплоемкость материала. Внутренняя энергия взвешенной в газе 
дисперсной фазы определяется как 61 = p 1CpTi, где — удельная теплоемкость единицы массы вещества



из которого состоят частицы. В уравнение энергии для несущей фазы входит тепловой поток между 
несущей и дисперсной фазой Q = 6аМм12Я(Т- - Т 2) / ( 2г)2. В данной работе при описании межфазного си­
лового взаимодействия - -  F учитывалась сила аэродинамического сопротивления, динамическая сила 
Архимеда, а также сила присоединенных масс [Нигматулин, 1987; Кутушев, 2003]:
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Параметры межфазного взаимодействия описаны в работе [Кутушев, 2003]:
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Мм12 = 2 exp(-M i2) + 0/459Ле0255Рг0.33, 0 < М-2 < 2, 0 < Ле < 2 * 105.

Здесь Б  - -  характерный размер системы.
Система уравнений математической модели решалась явным методом Мак-Кормака второго поряд­

ка [Fletcher 1988] c последующим применением схемы нелинейной коррекции решения [Музафаров, 
Утюжников, 1993].

Система уравнений (1)-(6) может быть записана в матричном виде:
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Алгоритм явного конечно-разностного метода Мак-Кормака для нелинейной системы (7) может быть 
записан в виде:
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Монотонность реш ения достигалась с помощью применения схемы нелинейной коррекции вдоль про­
странственных направлений x и y по индексам j,k соответсвенно к компонентам вектора независимых 
переменных q, q = (р ,,р 2, р -м1,р 2м2, е,, е2). Пусть -  произвольная независимая функция на и-ом 
веременном слое в узле j, к . Тогда алгоритм корекции имел бы следующий вид:

ZJ ; = ZJ . + -  (^z ;+1/2л  -  ^z ;—1/2л ),

+



где -  скорректированная функция.

Данный алгоритм выполняется в случае, когда (5Z"-1/1^^Z"+1/1^) < 0 или (^ZJ+1/1^5ZJ+3/1^) < 0. 
Здесь используются обозначения

SZ" = Z^ -  Z" ^Z " = Z" -  Z" ^Z " = Z" -  Z""Zj -1/1Л = ZJ Zj - 1 , j+1/1Л = Z j+1Л Z j+3/1,к = Z j+1,к Zj+1fc.

где к -  коэффициент коррекции.
На границах расчетной области задавались однородные граничные условия первого рода для скоро­

сти и однородные граничные условия второго рода для остальных динамических функций [Кутушев, 
2003]:

M1 (f. N ) = 0. Ml (f. N) = 0.

P1 (f .N ) = P1 ( f . N -  1). P i( f .N ) = P i(f .N  -  1).

61 (f .N) = 61 ( f . N -  1). 6i ( f .N)  = 6i ( f . N -  1).

M1(f,1) = 0, M2(f,1) = 0,

P1 (f. 1) = P1 (f. 1). P i(f. 1) = Pi(f. 1).

61 (f. 1) = 61 (f. 1).6 i (f. 1) = 6i (f. 1).

В начальный момент времени компоненты смеси покоились:

M1 (0. i) = 0.Mi(0. i) = 0.

Для искомых функций в моделируемой области течения задавались начальные значения: 61 (0. i) = 
6°. 6i (0. i) = 6° .P 1 (0. i) = pJ.Pi(0. i) = P0 в левой половине канала (x<L/2) и в правой половине канала 
(x>L/2): 61 (0. i) = 0. 61 (0. i) = 0. р 1 (0. i) = 0. р 1 (0. i) = 0. Численное решение проводилось на равномерной 
сетке с количеством узлов вдоль оси х -  N  = 1000. Шаг по времени вычислялся исходя из условия 
Куранта-Фридрихса-Леви [Fletcher, 1988]. Алгоритм численного реш ения системы уравнений матема­
тической модели был реализован на языке Fortran. Использованная в работе математическая модель 
тестировалась сопоставлением результатов моделирования с результатами известных из литературы 
численных расчетов [Губайдуллин, Тукмаков, 2014], экспериментальными результатами [Нигматулин 
и др., 2016] и аналитическими реш ениями [Губайдуллин, Тукмаков, 2014].

3. Р езу л ьтаты  расчетов . Начальное давление и температура газа p=98 кПа и T=293 K, длина канала 
-  L=1 м. Диаметр частиц моделируемого потока газовзвеси составлял d=20 мкм, плотность материала 
частиц pio=2500 кг/м3. На рис. 1 схематично изображен канал одна часть которого заполнена газом со 
взвеш енными в нем дисперсными частицами, а в другой части которого расположена разряженная 
среда.

На рис. 2 представлены результаты аналитических [Овсянников, 2003] и численных расчетов скоро­
сти однородного газа -  кривые 3 и 2 соответственно, также на рисунке изображено пространственное 
распределение скорости газа приразлете газовзвеси, а=0.001. Сопоставление скоростей в аналитическом 
реш ении (u=731 м/с) и численном расчете (u=561 м/с) для вязкого газа показывает, что наличие вязкости 
влияет на скорость спутного потока при истечении газа. Наличие дисперсной компоненты приводит к 
существенному уменьш ению скорости газа -  u=319 м/с.

Увеличение объемного содержания дисперсной фазы (а=0.0001) приводит к замедлению истече­
ния газовзвеси в вакуум, в то же время процесс истечения в вакуум газовзвеси с малым объемным 
содержанием дисперсной фазы (а=0.00001) аналогичен процессу истечения чистого газа - рис. 3.

Скорость газа для численной модели истечения однородного вязкого газа составляет -  u=561 м/с ; 
для газовзвеси с объемным содержанием а=0.00001 -  u=550 м/с; для газовзвеси с объемным содержанием 
а=0.0001 - u=514 м/с; для газовзвеси с объемным содержанием а=0.001 -  u=319 м/с: рис. 4.

Численное моделирование показывает, что при увеличении объемного содержания дисперсной 
компоненты (0.0001 < а) существенно уменьшается скорость истекающего газа. При этом с увеличением 
объемного содержания дисперсной фазы уменьшается интенсивность скоростного скольжения фаз -  
рис. 5, также происходит уменьш ение скорости движения дисперсной компоненты смеси -  рис. 6.



Рис. 1. Схематичное изображение моделируемого канала 
Fig. 1. Schematic representation of the simulated channel

Рис. 2. Пространственное распределение скорости газа при разлете в вакуум газовзвеси с объемным содержанием 
твердой фазы a=0.0001 -  кривая 1; разлете в вакуум вязкого газа -  кривая 2; аналитическое решение для невязкого

газа -  кривая 3. Момент времени t=0.3 мс 
Fig. 2. Spatial distribution of gas velocity during expansion of a gas suspension with a volumetric solid phase content of a = 
0.0001 -  curve 1; expansion into a vacuum of viscous gas -  curve 2; analytical solution for an inviscid gas -  curve 3. Мoment

of time.t = 0.3 ms

Рис. 3. Пространственные распределения давления газа при разлете в вакуум однородного вязкого газа - кривая 1; 
разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой ( a =0.00001) -  кривая 2; разлете в вакуум вязкого газа с 

дисперсной компонентой (a=0.0001) -  кривая 3. Момент времени t=0.3 мс 
Fig. 3. Spatial distributions of gas pressure during expansion into a vacuum of a homogeneous viscous gas - curve 1; 

expansion of a viscous gas with a dispersed component into vacuum (a = 0.00001) -  curve 2; expansion of a viscous gas with 
a dispersed component (a = 0.0001) - curve 3 into vacuum. Moment of time -t = 0.3 ms



Рис. 4. Пространственное распределение скорости газа при разлете в вакуум однородного вязкого газа - кривая 1; 
разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (а=0.00001) -  кривая 2; разлете в вакуум вязкого газа с 

дисперсной компонентой (а=0.0001) -  кривая 3; разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (а=0.001)
-  кривая 4. Момент времени t=0.3 мс 

Fig. 4. Spatial distribution of gas velocity during the expansion of a homogeneous viscous gas into a vacuum - curve 1; 
expansion into a vacuum of a viscous gas with a dispersed component (а = 0.00001) -  curve 2; expansion of a viscous gas 

with a dispersed component (а = 0.0001) -  curve 3 into vacuum; expansion of a viscous gas with a dispersed component (а =
0.001) -  curve 4 into vacuum. Moment of time.t = 0.3 ms

Рис. 5. Пространственное распределение интенсивности скоростного скольжения компонент смеси при разлете в 
вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (а=0.00001) -  кривая 1; разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной 
компонентой (а=0.0001) -  кривая 2; разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (а=0.001) -  кривая 3.

Момент времени t=0.3 мс
Fig. 5. The spatial distribution of the intensity of the velocity slip of the mixture components during the expansion of a 

viscous gas with a dispersed component into vacuum (а = 0.00001) -  curve 1; expansion of a viscous gas with a dispersed 
component into vacuum (а = 0.0001) -  curve 2; expansion of a viscous gas with a dispersed component (а = 0.001) -  curve 3

into vacuum. Moment of time -t = 0.3 ms

Выявленные закономерности можно объяснить тем, что при прочих неизменных параметрах дис­
персной компоненты смеси, увеличение объемного содержания дисперсной фазы газовзвеси приводит 
к увеличению интенсивности межфазного взаимодействия, большим потерям кинетической энергии 
истекающего в вакуум газа. Вследствие чего скоростные параметры компонент смеси имеют меньшее 
отличие и интенсивность скоростного скольжения уменьшается. В газовзвесях с меньш им содержанием 
дисперсной компоненты влияние дисперсной составляющей смеси на динамику газа незначительное, 
по сравнению с газовзвесями, в которых масса несущей и дисперсной компонент близки. Газовая ком­
понента смеси разгоняется до больших скоростей, чем газовая компонента в газовзвесях с большим 
объемным содержанием дисперсной фазы. За счет меньш их потерь в межфазном взаимодействии ско­
рости истечения газа в газовзвеси с малыми объемными содержаниями дисперсной компоненты близки 
к скорости истечения чистого газа. При этом скорость дисперсной компоненты существенно меньше, 
чем у газа, что приводит к скоростному скольжению большей величины.



Рис. 6. Пространственное распределение скорости дисперсной компоненты смеси при разлёте в вакуум вязкого 
газа с дисперсной компонентой (a=0.00001) -  кривая 1; разлёте в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой

(a=0.0001) -  кривая 2; разлёте в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (a=0.001) -  кривая 3. Момент
времени t=0.3 мс

Fig. 6. Spatial velocity distribution of the dispersed component of the mixture during the expansion of a viscous gas with a 
dispersed component (a = 0.00001) -  curve 1; expansion of a viscous gas with a dispersed component (a = 0.0001) -  curve 2 

into vacuum; expansion of a viscous gas with a dispersed component (a = 0.001) - curve 3 into vacuum. Moment of time -t =
0.3 ms

В ы воды . Вычислительные эксперименты выявили отличия процессов истечения в вакуум однород­
ного газа и неоднородной среды. Математическое моделирование продемонстрировало, что наличие 
дисперсной фазы оказывает существенное влияние на истечение газа в вакуум. Также было определено, 
что при объёмных содержаниях дисперсной компоненты смеси больших a  = 0.0001 влияние дисперсной 
компоненты смеси становится существенным. Интенсивность межфазного скоростного скольжения об­
ратно пропорциональна величине объёмного содержания дисперсной компоненты смеси. Увеличение 
объёмного содержания дисперсной компоненты смеси приводит к уменьшению скорости движения 
несущей и дисперсной компонент смеси, вследствие большего межфазного взаимодействия, в резуль­
тате уменьшается интенсивность межфазного скоростного скольжения.
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