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В ведение. В работе рассматриваются только конечные группы. Мы будем использовать терминоло
гию, принятую в работах Л. А. Шеметкова, А. Н. Скибы и других авторов [Шеметков, 1978; Шеметков, 
Скиба, 1989; Doerk, Hawkes, 1992; Скиба, 1997; Скиба, Шеметков, 2000; Воробьев, 2012].

Понятие формации было введено В. Гашюцом [Gaschuts, 1963] в связи с разработкой общих методов 
отыскания подгрупп в конечных разреш имых группах. Класс конечных групп называют формацией, 
если он замкнут относительно взятия гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений. В 
той же работе В. Гашюца был впервые выделен важный для приложений класс насыщенных форма
ций и предложен способ конструирования такого рода формаций при помощи специальных функций. 
Установленная А. Н. Скибой [1986] модулярность решетки всех формаций, а также решетки всех насы
щ енных формаций, стала основой в использовании решеточных методов для реш ения многих открытых
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вопросов теории формаций конечных групп. Основные результаты структурной теории формаций из
ложены в книгах Л. А. Шеметкова, А. Н. Скибы и других авторов [Шеметков, Скиба, 1989; Doerk, Hawkes, 
1992; Скиба, 1997; Guo, 2000; Ballester-Bolinches, Ezquerro, 2006; Воробьев, 2012]. Ряд свойств решетки всех 
тотально насыщ енных формаций установлен в работах А. Н. Скибы, Н. Н. Воробьева и других авторов 
[Cкиба, 1997; Воробьев, 2000; Сафонов, 2007; Сафонов, 2008; Сафонов, 2010]. Изучению свойств решетки 
всех тотально композиционных формаций посвящены работы А. А. Царева [Tsarev, 2018a; Tsarev, 2019].

В 1999 году в теории формаций А. Н. Скибой и Л. А. Ш еметковым был предложен подход, использу
ющий идеи частичной [Шеметков, 1984] и кратной (тотальной) [Скиба, 1987] насыщенности формации, 
объединенные в понятии n-кратно (тотально) а -насыщ енной формации [Скиба, Шеметков, 1999]. Даль
нейш им развитием идей и результатов теории формаций явилось перенесение данного подхода на более 
ш ирокий класс частично композиционных формаций [Скиба, Шеметков, 2000]. Особая роль частично 
тотально насыщ енных (композиционных) формаций обусловлена прежде всего тем, что большинство 
наиболее известных конкретных классов конечных групп являются частично тотально насыщ енными 
(композиционными) формациями, и поэтому они наиболее часто применяются в различных приложе
ниях теории классов конечных групп. Изучение ряда свойств решетки частично тотально насыщ енных 
формаций проведено в работах В. Г. Сафонова и других авторов [Сафонов, 2004; Сафонов, Сафонова, 
2014; Сафонов, Сафонова, 2017; Щербина, Сафонов, 2019а, б]. Тем не менее в настоящее время решетка 
(частично) тотально композиционных формаций является одной из менее изученных решеток форма
ций конечных групп. Об этом свидетельствует ряд открытых вопросов, поставленных в работах А. Н. 
Скибы, Л. А. Шеметкова и других авторов [Скиба, Шеметков, 2000; Skiba, Vorob’ev, 2013; Tsarev, Vorob’ev, 
2018]. В теории частично композиционных формаций А. Н. Скибой и Л. А. Ш еметковым [2000] была 
установлена модулярность и алгебраичность решетки всех n-кратно ^ -ком пози цион ны х формаций 
при любом натуральном n, а также поставлена следующая проблема: алгебраична ли решетка сто всех 
тотально ^-композиционны х формаций (см. проблема 1 [Скиба, Шеметков, 2000]).

В совместной работе А. А. Царева и Н. Н. Воробьева [Tsarev, Vorob’ev, 2018] поставлены вопросы об ал- 
гебраичности и индуктивности решетки с,!̂  ̂ всех г-замкнутых тотально а-ком позиционны х формаций 
(см. вопрос 5.5(1) и (2) [Tsarev, Vorob’ev, 2018 ]̂).

В данной работе мы даем положительные ответы на эти вопросы: доказано, что решетка с,!̂  ̂ всех 
г-замкнутых тотально а-ком позиционны х формаций алгебраична (теорема 3.1), а также установлена 
индуктивность указанной решетки (теорема 2.2).

1. П р ед вар и тел ьн ы е  сведения. В дальнейш ем а , ж обозначают некоторые непустые множества 
простых чисел, р и д-некоторые простые числа, К  \  А -полупрямое произведение группы К  с некото
рой группой операторов А  этой группы. Для каждого множества простых чисел ж через ж' обозначается 
множество P \  ж, где P-множ ество всех простых чисел. Символ ж(G) обозначает множество всех раз
личных простых делителей порядка группы G, ж (Ж )-объединение множеств ж (G) для всех групп G из 
Ж. Для произвольного класса групп 5  Э (1) символ G® обозначает пересечение всех таких нормальных 
подгрупп N , что G /N  € 5 , символ Gg-произведение всех нормальных 5-подгрупп группы G. Симво
лом (1) обозначается класс всех единичных групп. Символы ®, , ^ p , и обозначают класс всех
групп, ж-групп, р-групп, разреш имых ж-групп и нильпотентных ж-групп соответственно. Если ж = 0 , 
то, по определению, ® 0  = ^ 0  = 6 0  = ( 1).

Полагают
Op(G) = G^p, 0 ^ (G) = G®̂  (G) = Gs ^ , f p (G) = G®p,Шр.

Символ Сp (G) обозначает пересечение централизаторов всех тех главных факторов группы G, чьи 
композиционные факторы имеют простой порядок р (если в группе G нет таких факторов, то полагают 
Сp (G) = G).

Неединичная группа G называется монолитической, если в ней имеется лиш ь одна минимальная 
нормальная подгруппа (монолит  группы G). Для произвольной совокупности групп символ (Ж) обо
значает абстрактное замыкание Ж, т. e. класс всех групп, изоморфных группам из Ж. Символы К(Ж) 
и Com(Ж) обозначают класс всех тех простых групп и соответственно класс всех тех простых абелевых 
групп, которые встречаются в качестве композиционных факторов некоторых групп из Ж.

Класс всех простых групп мы обозначаем символом 3 . Для произвольного класса простых групп X  
через X ' обозначено множество 3  \  X. Для произвольного непустого класса простых групп 2  через £+ 
обозначена совокупность всех абелевых групп из 2 , через 2 - -совокупность всех простых неабелевых 
групп из 2  [Скиба, Шеметков, 2000].

Для произвольного класса простых групп X символ Е (X) обозначает класс всех таких групп, у кото
рых все композиционные факторы принадлежат X. По определению, единичные группы принадлежат 
Е (X).

Пусть / -  произвольная функция вида

/  : а  U { а '} ^  {формации групп}, (1)



ж(С^) =

где / ( « 3) Ф 0  (формационная « -функция).
Следуя [Скиба, Шеметков, 2000], сопоставим функции /  класс групп

С ^«( / )  = (G | G/Л „ (G) € / ( « 3) и G/С ^(G) € / (р) для всех простых ж(Com(G)) П « ).

Для любой функции /  вида (1) класс С^„ ( / )  является формацией. Если формация g  такова, что 
g  = С^„ ( / )  для некоторой функции вида (1), то g  называется « -композиционной или разрешимо « -  
насыщенной формацией с « -композиционным спутником /  [Скиба, Шеметков, 2000]. Если при этом все 
значения /  лежат в g , то /  называется внутренним  (или приведенн^ьм) спутником.

Пусть | i € I }-произвольны й набор « -композиционных спутников. Через П обозначают такой
i €/

« -композиционный спутник / ,  что /  (a) = П / i (a) для всех a € «  U {«3}. Пусть /  и h -  « -композиционные
i €j

спутники. Тогда полагают /  < h, если / (a) с  h (a) для всех a € «  U { « 3}.
Согласно замечанию 1 [Скиба, Шеметков, 2000] любая « -композиционная формация g  имеет такой 

« -композиционный спутник f ,  что f  ( « 3) = g  и f  (р ) = f  (р ) с  g  для всех р € « , и, кроме того, для 
произвольного внутреннего « -композиционного спутника /  формации g  имеет место /  < f . Спутник 
f  называется каноническим « -композиционным спутником формации g .

Пусть Ж - произвольная совокупность групп, р-простое число. Тогда полагают (см.[Скиба, Шеметков, 
2000]):

form (G/Ср (G) | G € Ж), если р € ж(Com(X)) П «,
если р € P \  (Com(X)) П « .

Пусть А, В -  группы, f  : А ^  В -  эпиморфизм, Й и Е -  некоторые системы подгрупп в А и 
В соответственно. Тогда через обозначается множество {Я^ | Н  € Й}, а через -  множество 
{Я^ | Н  € Е} всех полных прообразов в А всех групп из Е.

Пусть Ж -  произвольный непустой класс групп и всякой группе G € Ж сопоставлена некоторая 
система ее подгрупп г(G). Говорят, что г -  подгрупповой Х-функтор в смысле А. Н. Скибы [1997] (или, 
иначе, г -подгрупповой функтор на Х), если для всякого эпиморфизма f  : А ^  В, где А, В € Х, выполнены 
включения (г (А))^ с  г (В), (г (В))^ с  г (А) и, кроме того, для любой группы G € Х имеет место G € г (G). 
Если Х = ® -  класс всех групп, то символ Х опускают и говорят просто о подгрупповом функторе. Через 
S(G) обозначают совокупность всех подгрупп группы G, через S„(G) -  совокупность всех нормальных 
подгрупп группы G. Подгрупповой функтор г называется тривиальным, если г (G) = {G}, единичн^ьм, 
если г (G) = S(G) для любой группы G. Класс групп g  называется г-замкнут^1м, если г (G) с  g  для любой 
группы G € g .

Будем рассматривать только такие подгрупповые функторы г, что для любой группы G все подгруп
пы, входящие в г (G), субнормальны в G. Напомним, что решеткой называется частично упорядоченное 
множество I ,  в котором любые два элемента имеют точную нижнюю грань, обозначаемую х Л у, и точ
ную верхнюю грань, обозначаемую х V у [Биркгоф, 1984, с. 18]. Решетка I  называется полной, если любое 
ее подмножество X  имеет в I  точные верхнюю и нижнюю грани. Подрешеткой решетки I  называется 
подмножество Y  с  I  такое, что если a € 7, Ь € Y , то a Л Ь € Y  и a V Ь € У. Подрешетка решетки сама 
является решеткой с теми же операциями объединения и пересечения. Элемент a решетки I  называется 
компактным, если из a < V(хj | j  € J ) следует a < V(хj | j  € f ) для некоторого конечного подмноже
ства f  с  J . Решетка I  называется алгебраической, если каждый элемент a € I  является объединением 
компактных элементов решетки I .

Непустую совокупность формаций 0  называют полной решеткой формаций [Cкиба, 1997; Скиба, 
Шеметков, 2000], если пересечение любой совокупности формаций из 0  снова принадлежит 0  и во 
множестве 0  имеется такая формация g , что §  с  g  для любой формации §  € 0 . Формации из 0  
называют 0-формациями. Спутник /  называется 0-значным, если все его значения принадлежат 0 . 
Символом 0"^ обозначается совокупность всех формаций, которые обладают « -композиционным 0 
значным спутником.

Полная решетка формаций 0  называется частичной алгеброй формаций (см. [Cкиба, 1997]), если для 
любого простого числа р и для любой формации g  € 0  имеет место ^ p g  € 0 . Полная решетка формаций 
0  называется индуктивной (см. [Cкиба, 1997]), если для любого набора {gi | i € I } формаций gi € 0"^ и 
для любого набора {/i | i € I } внутренних « -композиционных 0-значны х спутников, где g i = С f " (/ i ), 
имеет место

V0«c (gi | i € I ) = С f " (V0(/i | i € I )).

А. Н. Скибой введены кратно локальные формации [Cкиба, 1987]. Следуя данной концепции, любая 
формация считается 0 -кратно « -композиционной, а при п > 1 формация g  называется п-кратно « -  
композиционной, если g  = С f " ( / ) ,  где все значения /  являются (п -  1)-кратно « -композиционным 
формациями [Скиба, Шеметков, 2000]. Формация g  называется тотально « -композиционной, если она п- 
кратно « -композиционна для всех п. Если при этом формация g  является г-замкнутой, то g  называется 
г-замкнутой п-кратно « -композиционной и соответственно г-замкнутой тотально « -композиционной.



Символом с,!̂  ̂ обозначают совокупность всех г-замкнутых тотально а-композиционны х формаций. 
Если а  = P, то вместо символа ср используют символ сто, обозначая совокупность всех г-замкнутых 
тотально композиционных формаций.

Если г-тривиальный подгрупповой функтор, то вместо символа с„то для обозначения совокупности 
всех тотально а-ком позиционны х формаций обычно используют символ сто.

Пусть Ж- некоторая совокупность групп. Через с,^  ̂form Ж обозначают пересечение всех г-замкнутых 
тотально а-ком позиционны х формаций, содержащих Ж. Формацию с,!̂ f̂orm Ж называют г-замкнутой 
тотально а -композиционной формацией, порожденной совокупностью групп Ж. Если Ж = {G},то с,!̂ то form Ж = 
с,!̂ тоform G называют однопорожденной г -замкнутой тотально а -композиционной формацией.

Для любых г-замкнутых тотально а-ком позиционны х формаций Ж  и §  полагают

Ж  §  = с^ form (Ж  U § ) .

При этом для обозначения верхней грани в решеткaх сто и сто будем использовать символы V ĵ и VTO 
соответственно.

Ввиду теоремы 1.6.4 [Воробьев, 2012, с. 70] множество всех г-замкнутых тотально а-ком позицион
ных формаций с^^, частично упорядоченное по включению, относительно операций П и V^^ является 
полной решеткой формаций.

а  -Композиционный спутник, все значения которого суть с,^  ̂-формации, называется с,!̂ -̂значным. 
Пусть {/; | i € I } - некоторая система с^^-значных спутников. Тогда через V^Ĵ  ( / ; | i € I ) обозначается 

такой спутник / ,  что / (a) = с^тоform ( U^;(a)) для всех a € а  U { а '}, если по крайней мере одна из

формаций / ; (a) Ф 0 . В противном случае полагают / (a) = 0.
Пусть {/; | i € I}-набор всех а-композиционны х с^^-значных спутников формации 5 . Тогда в силу

леммы 2 [Скиба, Шеметков, 2000] /  = П / ;-  а-ком позиционны й с,!̂  -зн ач н ы й  спутник формации 5 ,
; €/ то

называемый минимальным.
В дальнейш ем нам понадобятся некоторые известные факты теории формаций конечных групп, 

которые мы сформулируем в виде следующих лемм.
Л емма 1.1. [Скиба, Шеметков, 2000]. Пусть Ж - непустая совокупность групп, 5  = form (Ж), ж = 

ж(C om (5)) П а , и пусть / -минимальный  а -композиционный в -зн а чн ы й  спутник формации 5 . Тогда 
справедливы следующие утверждения:

1) / ( а ') = efo rm  (G/Л „ (G) | G € 5 );
2) / (р ) = eform  (Ж(Сp)) для всехр € ж;
3) /  (р ) = 0  для всех р € а  \  ж;
4) если 5  = С^„ (h) и спутник h в-значен, то для всех р € ж имеет место

/ (р) = efo rm  (G | G € h (р) П 5 , Op(G) = 1)

и
/ ( а ') = efo rm  (G | G € h ( а ') П 5 , (G) = 1);

5) еслиЕ(К(Ж )) € е "» , т о  К(Ж) = K (5 ) .

Л емма 1.2. [Скиба, Шеметков, 2000]. Пусть формация 5  = Ж § , где §  = СР«(h), Ж  = С Р «(т) и 
спутники h и т  являются внутренними. Тогда если (ж) £  Ж , т о  5  = СР„ ( / ) ,  где / ( а ') = 5  и

/ ( р )  =
т ( р )§ , если р € ж(Com (Ж )) П а , 
h (р), если р € а  \  ж(Com (Ж )).

Л емма 1.3. [Воробьев, 2012, с. 66]. Пусть 5-разреш им о  а -насыщеннная формация. Тогда справедливы 
следующие утверждения:

1) если 5  имеет г -значный а -композиционный спутник, то 5 -  г-замкнутая формация;
2) если 5 -  г-замкнутая формация, то ее канонический а -композиционный спутник является г -значным. 
Л емма 1.4. [Скиба, Шеметков, 2000]. Пусть в -т а к а я  полная решетка формаций, что для любой

формации §  € е  формация Шp§ € е  при любом р € а , е"» £  е . Тогда если 5  = СР«( f ) € е "» , то спутник 
F е-значен .

Л емма 1.5. [Сафонов, 2007]. Пусть Ж -непуст ая наследственная формация, 5 -непуст ая  г -замкнутая 
формация. Тогда Ж 5 -  г-замкнутая формация.

Л емма 1.6. [Скиба, 1997, с. 41]. Пусть А-монолитическая группа с неабелевым монолитом, Ж -  неко
торая г -замкнутая полуформация и А € l,,form Ж . Тогда А € Ж.

Л емма 1.7. [Скиба, 1997, с. 179]. Решетка l,, является алгебраической.



Лемма 1.8. [Скиба, Шеметков, 2000]. Если g  = С f"  ( / )  и

G/Ор (G) € g  П / (р)

для некоторого р € «, то G € g .
Л емма 1.9. [K. Doerk, T. Hawkes, 1992, p. 335]. Пусть g -формация, Л/S -нормальная секция g -группы G 

и К -нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в Се (Л/S ). Относительно следующего действия группы 
G/К  на Л/S :

(rS)^^ = 1r^S, г € Л, ^ € G,

составим полупрямое произведениеН  = (Л/S ) X (G/К ). ТогдаН  € g .

2. И н д у кти вн о сть  р е ш е тк и  с"^ всех г -зам кн у ты х  то тал ьн о  « -к о м п о зи ц и о н н ы х  ф орм ац ий .
Целью данного раздела является доказательство индуктивности широкого класса полных решеток ча
стично композиционных формаций при достаточно общих предположениях (теорема 2.1.). В качестве 
основного следствия мы получим индуктивность решетки с"^ (теорема 2.2.).

Для доказательства теорем установим несколько вспомогательных утверждений.
Л емма 2.1. Решетка с"то всех г -замкнутых тотально « -композиционных формаций является частич

ной алгеброй формаций.
Д оказательство . Проверим, что для любого простого числа р и всякой г-замкнутой тотально разре

шимо « -насыщенной формации §  формация Ж  = §  также является г-замкнутой тотально разрешимо 
« -насыщенной.

Поскольку формация § -  г-замкнутая, то по лемме 1.5. формация Ж  = ^ р §  также является г- 
замкнутой формацией.

Докажем, что формация Ж  тотально разрешимо « -насыщена. Обозначим через h внутренний « - 
композиционный с"^ -зн ач н ы й  спутник формации § .

Пусть вначале р € « . Формация ^ р  имеет такой внутренний « -композиционный спутник т ,  что 
™(р) = (1), т ( « 3) = (1) и т (д )  = 0  для всех q € «  \  {р}. Ввиду леммы 1.2. формация Ж  имеет спутник 
/ ,  удовлетворяющий условиям: / (р) = § ,  / ( « 3) = Ж  и / (q) = h(q) для любого q € «  \  {р}. Поскольку 
§  € с"^ , то Ж  является п-кратно разрешимо « -насыщенной для любого натурального п. Следовательно, 
Ж -тотальн о разрешимо « -насыщенная формация.

Пусть теперь р ^ « .В  этом случае формация ^ р  имеет такой внутренний « -композиционный 
спутник т ,  что т (q) = 0  для всех q € «  и т ( « 3) = ^ р . Тогда согласно лемме 1.2., формация Ж  имеет 
спутник / ,  такой, что / (q) = h(q) для любого q € «  и / ( « 3) = Ж . Следовательно, Ж -тотальн о разрешимо 
« -насыщенная формация. Таким образом, Ж  € с "^ . ■

Л емма 2.2. Пусть g  = С f"  ( f ) -  г -замкнутая тотально « -ком позиционная формация. Тогда канони
ческий спутник f  является с"^ -значным.

Д оказательство . Прежде всего заметим, что f  ( « 3) = g  € с "^ . Кроме того, из леммы 1.1 следует, что 
если р € «  \  ж (Com (g)), то f  (р) = 0  € с"то. Покажем, что для любого р € ж (C om (g)) П «  имеет место 
f  (р) € с "^ . Поскольку g  € сТО, то g  = С f " ( / ) ,  где спутник /  является с^-значным. Поэтому g  € ( с ^ ) " '. 
Тогда, учитывая очевидное включение (с ^ )" ' с  с^ и лемму 2.1, из леммы 1.4 получаем f  (р) € с^. 
Из первого утверждения леммы 1.3 следует, что формация f  (р) является г-замкнутой. Таким образом, 
формация f  (a) € с"^ для всех a € «  U { « 3}. Следовательно, спутник f  является с"^-значным. ■

Непосредственно из определений и первого утверждения леммы 1.3 вытекает следующая лемма.
Л емма 2.3. Пусть g  = С f " ( / ) ,  где  / -  « -ком позиционны й  с"^ -значны й спутник ф ормации g . Тогда 

g  является г -замкнутой тотально « -ком позиционной формацией.
Следующий результат является прямым следствием лемм 2.2 и 2.3.
Л емма 2.4. Справедливо равенство (с"то) " ' = с"то.
В дальнейшем, учитывая замечание 3 [Скиба, Шеметков, 2000], мы полагаем £  = £+, при этом ж(£) = 

« . Учитывая также, что для любой полной решетки формаций 0  совокупность 0 " '  всех формаций, 
которые имеют « -композиционный 0-значны й спутник, — полная решетка формаций (см. подробнее 
[Скиба, Шеметков, 2000]), обозначим через Ж  такую формацию из 0 " ' ,  что §  с  Ж  для всех §  € 0 " '.

Л емма 2.5. Пусть 0 -  полная решетка формаций, Х -  такая непустая совокупность групп, что (Х) с  
Ж , g  = 0 " ' form (Х). Предполож им также, что существуют такие классы простых гр уп п  % и  £ 1, что 
К (Х ) с  % с  К (Ж ), % П £ 1 = К (Х ) П £ 1, причем  £  с  £ 1. Тогда если Е (%) € 0 " ' ,  то

К ( Х ) П  £l  = K ( g ) П  £ l.

В частности,
ж(Com(Х)) П «  = ж(C om (g)) П « .



Д оказательство . Поскольку К(Ж) £  X и Е(X) € е " » , то, учитывая равенсто К (Е (X )) = X, имеем 
(Ж) £  Е(X). Поэтому 5  = е "» form (Ж) £  Е(X). Из последнего включения в силу равенства X П 2 1 = 
К(Ж) П 2 1 получаем

K (5 )  П 21 £  X П 21 = К(Ж) П 21.

Из включения Ж £  5  следует, что К(Ж) П 2 1 £  K (5 )  П 2 1. Следовательно,

К( Ж) П 21 = К ( 5 ) П  21.

В частности, полагая 21 = 2  и учитывая, что класс 2  содержит только абелевы простые группы 
(порядки которых принадлежат а), из последнего равенства имеем

Com(Ж) П 2  = Com (5) П 2 .

Следовательно,
ж(Com(Ж)) П а  = ж(C om (5)) П а ,

что и завершает доказательство леммы. ■
Лемма 2.6. Пусть X -непустой класс простых групп, ^  = Е (X), и  пусть г -такой а  -ком позиционны й  

спутник, что г ( а ') = ^  и
^ ,  е с л и р € ж(Com(X)) П а , 

если  р € а  \  ж (Com (X )).
г(р) =

Тогда ^  = СF" (г) -  г -замкнутая тотально а  -ком позиционная формация, а г = Л -  канонический  с"то - 
значны й спутник.

Д оказательство . Заметим, что K ( ^ )  = К (Е (X )) = X. Поэтому C om (^) = Com(X). Пусть ж = 
ж(Com(X)) П а .

Покажем, что ^  = С F"(г). Включение ^  £  С F"(г) очевидно. Предположим, что обратное включение 
неверно и G — группа минимального порядка из С F"(г) \  ^  с монолитом Р = G^.

Если ж(Com (p)) П а  = 0 , то Л "(G) = 1. Значит,

G = G/1 = G/Л " (G) € г ( а ') = ^ .

Противоречие.
Следовательно, ж(Com(P)) П а  Ф 0 . Пусть р € ж(Com (P)) П а . Тогда Р -  абелева р-группа. Если 

р ^ ж, то ввиду условий г(р ) = 0  и р € а , имеем р ^ ж(Com(G)) П а . Учитывая, что р € а , получаем 
р ^ ж(Com(G)). Противоречие. Значит, р € ж. Следовательно,

G € ШpШ = ШpЕ(X) = Е(X) = ^ .

Вновь полученное противоречие показывает, что С F"(г) £  Ш. Таким образом, Ш = С F"(г). В таком 
случае формация Ш является n-кратно а-ком позиционной для любого натурального n. Следовательно, 
Ш- тотально а-композиционна.

Кроме того, несложно видеть, что Ш = Е(X) является S„-замкнутой формацией. Поэтому, ввиду 
ограничения на подгрупповой функтор г (для любой группы G все подгруппы, входящие в г (G), суб
нормальны в G), окончательно заключаем, что Ш является г-замкнутой тотально а-композиционной 
формацией.

Поскольку для любого р € ж имеет место ШpШ = ШpЕ(X) = Е(X) = Ш, заключаем, что г является 
каноническим с"^-значны м спутником формации Ш (см. также лемма 2.2). ■

Л ем м а2.7 . Пусть Ж -произвольная непустая совокупность гр уп п  и  5  = с"^ form Ж. Тогда имеет место 
равенство

Com(Ж) = C om (5).

В частности,
ж(Com(Ж)) П а  = ж(C om (5)) П а .

Д оказательство . Обозначим через 3+ класс всех простых абелевых групп, а через 3 - — класс всех 
простых неабелевых групп (3 - = 3 '  = 3  \  3+). Положим X = Com(Ж) U 3 - , 2 1 = 3+, Ж  = ® (® - класс 
всех групп). Покажем, что для решетки е  = с"^ выполнены условия леммы 2.5.

Заметим сначала, что согласно теореме 1.6.4 [Воробьев, 2012, с. 70] Ж  = ® является наибольшим 
элементом решетки е  = с "^ . Далее, несложно видеть, что ввиду выбора классов X и 2 1 имеют место 
включения К(Ж) £  X £  К (Ж ) = 3 ,  2  £  2 1. Кроме того, так как 2 1 = 3 + -  класс всех простых абелевых 
групп, то имеют место равенства

X П 21 = Com(X) = Com(Ж) = К(Ж) П 21.



Наконец, из леммы 2.6 следует, что Е(X) € с"то.
Таким образом, все условия леммы 2.5 выполнены. Применяя ее с учетом равенства 2 1 =3+,  получаем

Com(Ж) = К(Ж) П 21 = K (5 )  П 21 = Com (5).

Последнее утверждение леммы непосредственно следует из уже доказанного. ■
Ввиду лемм 2.4 и 2.7 из леммы 1.1 вытекает следующий результат.
Лемма 2.8. Пусть Ж-непустая совокупность групп, 5  = с"^ form Ж, /  -  м иним альны й  а  -ком пози

ц и о н н ы й  с"^ -значны й спутник ф ормации 5 ,и п уст ь  ж = ж (Com(Ж ))Па. Тогда справедливы  следую щ ие  
утверждения:

1) / ( а ') = с"тоform (G/Л " (G) | G € Ж);
2) / (р ) = с"TоTOorm (G/С p (G) | G € Ж) д ля  вс е хр € ж;
3) / (р ) = 0  д ля  всех  р € а  \  ж;
4) если  5  = СF" (h) и  спутник h с"^ -значен, то д ля  всех  р € ж имеет место

■f (р ) = с"тоform (G 1 G € h(р ) П 5 , 0 p (g ) = 1)

и
/ ( а ') = с"тоform (G | G € h( а ') П 5 , Л "(G) = 1);

5) ж(Com(Ж)) П а  = ж(C om (5)) П а .

Л емма 2.9. Пусть е-т акая полная решетка формаций, что д ля  лю бой  непустой совокупности гр уп п
Ж, такой, что (Ж) £  Ж , имеет место ж(Com(Ж^ П а  = ж(C om (5^ П а , где  5  = е "» form (Ж). И  пусть /; —
м иним альны й  а  -ком позиционны й е -зн а ч н ы й  спутник формации  5; € е "» , где  i € I . Тогда Ve ( / ; | i €
I ) -  м иним альны й  а  -ком позиционны й е -зн а ч н ы й  спутник формации  5  = Vea» (5; | i € I ).

Д оказательство . Пусть /  = Ve (/; | i € I ) и h — минимальный а-ком позиционны й е-значны й
спутник формации 5 . Так как 5 ; £  Ж  для любого i € I, то U 5 ; £  Ж . Следовательно, ввиду условия

; €(
леммы, имеем ж|Com( ^ 5 ; ^  П а  = ж(C om (5)) П а . Пусть ж = ж|Com( ^ 5 ; ^  П а .

Покажем, что h = / .  Если р € а  \  ж, то согласно лемме 1.1 для любого i € I  имеет место / ;(р) = 0. 
Значит, / (р ) = 0 . Понятно также, что h (р) = 0.

Пусть теперь р € ж П а . Тогда найдется такое i € I, что / ;(р) Ф 0 . Ввиду леммы 1.1 имеют место 
равенства

h(р) = efo rm  (G/Сp (G) | G € U 5;) = efo rm  ( U eform  (G/Сp (G) | G € 5;)) =
;€/ ;€/

= eform  ( U /̂; (р)) = (Ve (./; | i € I )) (р ) = / (р).

Кроме того, из леммы 1.1 следует, что

h ( а ') = efo rm  (G/Л " (G) | G € U 5;) = eform  ( U eform  (G/Л " (G) | G € 5;)) =
;€/ ; €/

= eform  ( U^/;( а ') ) = (V e(/; | i € I )) ( а ') = / ( а ').

Таким образом, h = / .  ■
Полагая в лемме 2.9 е  = с"^ и учитывая лемму 2.7, получаем следующую лемму.
Л емма 2.10. Пусть / i - м иним альны й  а  -ком позиционны й  с"^ -зн а ч н ы й  спутник г -замкнутой тоталь

но  а  -ком позиционной формации 5i, где  i € I. Тогда V"̂  ̂( / ; | i € I ) —м иним альны й  а  -ком позиционны й  
с"^ -значны й спутник формации  5  = V"»̂  (5 ; | i € I ).

Теперь мы готовы доказать основной результат данного раздела.
Т еорем а 2.1. Пусть е  — такая полная решетка формаций, что д ля  лю бой  непустой совокупности 

гр уп п  Ж, такой, что (Ж) £  Ж , имеет место ж (Com(Ж^ П а  = ж (C om (5^ П а , где  5  = е"» form (Ж). И  пусть 
д ля  лю бой  формации  §  € е  формация Шp§ € е  д ля  всех  р € а , е"»  £  е . Тогда решетка формаций  е  
индуктивна.

Д оказательство . Пусть {5; = С F"(/;) | i € I } — произвольный набор формаций из е " » , где / ; -  неко
торый внутренний а-ком позиционны й е-зн ачн ы й  спутник. Обозначим через 5  формацию Ve (5; 1 
i € I ). Покажем, что 5  = С F"(Ve ( / ; | i € I )).

Введем следующие обозначения: h;-  минимальный а-ком позиционны й е -зн а ч н ы й  спутник фор
мации 5 ; = СF"(Fi), i € 1, 5  = С F"(F), h-м ин им альны й а-ком позиционны й е-значны й спутник фор
мации 5 . Кроме того, считаем, что р € а . Тогда согласно лемме 2.9 h = Ve (hi | i € I ). Ввиду замечания 1 
[Скиба, Шеметков, 2000] и леммы 1.4 имеют место включения

h i(р) £  / ; (р ) £  Шphi(р) = F;(р) € е .



Ввиду того, что
^ph i (р) с  ^ р  (V0 (hi (р ) | i € I)) и ^ р  (V0 (hi (р) | i € I)) € 0,

имеем
0 form ( U ^ p h i(р)) с  0 form (^ р (V0 (h i(р) | i € I ))) = ^ р (V0 (h i(р) | i € I )).

Следовательно,

h(р) = 0 form ( Uhi (р)) с  0 form ( Û_/i (р )) = / (р) с  0 form ( ^ ^ р  hi (р)) с  

с  ^ р (V0 (h i(р) | i € I)) = ^ p h (р) = f  (р ).

Итак, h (р) с  / (р) с  f  (р) для всех р € «.
Кроме того, поскольку

hi( « 3) с  / i ( « 3) с  f i ( « 3) = gi € 0 " '  и 0 " '  с  0 ,

справедливы включения

h( « 3) = 0form  ( U hi( « 3)) с  0form  ( U /i( « 3)) = / ( « 3) с  0form  ( U f i ( « 3)) =
i€7 i€Г i€7

= 0form  ( U g i) с  0 " ' form ( U g i) = g  = f  ( « 3) .
i€7 i€7

Значит, h ( « 3) с  / ( « 3) с  f  ( « 3). Таким образом, h < /  < f , и поэтому g  = С f" ( / ). ■

Отметим, что доказанная теорема является обобщением соответствующего утверждения теоремы 
работы Н. Н. Воробьева [2000] на случай решеток частично композиционных формаций.

Из теоремы 2.1 ввиду доказательства леммы 4.6.1 [Воробьев, 2012, с. 213], а также лемм 4.6.3 и 4.6.4 
[Воробьев, 2012, с. 216], вытекает

С ледствие 2.1. [Воробьев, Царев, 2010; Ж изневский, 2010]. Решетка с"^ всех  г -замкнутых п-кратно 
« -ком позиционны х формаций индуктивна.

Учитывая леммы 2.1, 2.4 и 2.7, из теоремы 2.1 получаем следующий результат, который является 
положительным ответом на вопрос 5.5(2) [Tsarev, Vorob’ev, 2018].

Т еорем а 2.2. Решетка с"^ всех  г -замкнутых тотально « -ком позиционны х формаций индуктивна. 
Поскольку каждая полная подрешетка индуктивной решетки также является индуктивной (см. [Ски- 

ба, 1997, с. 155]), из теоремы 2.2 получаем
С ледствие 2.2 Каждая полная подрешетка решетки с"^ индуктивна.
Отметим также следующие важные следствия.
Если г-тривиальный подгрупповой функтор, то из теоремы 2.2 вытекает 
С ледствие 2.3. Решетка с" всех тотально « -ком позиционны х формаций индуктивна.
В случае, когда г (G) = S„(G) для любой группы G, из теоремы 2.2 получаем
С ледствие 2.4. Решетка всех нормально наследственных тотально « -ком позиционны х формаций  

индуктивна.
Если «  = {р}, то из теоремы 2.2 имеем
С ледствие 2.5. Решетка ср^ всех  г -замкнутых тотально р -ком позиционны х формаций индуктивна. 
Если «  = P-множ ество всех простых чисел, из теоремы 2.2 получаем
С ледствие 2.6. [Tsarev, 2018]. Решетка с^ всех г-замкнутых тотально ком позиционны х формаций  

индуктивна.
3. А л гебр аи ч н о сть  р е ш е тк и  с"^ всех г-зам кн у ты х  то тал ьн о  « -к о м п о зи ц и о н н ы х  ф орм ац и й .

Для доказательства алгебрачности решетки с"^ нам понадобятся следующие вспомогательные утвер
ждения. ( )

Лемма 3.1. Пусть g - непустая г -замкнутая формация, ж -такое множество простых чисел, что ж (C om (g^ П 
«  с  ж. Тогда формация g  является г -замкнутой тотально « -ком позиционной формацией.

Д оказательство . Если ж = 0 , то ввиду примера 1 [Скиба, Шеметков, 2000] S 0 g  = (1)g  = g -тотально 
« -композиционна, и утверждение леммы верно.

Предположим, что ж Ф 0. Покажем, что формация g  является тотально разрешимо « -насыщенной. 
Пусть % = (7р | р € ж), где 7р — группа простого п орядкар . Тогда, очевидно, = Е(%). Заметим также, 
что ж(Com(%)) = ж(C om (S^)) = ж. Тогда ввиду леммы 2.6 S ^  = С f " (К ), где К ( « 3) = S ^ , К (р ) = S ^  при 
любом р € ж П «  и К  (р) = 0  при р € «  \  ж .И з условия следует, что

ж(C om (g)) П «  с  ж = ж(C om (S^)).

Учитывая последнее включение, а также лемму 1.2, заключаем, что формация S ^ g  имеет такой « - 
композиционный спутник t,что t ( « 3) = S ^ g , t (р) = К  (р )g  = S ^ g  прилю бом р € ж П« и t (р) = 0  при р €



«  \ж  (см. также лемма 4.5 [Guo et al., 2007] и лемма 3.3.8 [Селькин, 2011]). Поэтому S ^ g  является п-кратно 
разрешимо « -насыщенной для любого натурального п. Следовательно, S ^ g -тотально разрешимо « - 
насыщенная формация.

Поскольку формация S ^  наследственна, то ввиду леммы 1.5 формация S ^ g  является г-замкнутой. 
Таким образом, S ^ g  — г-замкнутая тотально « -композиционная формация. ■

Л емма 3.1. Пусть §  = с" f o r ^  U g ^ , где  g i -  г -замкнутая тотально « -ком позиционная формация
“ i €7

(i € I ), А € §-м онолит ическая группа. Тогда если S o c (А )-неабелева группа, то А € U g i .
( j i €7

Д оказательство . Пусть А -группа из условия леммы, ж = ж C o m  U g ^  П « . Ввиду леммы 2.7
i €7

Com( U g i^  П «  = ж(C om (§)) П « .
i €7 /

Значит, ж = ж(C om (§^  П « . Согласно лемме 3.1

Поэтому

S ^ гform (U g i) € с"то.

с"то form (U g i) с  S ^  гform ( U^gi) .

Значит, А € S ^ гform ( U g i). Поскольку Soc(А)-неабелева группа, то 
i €7

А € гform ( U g i).

Тогда вследствие леммы 1.6 заключаем, что А € U g i. ■
i €7

Основным результатом работы является следующая теорема, которая дает положительный ответ на 
вопрос 5.5(1) [Tsarev, Vorob’ev, 2018].

Т еорем а 3.1. Решетка с"^ всех  г -замкнутых тотально « -ком позиционны х формаций является алгеб
раической.

Д оказательство . Покажем вначале, что для любой группы А однопорожденная г-замкнутая тоталь
но « -композиционная формация g  = с"^ form А является компактным элементом решетки с "^ . 

Предположим противное. Тогда существуют группа А и формации g i € с"^ , где i € I , такие, что

g  = с"^ form А с  §  = с"^ form ( U g i)
i €7

и, кроме того, ( )
g  = с"то form А i  с"то form (jÛ g j )

для любого конечного подмножества J  с  I. Пусть А -группа минимального порядка среди групп с таким 
свойством. Покажем, что группa А монолитична. Допустим, что N 1 и N2-  две различные минимальные 
нормальные подгруппы группы А. Пусть £  = с"^form (А/М1), Ж  = с"^form (А/М2).

Поскольку |А/М11 < |А| и |А/М21 < |А|, то ввиду выбора группы А из включений

£  = с"„ form А/N l с  §  = с"„form ( U g i),
i €7

Ж  = с"  form А/М1 с  §  = с"  form ( U g i)
“ “ i €7

следует, что найдутся такие наборы индексов i1, . . . ,  i  ̂ € I  и j 1, . . . ,  j; € I, что

£  с  с"тоform (gil U . . .  U gi^),

Ж  с  c"^form (gjl U . . .  U g j,).

Следовательно,
g  = £  V"'„ Ж  с  c"„ form (gil U . . .  U gi, U gjl U . . .  U g j,).

Получили противоречие. Значит, А -монолитическая группа. ( )
Пусть P = Soc(А). Предположим, что P — неабелева группа. Тогда, учитывая условие А € с"^ f o r ^  U g i) 

и лемму 3.2, имеем А € U g i. Поэтому существует такой индекс iG € I , что А € g io. Учитывая, что g io —
i€7

с"„ -формация, имеем g  = с"то form А с  gi0. Противоречие.
Следовательно, P -абелева р-группа для некоторого простого числа р . Пусть

ж = ж Com( U g i 
i7

П «.



Предположим, что р ^ а . Тогда р ^ ж. Ввиду леммы 3.1 гform ( U 5;) € с" . Значит,
i €7 то

Так как

то имеет место

Поскольку р ^ ж, то

§  = с"то form (U 5 ;) £  гform (^ 5 ; ) .

А € §  = с"тоform (;U75 i),

А € S ^  Tform ( U 5 ;).
i €7

А € гform ( U 5 ;).

Тогда, согласно лемме 1.7, найдутся такие индексы i1, . . . ,  i„  € I, что

гform А £  Tform (5;1 U . . .  U 5 ;„ ).

Из включения
гform (5i1 U . . .  U 5 ;^) £  с"тоform (5;1 U . . .  U 5;^),

следует, что
гform А £  с"тоform (5;1 U . . .  U 5 ;„ ).

Следовательно,
с"то form А £  с"то form (5;1 U . . .  U 5;„ ).

Противоречие. Поэтому р € а . Так как А /Р  € §  и |А /Р| < |А|, то в силу выбора группы А существует 
такой набор индексов i1, . . . ,  ij € I, что

А /Р  € с"то form (5 i1 U . . .  U 5 i, ) .

Пусть T = Р X (А /С а(Р)). Поскольку А € 5 , то согласно лемме 1.9 Т € 5 . Значит, Т € § .
Предположим, что |Т| < |А|. Тогда ввиду выбора группы А найдутся такие индексы

j 1, . . . ,  jt € I , что
Т € с"то form (5 Л U . . .  U 5 JV) .

Пусть ® = с" form (5 ;1 U . . .  U 5 ;̂  U 5J1 U . . .  U 5jv),  ̂— некоторый а-ком позиционны й спутник формации 
®. то "

Покажем, что в таком случае А € ®. Ясно, что Т € ® и А /Р  € ®. Из определения группы Т также 
следует, что

А/Са (Р) = Т /Р  = Т /С т(Р ) = Т/С p (Т) € а (р ).

Пусть Сp (А /Р) = —/Р. Поскольку А /Р  € ®, то имеет место

А/С = (А /Р )/(—/Р) = (А /P)/С p (А/Р) € а(р ).

Учитывая, что Сp (А) = — П Са (Р), получаем

А/Сp (А) = А /(С  П Са (Р)) € а (р ).

Кроме того, поскольку Р £  Л" (А) и Р £  С^ (А) для всех простых д Ф р , то

Л "(А /Р) = Л "(А )/Р  и С?(А/Р) = С?(А)/Р.

Снова принимая во внимание, что А /Р  € ®, имеем

А/Л" (А) = (А /Р )/(Л " (А)/Р) = (А /Р )/Л " (А/Р) € а ( а ')

и
А/С?(А) = (А /Р)/(С ?(А )/Р ) = (А /Р)/С ?(А /Р) € а(д) 

для любого д € (ж(Com(А)) П а ) \  {р}. Таким образом,

А/С" (А) € а (г)

для всех ж(Com(А)) П а . Следовательно, А € ®. В таком случае

5  = с"то form А £  ® = с"то form (5;1 U . . .  U 5;^ U 5j1 U . . .  U 5^,).



Противоречие.
Поэтому |Т| = |А|. Следовательно, P = С^ (P), что влечет

P = Сл  (P) = Ср  (G) = f p  (А) = f  (А) = Ор  (А).

Пусть / i и h -  минимальные « -композиционные с" ^  -зн ачн ы е спутники формаций g i и §  соответ
ственно (i € I). Тогда ввиду леммы 2.10

h = V" '„ ( / i | i € I ) .

Поскольку P = Ср  (А) и А € § , то

А /P  = А/Ср (А) € h (р) = (V" 'TO( / i | i € I) ) (р ) = V" TO( / i (р) | i € I ).

Так как |А /P| < |А|, то в силу выбора группы А существует такой набор индексов
J = {j l , . . . , j n}, что

А/P  € V " 'to( / j  (р) | j  € J ) .

Вследствие леммы 2.10 w = V"'^ (/)■ | j  € „[)-м ин им альны й « -композиционный с"^ -зн ач н ы й  спутник 
формации

ж  = V" '„ (g j | j  € J ) .

Следовательно,

А/О р  (А) = А /P  € V" 'TO( / j (р) | j  € J ) = (V" 'TO( / j  | j  € / ) ) ( р ) = w (р).

Поскольку спутник w -внутренний, то, применяя лемму 1.8, заключаем, что группа А € Ж . Следова
тельно,

g  = С"то form А с  Ж  = V" 'TO(g j  | j  € J ) .

Полученное противоречие показывает, что g -  компактный элемент решетки с" ^ . Поскольку любая 
г-замкнутая тотально « -композиционная формация является объединением своих однопорожденных 
г-замкнутых тотально « -композиционных подформаций в решетке с" ^ , то решетка с" ^ алгебраична.

Заметим, что ввиду леммы 4.8.1 [Воробьев, 2012, с. 247] (см. также лемма 4.1(a) [Skiba, Vorob’ev, 2013]) 
компактными элементами решетки с" ^  являются в точности однопорожденные формации из с" ^ . ■ 

Поскольку каждая полная подрешетка алгебраической решетки формаций также является алгебра
ической решеткой (см. [Щербина, Сафонов, 2019б]), то из теоремы 3.1 получаем

С ледствие 3.1. Каждая полная подрешетка решетки с" ^  является алгебраической.
Отметим также другие следствия доказанной теоремы. Следующее следствие является решением 

проблемы 1 [Скиба, Шеметков, 2000]. Если г-тривиальный подгрупповой функтор, то из теоремы 3.1 
получаем

С ледствие 3.2. Решетка с^ всех тотально « -ком позиционны х формаций является алгебраической.
В случае, когда г (G) = Sn (G) для любой группы G, из теоремы 3.1 имеем
С ледствие 3.3. Решетка всех нормально наследственных тотально « -ком позиционны х формаций  

является алгебраической.
Если «  = {р}, то из теоремы 3.1 получаем
С ледствие 3.4. Решетка ср ^  всех  г -замкнутых тотально р -ком позиционны х формаций является 

алгебраической.
Если «  = P-множ ество всех простых чисел, то из теоремы 3.1 вытекает
С ледствие 3.5. [Tsarev, 2019b]. Решетка с^ всех  г -замкнутых тотально ком позиционны х формаций  

является алгебраической.
В случае «  = P для тривиального подгруппового функтора г из теоремы 3.1 вытекает 
С ледствие 3.6. [Tsarev, 2019a]. Решетка СТО всех тотально ком позиционны х формаций является ал

гебраической.
З ак лю ч ен и е . В работе получены положительные ответы двух открытых проблем теории решеток 

частично композиционных формаций: А. Н. Скибы и Л. А. Шеметкова об алгебраичности решетки всех 
(функторно замкнутых) частично тотально композиционных формаций, а также А. А. Царева и Н. Н. 
Воробьева об индуктивности указанной решетки. В качестве следствия основного результата установ
лены алгебраичность и индуктивность решетки ср ^  всех г-замкнутых тотально р-ком позиционны х 
формаций, а также решетки сТО всех г-замкнутых тотально композиционных формаций. Аналогичные 
результаты получены для решеток функторно замкнутых частично тотально композиционных фор
маций, соответствующих некоторым подгрупповым функторам г. Тем самым найдены новые классы 
алгебраических и индуктивных решеток формаций. Полученные результаты могут быть использованы 
в исследованиях по теории решеток частично композиционных формаций конечных групп.

Б лагодарн ость. Автор выражает искреннюю признательность В. Г. Сафонову за полезные обсуждения 
работы.
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