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Предислов!е.

Работы нашего Лобачевскаго положили начало ряду 
изсл'Ьдовашй объ основан1яхъ гсоыетр1и; по пониман1ю и уясне- 
Hiio его ген1альныхъ мыслей и дальнейшему ихъ развит1ю 
много сиособстьовали своими трудами Бельтрами, Римапнъ, 
Гельыгольцъ, Ь'эли, Гуэль, Клейпъ, Клиффордъ, Ли, Пуанка
ре, Киллингъ и др. )̂.

Чтобы облегчить русскимъ читателямъ знакомство съ 
работами этихъ ученыхъ по вопросу объ основан1яхъ геомет- 
р1и, Физико-математическое Общество при И мператорскомъ 
Казанскомъ Университет'Ь предприняло издан1е сд'Ьланныхъ его 
членами иереводовъ важнМ ш ихъ мемуаровъ по этому вопросу. 
Въ числ'Ь этихъ переводовъ, къ сожал'Ьн1ю, отсутствуютъ ван1- 
ные мемуары проф. Феликса Клейна: „Ueber die sogenannte
Nicht-euklidische Geometric -j; no ихъ значительному объему 
ихъ переводъ и ne4aTanie задоржало-бы издан1е, которое вы
пускается къ цpaздп0вaнiI0 столетней годовщины дня рожде- 
HiH Лобачевскаго. По той-же причин'Ь читатель не найдетъ 
въ нашемъ nsAanin переводъ большихъ мемуаровъ Софуса 
Ли: „Ueber die Grundlagen der Geom etrie“ ®); но желая дать

’ ) Полная биб.11ограф1Я работа по основа1йямъ ге п м етр 1И, по неевклидо
вой гео.метр1Ц и и» reojicrpiu гкперпространствъ, составленная амерпканскимъ  
7 ченымъ пр. Д. Б. Гальстедомъ, папечатана въ American Journal of Mathem. 
(Vol. I and II) и перепечатана съ иФкоторымн добавлен1ями въ приложе- 
н ш  ко второму тол у  co4HHeuift Лобачевскаго. Б'ь настоящее время up. Галь- 
стедъ занятъ вторы.мъ пздаН 1е.мъ этой бябл10графй(, доцолняемымъ сппскомъ 
работъ, появившихся въ послЬдн1е годы.

“) Matliematische Aunalen Bd. П ’, VI п XXXVII.
") Bericlite der Sacbsisclien GpsellschaftCpliys.-matli. Classe) 1S90. lid. XLII. 

Снстематпческое ns.ioxcHie своихъ пзсл4дова111Л объ основаи!яхъ геометр1я 
Л а прсдцолагаетъ дать въ третьеиъ то м !: «Theorie iler Traiisforniations-
grnpppiii)



аонят1е о связи, существующей между теор1ю группъ преобра- 
зован!й, разработываемою съ такимъ усн'Ьхомъ норвежскимъ 
ученымъ и учен1емъ объ основашяхъ геоыетр1и, мы помести
ли небольшую заметку Ли: „Зам'Ьчан1я на мемуаръ Гельм
гольца; „О  фактахъ, лежащихъ въ основашяхъ геометр1и“ , 
представляющую резюме его работъ.

Наше co6paHie мемуаровъ страдало-бы и другою непол
нотою, если-бы въ немъ отсутствовала известная переписка 
Г аусса  съ Ш умахеромъ по вопросу о параллельныхъ лишяхъ. 
Мы р'Ьшились поэтому присоединить къ нашему издан1ю пе- 
реводъ этой переписки, помещенный въ Математическомъ 
Сборнике (томъ трет1й). За письмомъ Гаусса отъ 28  ноября 
(н. с.) 1846  г., остававшимся долго еданственнымт> сочувствен- 
нымъ откликомъ на „Geom etrische Untersuchungen zur Tlieorie 
der Paralle]linien“ , принятыя теперь въ Япон1и за noco6ie 
нри преподаван1и геометр1и, мы помещаемъ приглашен1е къ 
подписке на фондъ Лобачевскаго, подписанное многими вы
дающимися представителями математической науки въ Евро
пе и вне ея. Сопоставлен1е этихъ приложен1й къ нашему 
издан1ю показываетъ, как1е значительные успехи сделала 
за последнее пятидесятилет1е та отрасль знан1й, которой по- 
ложилъ начало русск1й мыслитель и геометръ, и какихъ раз- 
меровъ достигло признан1е научнаго значен1я работъ нашего 
великаго соотечественника.

22 Сент. 1893 г.



ИЗ Ь ПЕРЕПИСКИ ГАУССА СЪ ШУМАХЕРОМЬ.

Шумахеръ къ Гауссу.

Я беру на себя смелость представить вамъ попытку, 
которую я сд'Ьлалг, чтобы доказать, безъ помощи Teopiii 
параллелей, предложеп1е, по которому сумма трехъ угловъ 
треугольника равна 180°, — ■ откуда вытекало бы само собою 
доказательство Евклидовой акс1омы. Едипственныя теоремы, 
которыя я предполагаю доказанными, суть: что сумма вс^хъ 
угловъ, образуемыхъ около одной точки, равна 3 60 ° или че- 
тыремъ прямымъ угламъ и eп ê, что углы, противоположные, 
въ вершин'Ь, равны.

Продолжимъ неопределенно стороны пряыолинейнаго 
треугольника Л В С  (черт. 1), или, другими словами, разсмо- 
тримъ систему трехъ прямыхъ въ одной плоскости, которыя 
своими перес'Ьчеп1ями образуютъ треугольникъ A B C .  При 
трехъ вершинахъ имЬемъ ypaBoeHia:

2а +  2 й =
26 +  2/? =  4 t̂ ,
2c +  2y  =  Ad,

откуда

a + f i  +  y = % d — {а +  Ъ +  с).

Такъ какъ эти соотношен1я существуютъ, какъ бы ни 
были расположены точки А , В  ш С, или, что все равно, 
какъ бы ни были проведены три прямыя въ плоскости, 
оставимъ неподвижными лин1и D G , Е М  и заставимъ лин1ю I F  
проходить черезь точку А  (черт. 2) такъ, чтобы она состав
ляла съ Е Н  тотъ же самый уголъ, какъ и въ первоначаль- 
Бомъ своемъ положеп1и, или вообще, такъ какъ этотъ уголъ 
произволенъ,— такъ, чтобы лин1я I F  всегда шла внутри угла. 
Мы будемъ им^ть тогда

а-^-Ь +  с ^ М .



Сл'Ьдосательно
а + р + у ^ Ы

Можетъ быть, возразятъ па это, что хотя и им4 емъ 
по предположен1ю

Ъ (черт. 1) =  & (черт. 2),

но, что равенство:

с (черт. 1) =  с (черт. 2)

должно быть доказано.
Мн^ кажется однако, что всл'Ьдств1е произвольной вели

чины угловъ въ этоыъ доказательств'^ н'Ьтъ необходимостп.
Таковы начала доказательства, о которомъ я жду вашего 

отзыва. Я прибавлю только въ оправдан1е моего разсуждеш'я, 
что, хотя второе AtiicTBie и уничтоясаетъ треугольпикъ A B C ,  
но оно не уничтожаетъ угловъ треугольника. Какъ бы пи 
были расположены лин1и, всегда им4 еыъ:

I B E = jS ,  G C F = y ,  D A E ^ a ,

какъ въ конечномъ треугольннк'Ь, такъ и въ исчезающемъ; 
сумма:

I A H + G A F + D A E

всегда равна, слЬдовательно, суым'Ь угловъ прямолинейпаго 
треугольника.

Такимъ образомъ докажемъ предложен1(3 для пропзвольпа- 
го треугольника (котораго углы суть А , В , С), проводя лин1и 
D G , Е Н  такъ, чтобы было сс =  А . п д Ьлая кром-Ь того 1А Л  
=  В  Е G A F = C .  Р'сли бы тогда I A F  оказалась непрямою, 
но ломапою лин1ею I A F ',  то уголъ с сделался бы меньше па 
йс; но уголъ Ь сталъ бы па туже величину больше, такъ что 
сумма этихъ угловъ осталась бы безъ перем'Ьпы и мы имЬли 
бы,— что намъ и требуется для доказательства,— равенство:

b-hc  (черт. 1) =  Ь +  с (черт. 2).

Коиенгагенъ, 8-го мая 1831 года.

Гауссъ къ Ш умахеру.

Разсматривая внимательно то, что вы Mni пишете о 
Teopiu параллелей, я зам'Ьчаю, что вы употребили въ вашихъ 
разсужден1яхъ, не выразивъ его явно, следующее нредложен1е:



Если дв4 перес'1;кающ1яся прямыя, (1) и (2), образуютъ 
съ третьею прямою (3), ихъ встречающею, соответственно 
углы А ' и Л", и если четвертая прямая (4), лежащая въ той 
же плоскости, будетъ пересЬкать (1) подъ угломъ А ', то та- 
же прямая (4) будетъ пересЬкать (2) подъ угломъ А ” .

Это предложен1о не только требуетъ доказательства, но 
можно сказать, чтоопо-то въ сущности и составляетъ ту тео
рему, о доказательств'Ь которой идетъ р'Ьчь.

Вотъ уже нисколько педаль, какъ я началъ излагать 
письменно некоторые результаты монхъ собственныхъ размы- 
шлеп1й объ этомъ нредмегЬ, занимавшихъ меня сорокъ л^тъ 
тому назадъ и никогда мною не занисанныхъ, вcл']iдcтвie че
го я долженъ былъ три или четыре раза возобновлять весь 
трудъ въ моей голов’Ь. Мн’Ь не хотелось бы однако, чтобы 
это погибло вм-Ьст!; со мною ').

Гетингенъ, 17 лая 1S31 года.

Шумахеръ къ Гауссу.

Я опять р'Ьшаюсь васъ обезпокоить по поводу теор1и па- 
раллельныхъ лин1й.

Продолжимъ неопределенно стороны прямолинеппаго тре
угольника Л В С  (черт. 3) и возмемъ рад1усъ В  столь большой,

что OTHOuienifl ^ ^  сделались бы менЬе всякой данной 
R  Н R

величины.
Этиыъ рад1усомъ изъ центра С  опишемъ полуокру жность 

JDEFG. Такъ какъ стороны а, Ь ш с могутъ быть разсматри- 
ваемы, какъ исчезаюиця по отношенш къ этой полуокружно
сти, и следовательно точки Л  и В ,  какъ совпадающ1я съ С, 
то эта полуокружность будетъ мерою трехъ угловъ треугольни
ка, сумма которыхъ будетъ поэтому отличаться отъ 1 8 0 “ 
какъ угодно мало.

Мне ка;:;ется, что, если не отвергать понят1я о величине 
неопределенп) возрастающей, это разсужден1е весьма просто 
доказываетъ, что во всякомъ конечномъ прямолппейьомъ треу
гольнике сумма угловъ равна 180 ", или лучше, что постоян
ное, которое должно было бы дополнять сумму угловъ до 
18 0 °, если бы геоиетр1я Евклида не была истинною,— менее 
всякой данной величины. Такъ какъ тоже доказательство мо-

*) Къ крайнему сож ал*н !и  до сихъ порт, остается неизв’Ьстнымъ, 
сохранилась ли эта рукопнсь въ б у м агах г , оставш ихся noc.it Г аусса или 
u t ib .  Пр. пер.



ж еть быть повторено для произвольнаго треугольника, то 
ясно что это постоянное не можетъ зависЬть отъ величины 
треугольника.

Любекъ. 25 мая 1831 года.

Ш умахеръ къ Гауссу.

Я желалъ бы встретить, въ полученяомъ мною отъ васъ 
ппсьы’Ь, ва1ие сужден1е о моеыъ способЬ доказательства, что 
сумма угловъ прямолинейнаго треугольника отличается отъ 
1 8 0 " на величину, меньшую всякой данной. Вы легко пова
рите, что вашъ отзывъ весьма важенъ для меня; л знаю, съ 
какою легкост1ю вы открываете слабую сторону разсужден1я. 
Я никому еще не сообщалъ объ этомъ предмет'^, исключая 
васъ, моихъ помощниковъ и профессора ]’анзена въ ГогЬ. 
Никто изъ насъ по могъ открыть паралогизма.

Если бы кто либо нашелъ необходимымъ (чего я не 
думаю) доказать предложен1е, по которому въ круг^ безконеч- 
наго рад1уса (я употребляю слово безконечнаго для сокраще- 
шя р'Ьчи) можно разсматривать верпшны треугольника, какъ 
центры круговъ, совпадающихъ между собою, то это дока
зательство легко было бы выполнить со всею строгост1ю.

Мн^ кажется, что когда дв^ точки находятся па копечномъ 
разстоян1и одна отъ другой, то это разстоян1е должно быть 
разсыатриваемо, какъ нуль, сравнительно съ лин1еюбезконечпой. 
Сл'Ьдовательно эти точки совпадаютъ одна съ другою относи
тельно этой безконечной лин1и.

Альтона, 29 ш н я  1831 года.

Пхуссъ КЪ Ш умахеру.

Я бы давно уже и съ большимъ удовольств1емъ сообщилъ 
бы вамъ мое M ninie о теор1и параллелей, въ отвЬтъ на ваше 
первое письмо, если бы не предполагалъ, что безъ достаточ- 
Быхъ раз1шт1й оно не можетъ быть вамъ очень полезно. Для 
того, чтобы мое изложен1е было вполне убедительно, нужно 
было бы много страпиц'ь разъяснен1й о томъ, что вамъ до
статочно было узнать въ н'Ьсколькихъ строкахъ и притомъ 
эти разъяснен1я потребовали бы спокойств1я духа, котораго 
у меня недостаетъ въ настоящую минуту. Я однако скажу 
вамъ объ этомъ npeAMeTi нисколько словъ, чтобы доказать 
вамъ мое доброе желан1е.

Вы начинаете прямо съ случая произвольнаго треугол- 
ника. Но вы могли бы приложить тоже самое разсужден1е,
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упрощая вопросъ, сперва къ простейшему случаю, высказы
вая такую теорему:

(1) В о  всякомо треугольниш, укотораго одна сторона 
}сонечная, а другая, и слпдовательно также третья, безко- 
нечная, сумма двухъ углово прплежащихъ къ конечной сто- 
ронгь, равна 180“. Доказателъст,во по вашему способу. —  Д у
га круга C D  (черт. 4 ) есть м'Ьра угла C A D  и также м'Ьра 
угла C B D ,  потому что въ кругё безкопечнаго рад1уса конеч
ное nepeM-feinenie центра должпо быть разематриваемо какъ 
нуль. Сл'Ьдовательпо

C A D  =  C B D , С Л В  +  С В Л ^ С В В  +  С В Л ’̂ Ш ^ .

Остальное оканчивается безъ затруднеи1я. В ъ  саломъ 
д'ЬлЬ, по этой теорем'Ь им^емх: (черт. 5)

a + / ?  +  J '= 1 8 0 “,
180 ’ ==? + (Г,

y  +  f = 1 80°,

откуда, взявъ сумму этихъ равенств'ь, найдемъ: 

а + ^  +  у  =  Ш \

Теперь, что касается до вашего доказательства теоремы 
(1), то я, вопервыхъ, протестую протпвъ того употреблеп1я, 
которое вы д'Ьлаете изъ безконечной величины, трактуя ее 
какъ количество определенное {vollendeten), что никогда не 
можетъ быть допускаемо въ математик!!. Безконечность есть 
только условное выражен1е— тогда как-ii, на самомъ Д'Ьл'];, 
р^чь идетъ о предЬлах ь, къ которымъ могутъ стремиться одни 
отношеп1я, тогда какъ друпя могутъ возрастать неопределен
но Въ этомъ смысле неевклидова геоштргя пе имеетъ въ 
себе нпкакихъ противореч1й, хотя, по первому взгляду, MHorie 
пзъ ея результатовъ нмеютъ впдъ параюксовъ. Эти Ka;Kyutieca 
иротивореч1я должны быть разсматриваемы какъ действ1я 
иллюз1п, происходящей отъ привычки, которую мы себе уже 
давно усвоили, разсматривать Евклидову геометр1ю, какъ 
строгую.

Въ неевклидовой геометр1и въ фпгурахъ никогда пе 
бываетъ подоб]я безъ равенства. Напримеръ. углы равно- 
сторонняго треугольника (черт. 6) нетолько различны отъ 7, 
прямаго угла, но прптомъ они могутъ изменяться съ вели
чиною сторонъ, и если стороны возрастаютъ безпредельно, то 
они могутъ сделаться сколь угодно малыми. Тутъ следователь



но будетъ протпворЬч1о уже въ самомт. желжпи начертить 
такой треугольникъ цо гюдоб1ю посредствомъ треугольника 
ыеньшаго. Можно только обозначить о г о  общее расположеп1е. 
Такимъ образолъ, обозначете безкопечпаго треугольника въ 
иред'Ьл'1; было бы такое, какъ на черт. 7 .

Б ъ Евклидовой геометр1и ничто не велико абсолютнымъ 
обра:ю.мъ; но не такъ будетъ къ неевклидовой геолетр1и, и 
въ этолъ именно ея отличительный характеръ. ТЬ, которые 
не доцугкаютъ этого, тЬмъ оамылъ ужо нолагаютъ основан1е 
всей Евклидовой геоыетр1п; но какъ л уже сказалъ, цо моему 
уб1;ждеп1ю, съ пхъ стороны это ость чистая пллю;!1Я. Въ 
разслатриваемомъ случай пе будетъ абсолютно никакого про- 
тивор'1;ч1я, если мы скажсмъ, при двухъ данныхъ точкахъ 
Л и  В  \1 направлен1и А С  (черт. 3), по которому точка С  уда
ляется неопределенно, что хотя уголъ 1) В С  приближается 
все бол4 е и бол^е къ углу В А С ,  но все таки разность 
этихъ двухъ угловъ нельзя сд'Ьлать мен-Ье пЬкоторой конеч
ной величины.

Введеп1е дугп С В  д^лаетъ безъ сошгЬн1я ваше заклю- 
чеп1е бол^е правдоподобнымъ. Но если разъяснить то, что 
вы только указали, то должно будетъ выразить это такъ 
(черт. 9);

( 'А  Т) • СВТ> =С А В  . с и п

и тогда какъ А С  возрастаетъ neonpeAiienHO, С В  и С В '  
съ одной стороны и Е С В  и Е 'С 'В  съ другой стремятся 
непрерывно къ равенству.

Эти заключен1я пе пмЬютъ мЬста въ неевклидовой гео- 
ыетр1и, если понимать подъ этимъ, что геометрическ1я отно- 
1иее1я этихъ количествъ булутъ сколь угодно близка къ р а 
венству. Въ самомъ дЬлЬ въ неевклидовой геометр1и, полу
окружность круга рад1уса г  ии-Ьетъ величину

2

гд^ к есть постоянное, которое намъ опытъ указываетъ 
чрезвычайно болынимъ по OTHOnieniio ко всему, что можетъ 
быть нами измеряемо. Въ Евклидовой геометр1и это посто- 
яиное д'Ьлается безконечностыо.

На фигуральномъ язык'Ь теор]и безконечиости должно 
было бы, сл'Ьдовательпо, сказать, что окружности двухъ без- 
конечныхъ круговъ, рад1усы которыхъ отличаются на вели



чину конечную, casiii различаются между собою на величину, 
имеющую къ каждой изъ окружностей конечное отношен1е.

Н'Ьтъ никакого npoTni3opi4ia въ томъ, что челов'Ькъ, 
существо конечное, не пускается въ сужден1я о безконечномъ, 
какъ о предлетЬ данпомъ и внолн'Ь обнимаеыомъ его обьг- 
кновенпымп силаып понпман1я.

Вы видите, что здЬсь сноръ соприкасается непосред
ственно съ обла(;т!ю метафизики.

Гетпигент., 12 1юля IS31 года.

Гауссъ къ Шумахеру.

Въ посл'1'.днее время я им'Ьлъ случай перечитать не
большое сочинен1е Лобачевскаго подъ заглав!еыь: Geornetrische 
UntersKclmngen zur Theorie der Farallellim en. Это сочи- 

HCHie содержнтъ въ ceot основан1я reojierpin, которая дол
жна бы была существовать, и строгое развит1'е которой пред
ставляло бы непрерывную ц'Ьпь, если бы Евклидова reoiieTpiM 
не была пстинною. НЬкто Швейкартъ *) далъ этой геомет- 
piu имя „ geometrie aiistrale“ , а Лобачевск1й— геометрш во
ображаемого.

Вы зпаете, что уже пятьдесятъ четыре года (съ 1792), 
какъ я разд'1!ляю т'Ь-же взгляды, не говоря зд'ксь о н^- 
которыхъ развит)‘яхъ, которыя получили мои идеи объ этомъ 
предмет’Ь впосл'1'.дств1и. СлЬдовательпо, я собственпо пе на- 
шелъ 1!ъ сочинеи1и Лобачевскаго пи одного новаго для меня 
факта; по изложен1е весьма различно отъ того, какое я пред- 
полагалъ сд'Ьлатъ, и авторъ трактуетъ о предмет^, какъ зна- 
токъ, въ истинно-геометрическомъ дух^. Я считалъ себя обя- 
запнымъ обратить Ваше вниман1е на эту книгу, чтен1е кото
рой не преминетъ вамъ доставить живейшее удовольств1е.

Гетингенъ, 28 ноября 1S46 года.

’) Профессоръ приспруденц!п прежде въ M ap6yprt. потомъ въ Кениг- 
c6epri.



О т ъ  к о м и т е т а

для 0 БРА 3 0 ВАН 1Я  КАП И ТАЛ А ИМЕНИ

Н. и. ЛОБАЧЕВСКАГО.

22 октября 1893  года исполнится стол'Ьт1е со дня рож- 
ден1я знаменитаго русскаго геометра Лобачевскаго.

Николай Ивановичъ Лобачевск1й принадлежать несом
ненно къ числу т'Ьхъ ученыхъ X IX  стои^ия, работы которыхъ 
явились не только ц'Ьннымъ вкладоыъ въ науку, но и открыла 
ей новые путп.

Ген1альнымъ умамъ, нрокладывающимъ новые пути, часто 
приходилось отвергать положен1я, считавш1яся до нпхъ не
оспоримою и нетребующею доказательства истиною.

Такая же почетная роль въ наук^Ь выпала и на долю 
И. И. Лобачевскаго, этого „Коперника геометр1п“ , какъ на- 
звалъ его покойный Клиффордъ.

Съ Т'Ьхъ поръ какъ Евклидъ построилъ безсмертное 
здан{0 своей геометр1п на немногихъ опред'Ьлен1яхъ, aKcio- 
махъ и постулатумахъ, принятыхъ иыъ безъ доказательства, 
истина этихъ основанШ reosieipin не подвергалась солп'Ьн1ю; 
B ci усил1я ученыхъ всЬхъ странъ и вЬковъ били направлены 
на сведен1е числа этихъ акс1омъ и постулатумовъ къ наимень
шему, истор1я науки представляетъ, напрнм'Ьръ, ц'Ьлый рядъ 
попытокъ вывести такъ называемый постулатумъ Евклида о 
встрече перпендикуляра и наклонной, какъ математическое 
сл'Ьдств1е прочихъ опред'Ьлен1й, акс1омъ и постулатумовъ; 
истина самого постулатума не подвергалась сомн'Ьн1ю.

Лобачевсюй первый увид^лъ зд4 сь вопросъ, который мо- 
жетъ быть р'Ьшенъ только опытомъ и, придя къ уб'Ьл!дев1ю, 
что, утверждая существован1е постулатума Евклида, мы при- 
нимаемъ т'Ьмъ самымъ изв'Ьстныя свойства нашего простран



ства, которыя могутъ быть пров-^рены только путемъ опыта 
или наблюден!)!, показалъ возложность построеи1я геоиетр1и 
безъ этого постулатума. Свою мысль Лобачевск1й осуществилъ 
въ ряд'Ь меиуаровъ съ последовательностью и точностью 
^истиннаго геометра“ , какъ выразился Гауссъ.

Этотъ „princeps mathematicorum" прив'Ьтствовалъ работы 
Лобачевскаго еще въ 1846  г.: но прив'Ьтств1е Гаусса прошло 
незам'Ьченнымъ, и нужно было иройти еще известному времени 
для того, чтобы высокое научное и философское значен1е ра- 
ботъ Лобачевскаго было признано всёмн. Такому прпзна1пю 
работъ Лобачевскаго способствовали труды ыногихъ перво- 
классных'ь ученыхъ нашего времени, которые выяснили между 
прочимг, что геометр!я Лобачевскаго для двухъ изм'Ьрен1й 
представляетъ геометр1ю па поверхности съ постоянною отри
цательною кривизною, а геометр1я трехъ HSMipeniii даетъ по- 
пят1е о аовыхъ протяженпостяхъ,— пространствахъ, им'Ьющихъ 
кривизну.

11зучен{е гео.метр1'и Лобачевскаго или неевклидовой гео- 
jieTpin образовало въ посл'Ьдп!я два десятил'Ьт1я особую в'Ьтвь 
ыатеыатическихъ зпан1й, имеющую обширную литературу. 
Къ изслЬдонан1ямъ по геоыетр1и Лобачевскаго примыкаютъ и 
составляютъ пхъ непосредственное продолжен!е изслЬдован1я 
по геометр1и гпперпрострапствъ, которыя, бросая яр1ип св^тъ 
на iiHorie вопросы геоыетр1и, въ то же время являются пе- 
зам'Ьниыымъ пособ1емъ при изучен1и важн’Ьйшихъ вопросовъ 
анализа.

Высокому научному значению пзс.!1едован1Й Лобачевскаго 
соотв'Ьтствуетъ не мен'Ье высокое философское пхъ зпачен1в. 
Съ одной стороны они открываютъ умозрЬн1ю новый вопросъ 
объ изсл'Ьдован1п свопствъ пространства; съ другой стороны 
они бросаюгъ новый св'Ьтъ на вопросъ о происхожден!и п 
значен1и нашихъ геолетрпческихъ акс1омъ и им'Ьютъ, такимъ 
образомъ, высокую важность для reopin позпан1я.

Благородная жизнь Лобачевскаго гЬсно н неразрывно 
свя.запа съ ncTopiero Императорскаго Казанскаго Уапиерси- 
тета: онъ былъ первый его питомецъ, занявш1й профессор
скую каеедру; въ немъ исполнялъ онъ въ течен1е долгаго 
времени обязапности ректора и профессора.

Физико-математическое Общество, состоящее при Импе- 
раторскомъ Казаискомъ Университет^, не могло поэтому не 
обратить особевнаго внимап1я на достойное ознаменован1е сто- 
л'Ьтней годовщины дня рожден1я великаго русскаго матема
тика. Исходатайствовавъ В ы с о ч а й ш е е  разр'Ьшен1е на от



крыт1е подписки для обраяован1я капитала съ ц'Ьлыо ув'Ько- 
в4чеп1я имени Н. И. Лобачевскаго, оно организопало для 
бол'Ье усп'Ьшнаго достижешя этой ц'Ьли тм и тетъ, который и 
обращается теперь къ ученылъ и друзьямъ науки вс'Ьхъ странъ 
съ просьбою о сод’Ьйств1и. Первыыъ и главньтмъ назпаче- 
н1емъ капитала будетъ учрелгдец1е достойной значен1я вели- 
каго мыслителя и математика прем1и имепи Лобачевскаго, 
носящей иеждународный характеръ и выдаваемой за ученыя 
сочииен1я по MareMaTnKi ^преимущественно по тЬлъ отрас- 
лямъ ея, которыя находятся въ связи съ работами Лобачев
скаго). Такая прем1я дастъ ыолодымъ ученымъ, посвятившпмъ 
свои силы любимой Лобачевскимъ наук!;, поддержку и обод- 
p e H ie  и вм'ЬстЬ съ т4 мъ явится повымъ выражен1емъ един
ства вс'Ьхъ культурныхъ народовъ въ ихъ стремле1пп къ на
учной HCTHHi.

Взносы п росятъ  высылать по адресу:
Казань, физико-математическое Общество.
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ОПЫТЪ ОБЪНСНИИН НЕЕВКЛИДОВОЙ ГЕ0МЕТР1И,

Е. Б Е Л Ь Т  Р А М И ’) .

М с р е в о д ъ  II. II. М е я .

Въ пос.1'Ьднее время математичес1с1и мз’ръ пача.иъ яапи- 
латься П0ПЫШ1 идеями, которымъ, повидимому, суждено глу
боко 113.м'Ьнпть (•ocтaвlIBllliяcя до сихъ поръ понят1я о про- 
11Схождеп1и госметрпчесиихг истипъ.

Идеи этп появ11.1псь не совс'Ьмъ недавно Знаиепптый 
Гаусс'ь съ первыхъ сиопхт. шаговъ па научполъ нопрцщ}> 
обратнлъ на нихъ BHMJiaiiie; хотя ни въ одномъ нзъ его со- 
4HHeiiifi по заключается явнаго ихь изложен1я, по и:гь инсемъ 
его мы инднмъ, до какой степени опт. былъ имъ преданъ, 
и можелъ удостовериться въ его нолномъ cowaciu съ уче- 
н{емъ Лобачеискаго.

Подобныя попытки коренного обповлен1я принциповъ 
встречаются нередко вь ucTopia науки. Ои^ являются есте- 
ственнымъ ре.’.ультатомъ того критическаго духа, которымъ 
совершенно основатс.1ьно проникаются болЬе п болЬе науч- 
ныя изсл'1'.доваи1я. Когда та1пя попытки являются плодомъ 
добросовЬстныхъ изыскан1й и искроннихъ уб'Ьл1ден1й, когда 
он'1; находятъ поддержку въ иыпонирующемъ и даже неоспо- 
римомъ авторитет!'., людямъ науки необходимо разбирать ихъ 
спокойно, дпнаково удерживаясь какъ отъ SHTyaiasMa, такъ 
и оть преиебрежеп1я. Съ другой стороны въ пст()])!н ма
тематической науки торжество новыхь понят1й не можетъ 
ионпп'нуть истипъ уже нрюбрЬтенныхъ, —  оно можетъ из- 
м'Ьпить только 1К’)ложен1е ихъ въ наук'Ь, и увеличить или 
уменьшить ихъ значен1е и пхъ пользу. Глубокая крнтигса 
прннцииовъ не можетъ никогда повредить прочности пауч- 
паго здан1я даже н въ т Ь̂хъ случаяхъ, когда она не приво- 
дитъ къ открыт1ю U лучшему иознап1ю его истинныхъ ос- 
аован1й.

’) Giornale di inatematiclie, рпЫ. per G. Battngliiii t. YI, 1868.

1



Мы старались во первыхъ дать себ^ отчетъ въ резуль- 
татах'ь, къ которымъ приводитъ yqenie Лобачевскаго и зат'Ьыъ 
сл'Ьдуя n p i e M y ,  вполн'Ь, по вашему ын'Ьн1ю, согласному съ хо
рошими трад11ц1ями научнаго нзсл'Ьдован1я, мы иопыталпсь 
отыскать реальное ocHOeanie для этого учен1я. Думаемъ, что 
это удалось намъ для планиметрической части; по намъ кажет
ся певозможнымъ сд'Ьлать то;ке въ случай трехъ изм'Ьрет'й.

Настоя1ц1й мемуаръ им'];етъ ц'Ь'лыо преимущественпо 
выполпеп1е перваго изъ этпхъ нам'}>рен1й; что касается вто
рого, мы удовольствуемся въ настоящее время нисколькими 
указан]'ями, чтобы было возможно иол'Ье правильное суж- 
ден1е о смысл!; нашего объяснсн1я.

Чтобы не прерывать слишкомъ часто изложеп1я, мы но- 
м^стили въ отд'Ьльныхъ прим’}5чан1яхъ, въ ковцЬ мемуара. 
объяснен1‘я, относящ1яся къ н'Ькоторымъ аналитическимъ ре- 
зультатамъ, на которыхъ мы должны основываться.

I.

Основной upicMx доказательствъ элементарной геомстр1п 
состоитъ въ налооюеши 2:>авпыосо фгауръ.

Этотъ пр1емъ приложимъ не только къ плоскости, но 
также ко всЬыъ поверхностямъ, на которыхъ равныя фи
гуры могутъ существовать въ разлпчныхъ положен1яхъ, т. е. 
ко вс'Ьмъ поверхностямъ, которыхъ произвольная часть мо- 
жетъ быть точно прилолгена посрсдствомъ простого crn6aHifl 
къ другой произвольной части той же поверхности. Дtйcтв[l- 
тельно, мы видимъ, что несгибаемость поверхностей, на ко
торыхъ начерчены фигуры, не есть сун1ественное услов]е 
приложен1я этого npieM a; напр., правильность доказатель
ства плоской Евклидовой геометр)‘и не была бы ни въ чемъ 
нарушена, если бы стали разсматривать фигуры начерчен
ными на поверхности цилиндра или конуса, а не на пло- 
гкости.

Поверхности, для которыхъ безъ orpaHn4enifl оправды
вается свойство, о которомъ идетъ р^чь, суть, по знамени
той теорем^ Гаусса, вс'Ь поверхности, пм'Ьющ1я въ каждой 
изъ своихъ точекъ постоянное производен1е двухъ главныхъ 
рад1усовъ кривизны, или, иначе выражаясь всЬ поверхно
сти, которыхъ Mipa кривизны постоянна. Друг]я поверхно
сти не допускаютъ пеограничеинаго приложеьпя принципа 
наложешя для сравпеп1я пачерчениыхъ на нихъ фвгуръ, 
всл'Ьдств1е чего фигуры эти не могутъ имЬть строен]я, впол- 
п4  независящаго отъ ихъ положения.



Самый существенный элементъ фпгуръ п построен1й 
элементарной reoMerpiu есть прямая лин1я. Специфическое 
свойство этой лин1и есть то, что она вполн'Ь определяется 
только двумя своими точками, такъ что дв4 прямыя не мо- 
гутъ проходить через'ь дв'Ь данныя точки пространства, не 
совпадая на всемъ своемъ npoTflKeaiH. Между т^мъ въ гео- 
ыетр1и па плоскости это свойство не применено во всей ши- 
рот'Ь, потому что, всматриваясь въ д'Ьло ближе, мы видимъ, 
что прямая введена въ рансул\ден1Я плаинметр1и только по
мощью сл'Ьдующаго постулата: „при совыъщен1и двухъ пло
скостей, на кая.'дой изъ которыхъ есть прямая, достаточно 
ооЬпмъ прямымъ совпасть въ двухъ точкахъ, чтобы он4 
слились на всемъ свосмъ uporfl/Kenin".

Однако это свойство, определенное такимъ образомъ, 
не припадлежитъ исключительно прямымъ лин1ямъ по отно- 
1пен1ю къ плоскости; оно им'Ьетъ м^сто, вообще говоря, для ге- 
одезическихъ лнн1й на поверхности съ постоянной кривизной 
по отношен1ю къ этимъ поверчностямъ. Геодезическая лпн1я 
всякой поверхности им'Ьетъ уже свойство определяться вполп Ь 
(говоря вообще) двумя своими точками. Но для поверхностей 
постоянной кривизны, и только для нихъ, существуетъ все- 
ц'Ьло свойство, аналогичное свойству прямой па плоскости, 
т. е. „если имеются дв4 поверхности, которыхъ кривизна 
въ каждой точк'1; постоянна и одинакова для обЬихъ поверх
ностей, и если па каждой изъ нихъ взяты геодезическ1я ли- 
н1и, то при coвм'Ьщeпiи поверхностей такимъ образомъ, что
бы геодезическ1я лин]и пм^ли дв']Ь общ1я точки, эти лин|'п 
совпадутъ (вообще) па всемъ своемъ протяжен]и“ .

11зъ этого сл'Ьдуетъ, что кром'Ь случаевъ, въ которыхъ 
это свойство подлежмтъ исключен1ямъ, теоремы планиметр1и, 
доказываемыя для фигуръ на плоскости носредствомъ прин
ципа наложеп1я и постулата о прямой, им'Ьютъ м'Ьсто рап- 
нымъ образомъ для фигуръ, образованныхъ аналогично гео- 
дезическимп лин1ями на поверхности постоянной кривизны.

На этомъ именно основаны многочисленныя anaлoгiп 
между геометр1ей сферы и геометр1ей плоскости (считая нря- 
мыя лиш'и последней соответствующими геодезическимъ ли- 
н1ямъ первой т. е. окружностямъ большихъ круговъ), и эти 
аналог1и уже давно были замечены геометрами. Если иныя 
аналопи того же происхожден1я не были нодобнымъ обра
зомъ сразу зам'Ьчены, то это нужно приписать толу, что 
понят1е о поверхпостяхъ гибкпхъ и наложимыхъ одна на 
другую вполне усвоено только въ последнее время.



Мы сделали памекъ на исключен1я, могущ1я разрушить 
или ограничить указанную апалог1ю въ вопрос^. Эти исклю- 
чен1я действительно существуют!.. На сферической поверх- 
постп папр. др/Ь точки перестаютъ вполн'Ь определять окруж
ность большого круга, когда онЬ д1аметрально противопо
ложны. Поэтому н^которыл теорелы планпметр1и не ил'Ьютъ 
себе аналогичныхъ на сфере, какъ папр. теорема: „двЬ пря- 
мыя, перпендикулярныя къ третьей, пе ыогутъ встретиться

Эти соображен1я послужили исходною точкою нашихъ 
изыскан1й. Мы начали съ того, что заметили, что заключе- 
Н1я какого-нибудь доказательства обнимаютъ необходимо це
лую Kaieropiro сущностей, въ которыхъ имеются все необ
ходимым услои1я для законности этого доказательства. Если 
при изложен]‘и доказательства имелась въ виду определенная 
категор1я сущностей и если при этомъ не было введено опре- 
делеп1й, обособляющихъ разсматриваемую катогор1ю отъ кате- 
ropin более обширной, то ясно, что заключеп1я доказатель
ства пр1обретаютъ общность, большую той, которую искали. 
Въ этомъ случае можетъ оказаться, что некоторыя нзъ за- 
ключен1Й покажутся несогласными съ прпродой именно техъ 
сущностей, которым первоначально имелись въ виду, пото
му что изпестныя свойства, существующ1я вооби1,е для дан
ной Kaieropin сущностей, могутт. значительно видоизменить
ся НЛП даже и вовсе исчезнуть для некоторыхъ изъ этпхъ 
сущностей въ частности. Въ такомъ случае результаты изы- 
скав1й представляютъ видимыя npoTHBopeqiM, которыхъ умъ 
не можетъ понять, если не заметить слишкомъ общихъ ос
нован! й своего изследонан1я.

Разсыотримъ теперь доказательства планиметрии, осно- 
вывающ1яся единственно на пользован1и прииципомъ нало- 
жен1я и на постулате о прямой, каковы именно и суть до
казательства неевклидовой планиметр1п. Результаты отпхъ 
доказательствъ сохраняютъ силу безусловно во всехъ слу- 
чаяхъ, для которыхъ существуютъ этотъ иринцисъ и этотъ 
постулатъ. В се эти случаи необходимо заключены, по ска
занному выше, въ ученй! о поверхностяхъ постоянной кри
визны; по правильные выводы въ этихъ случаяхъ могутъ 
существовать только для техъ  изъ этихъ поверхностей, на 
которыхъ гипотезы, принятыя въ этихъ доказательствахъ, но 
иодвергаются иикакимъ исключенймъ.

Иринципъ наложен1я не подвергается исключеш'ю пи 
на одной нзъ этихъ поверхностей. Но, что касается по
стулата о прямой (или, лучше сказать, о геодезической ли- 
H i n ) ,  то мы уже заметили, что встречаются исключен1я 
па сфере и следовательно на всехъ поверхностяхъ постоян



ной положительной кривизны. Существуютъ ли теперь так1я 
исключен]я па поверхностяхъ постоянной отрицательной кри
визны? Другими словами, 1М0жегъ ли на этихъ посл'Ьднпхъ 
поверхностяхъ произойти, что дв'Ь точки не опред’Ьляютъ 
единственной проходящей черезь нихъ геодезической лин1и?

Этотъ вопросъ, пасколг.ко мп'Ь известно, не быль еще 
разсматрпваемъ. Еслибы ложно было доказать невозможность 
такихъ исключен1й, то стало бы а priori ясно, что теоремы 
неевклидовой плaнимeтpiи существуютъ безъ ограничен1я 
для вс'Ьхъ поверхностей постоянной отрицательной кривизны. 
Тогда известные результаты, которые казались бы несовмест
ными съ гипотезами, характеризуюпцгми плоскость, могли бы 
стать прпыЬнимы къ поверхности указаннаго рода, и моглп 
бы получать съ помощью этой поверхности объяснение и про
стое и удовлетворительное. Въ тоже вре.мя переходъ отъ не
евклидовой плaпймeтpiи къ Евклидовой могъ бы быть объ- 
ясненъ т'Ьми опред'Ьлен1ями, которыя обособляютъ поверх
ности съ пулевой кривизной изъ совокупности поверхностей 
постоянной отрицательной кривизны.

Таковы cooбpaжeнiя, которыми мы руководились въ ни- 
жесл'Ьдующихъ изыcкaнiяxъ.

II.
Формула

,7„а — v')i/u -̂  ̂ ^uvdiidv +  iâ —
CIS 1 ь  J -тп ; ( i )

(а — и — V )

представляетъ квадрагъ линейнаго элемента поверхности, 
которой сферическая кривизна везд'Ь постоянна, отрицательна

и равна Видг этого выpaжeнiя, хотя мен^е простой,

ч’Ьмъ видъ другихъ равно.значащнхъ BHpaseHiH , которыя 
можно было бы получить, вводя иныя перем'Ьнныя, иы'Ьетъ 
то особенное преимущество (весьма важное для натей на
стоящей Ц'Ьли), что всякое ypaBHenie, линейное относительно 
п п V, представляетъ геодезическую лпнiю п что, обратно, 
всякая геодезическая лиniя представляется линейпымч. урав- 
нензеиъ между этими переменными. (См. прим. I въ Konnii 
статьи).

Въ частности и дв'Ь системы коордипатныхъ лин1й 

и =  const., v =  const.

образованы геодезическими лин1ями, взаимное положеп1е ко- 
торыхъ легко узнать. Действительно, называя в  уголъ между



двумя координатными кривыми въ точкЬ {и, г’), им^емх

„V .  ̂ аУа^-u ^ -v ^
-- — . Sine ~  =  ,

71
откуда получаеыъ (9 =  ^ какъ для ?г=0, такъ и для г; =  0.

Следовательно геодезическ1я лпн1и , составляю1ц1я систему 
и =  const., BCfe перес'Ькаютъ иодъ прямымъ угломъ геодези
ческую лин1ю v = 0  другой системы, и вс'Ь геодезическ!» ли- 
н1и системы V =  const. перес'Ькаютъ под'ь прямымъ угломъ 
геодезическую лин1ю г( =  0 первой системы. Другими словами 
въ точк'Ь u =  v =^0 встрЬчаются дв'Ь геодезичесшя лпп1и вза
имно ортогональпыя,

« =  0, v = 0 ,

которыя мы назовемъ основными, и каждая точка поверхпо- 
сти опредЬляется, какъ точка перес1!чен!я двухъ геодезиче- 
скихъ лин1й, проведенныхъ черезъ нее перпендикулярно къ 
двумъ основнымъ лин1ям'ь: это, очевидно, составляетъ обобще- 
Bie обыкповеннаго Декартова метода.

Изъ формулъ (2 ) видно, что зпачен1я, припимаемыя пе
ременными II, V, ограничены соотнои1ен1емъ

u  ̂+  v \ < a ‘  (3)

Между этими пределами фупкц1и Е , F , G  вещественны, 
однозначны, непрерывны и конечны и, сверхъ того количе
ства Е , G, E G  —  положительны и отличны огъ нуля. 
Следовательно, на оспован1и того, что нами установлено въ 
пачал'Ь ыемуара „о комплекспыхъ перем’Ьпныхъ на какой 
угодно поверхнопти“ ’), часть поверхности, ограниченная кон- 
туромъ, котораго уравнеп1е

=  (4)

односвязна, и сЬть, образованная на ней координатными ге
одезическими лин1ями, представляетъ около каждой точки 
нечто въ роде той с'Ьти, которая образуется на плоскости 
ДВУМЯ системами параллельныхъ прямыхъ; т. е. две геоде- 
зичесшя лип1и одной и той же системы никогда по имеютъ 
ни одной общей точки, и две геодезическ1я лин1и разныхъ
спстемъ никогда другъ друга не касаются. Отсюда следуетъ.

’) Annali di Matematica, 2-я сер1Я, т. I.



что въ разсматриваемой области каждой парЬ вещественныхъ 
зпачеп1й и  н удовлетворяющпхъ услов1ю (3), соотв^тству- 
етт. вещественная точка, единственная в опред'Ьленная; и 
обратно каждой точкЬ соотв'Ьтствуеть единственная ц опре- 
д'Ьлеиная пара вещественныхъ значен1й м и г ; ,  удовлетворя- 
ющихъ указанному услов1ю.

Итакъ, если мы обозначимъ буквами х  ж у прямоуголь- 
ныя координаты точекъ вспомогательной плоскостп, то урав- 
нен!я

ж =  г<, y==v

опред'Ьляютъ изображегие разсматриваемой области, въ ко- 
торомъ каждой точкЬ этой области соотвЬтствуетъ единствен
ная и опродЬленная точка плоскости, и обратно; и вся область 
оказывается изображенной внутри круга рад1уса а съ цент- 
ромъ въ пачал’Ь координатъ, который мы назовеыъ прсдгьлъ- 
нымъ кругомъ. Въ этомъ изображен1и геодезическимъ лин1яыъ 
поверхности соотв'Ьтствуютъ хорды пред'Ьльнаго круга с, въ 
частности, коордипатпимъ геодезическимъ лин1ямъ соотв'Ьтству- 
ютъ лив1и, параллельныя осямъ координатъ.

Посмотрпмъ теперь, какъ ограничена, ка поверхности, 
область, къ которой относятся предъидущ1я разсужден1я.

Геодезическая лин1я, выходящая изъ точки (« =  0 , г; =  0), 
можеть быть представлена уравнев1ями

и =  г cos и , V =  г sin и , (5)

гд1> г и и  полярный! координаты точки, соответствующей 
точк'Ь {и, v) на прямой, которая изображаетъ па вспомога
тельной плоскости разсматриваемую геодезическую лин1ю. 
Для такихъ 3Ha4eniu можно получить изъ (1), такъ какъ а  
постоянно, следующее:

7 т)do  =  В  —---- ; ,
'  а — у

откуда
и  , а +  г

о  =  — lo g   ,
" 2 а— г ’

гд'Ь о есть дуга геодезической лии11г, отсчитанная отъ точки
(?{ =  f  =  0 ) .

Можно написать также

Р - 1



гд’Ь w, V— коордпнаты второго конца дуги р. Корепь +  
долженъ быть взятъ здЬсь со знакомъ + ,  если л;елают’ь по
лучить абсолютную пеличину длины о.

Величина эта равна нулю для г  - 0; она возрастает!. 
иеом1)од'1;леино при возрастан1п г пли '^u‘‘ +  v'‘ отъ О до а, 
станонится безконечною для т. е. для зпачс1пй и  и г,
удовлетворяющцхъ уравнен1ю (4) и дЬлается лнпмою, когда 

Поэтому ясно, что коптурь, выраженный уравнеп1ом'ь 
(4 ) и представленный на вспомогательной плоскости окрул:- 
}юстью пред’Ьльнаго круга, есть не что иное, какъ геометри
ческое M'fecTo безконечно удаленныхъ точегсъ поверхности, 
которое можно разслатривать, какъ геодезическую окруж
ность съ центромъ ВТ. точк'Ь [и =  v =  0), геодезпческ1й ра- 
д1усъ которой безконечно великъ. Вн'Ь этого геодезическаго 
круга бесконечно большого рад1уса существуютъ только ыип- 
мия пли воображаемыя области поверхности, такъ что раз- 
смотр'Ьпная выше область простирается безконечно и пепре- 
рывно во вс'Ьхъ направлеп1яхъ и обнилает-ь всю совокуп
ность д1>йствительныхь точект. поверхности. Такимъ образомъ 
внутри пред’Ьльнаго круга представлена вся веществеипая 
область пашен поверхности; при этомъ сама окрулпюсть 
пред'^льиаго круга соотв'Ьтствуетъ ея точкамъ , располо- 
жепнылъ въ безконечиости, окружности же, концентрпче- 
ск1я п лея:ащ1я внутри иред''Ьльнаго к])уга, соотп-Ьтствуют-ь 
геодезическил'ь окружностямъ поверхности, им'Ьюппшъ цеитръ 
в'ь ТОЧК'Ь {u =  v =  Q}.

Если въ уравнен|'яхъ (5) разсматрпвать г, какъ посто
янное, а и ,  какъ персы'1;нное, то эти уравпеп1я спотв’Ьтству- 
ютх гоодезической окружности и формула (1) даотъ:

(7 )
■

гд'Ь О" есть дуга геодезической окружности, представленная 
Ба вспомогательной плоскости дугою окружиости, которой 
рад1усъ есть г  и и — центральный уголъ. Такъ какъ (Тпро- 
лорц{онально и  при какомъ у1'одпо г, то можно легко вн- 
д'Ьть, что геодезическ1я лип1и о  составлюютъ въ общемъ на- 
чал'15 Taicie же углы между собою, какъ рад1усы, cootbIjt- 
ствующ1е имъ на всиомогательиой плоскости, и что безко- 
нечпо малая часть поверхности, которая пепосредственно 
окру;каетъ точку (?< =  f  =  0), подобна своему плоскому изо- 
бражен1'ю,— свойство, котораго не им1;етъ никакая другая 
точка.



Изъ ypaciieiiifl (G) получается

r =  '^u' +  v'=-atangh-^, n c o s A ^ = - ,  (7 ')Jti 11 IV

гдЬ w есть положитольное значение радикала — u ' — v \  
Въ силу иредыдущаго зпачен1я г, ypasHeHie (7) ыожетъ быть 
напнсано так'м

и B s in h ^ ,
‘ 1ь

такъ что для полуперпметра геодезической окружности ра- 
д1уса р  получается формула:

TTlisinhy,, НЛП л-Д (е|; —  е — , (8)

Изъ предъидущаго сл^дуетъ, что геодезическ1я лин1и по- 
верхкост» (д'Ьйствительныя) представлены во всей ихъ сово
купности хордами пред'Ьлг.наго круга, между т^мъ какъ про- 
долже1ия этихъ хорд'ь вн^ круга не им^готъ никакого д^й- 
ствительпаго представлен1я. Съ другой стороны дв'Ь д’Ьй- 
ствителышя точки иоверхности изображаются двумя точками, 
равпымь образомъ действительными, лежащими внутри пре- 
д'Ьльнаго круга и определяющими одну хорду этого круга. 
Итакт. видимь, что дв'Ь д’Ьйствительныя точки поверхности, 
выб2}аннын какъ угодно, опред'Ьляють всегда едгтственную и 
опредплениую геодезическую литю, которая на вспомогатель
ной плоскости изображается хордою, проходящею чрезъ со- 
oтв'^;тcтвyющiя имъ точки.

Так!1Л!Ъ образом'ь поверхности постоянной отрицатель
ной крпиизны ме представляютъ исключен!», им'Ьющихъ 
M'hCTO въ этомъ oTHouieiiin па поверхяостяхъ постоянной по
ложительной кривизны, и слЬдовательпо къ нимъ приложи
мые теоремы неевклидовой планиметр1и. Бол-Ье того, эти 
теоремы, га. большей ихъ части, доступны конкретному тол- 
кован1ю только тогда, когда будемъ ихъ относить именно къ 
этпмъ иоперхпостямъ, а не къ плоскости, какъ это мы до- 
кажемъ ниже подробно. Для краткости мы назовемъ псевдо- 
сфернчаскилт поверхности постоянной отрпцательпой кри
визны и сохранимъ nasBanie padiyca  для иостояннаго коли
чества 72, отъ котораго зависитъ величина пхъ кривизны.

III.
ИаПдемъ прежде всего общее cooTHOUienie между угломъ 

двухъ геодезпческихъ лин1й п угломъ представляющихъ ихъ 
хордъ.



Пусть (к, v) точка поверхности, (U , V) произвольная 
точка одной пзъ геодезическпхъ лин1й, выходящихъ нзъ пер
вой точки. Пусть уравнев1я двухъ пзъ этпхъ лин1й таковы:

r-v  =  m (U — t(), V — v =  n (U — ii).

Называя а уголъ геодезпческихъ лпн1й въ точкЬ (м, v), 
имteмъ, по известной формул'Ь

, [n— m )^EG— r
tanga E + ( n  +  m]F+mn(^^

или, для настоящихъ значен1й Д  F , G,

, а{п— iu)w
tanga -

Означая а' уголъ двухъ хордъ, а ju, п v— углы этпхъ 
хордъ съ осью X ,  иы’Ьемъ

m =  tangu^ n =  tang'j, a ' =  v— я ,

и потому

_  ___________ aivsina'___________
a^cosa'— [vcosfi— usin,u) {vcosv— u s in v )  ‘

Знаменатель второй части равенства остается конечнымъ 
во всякой действительной точки поверхности; сл'Ьдователыю 
уголъ а можетъ быть раренъ нулю только въ случай, если 
числитель равенъ нулю. Но sina' не нуль; д^йствите.тьно, 
дв-fi хорды пересЬкаются внутри пред^льнаго круга и не сли
ваются въ одну прямую; по этому а  есть нуль только для 
w =  0 , т. е. только тогда, когда точка встр-Ьчи двухъ геоде- 
зическихъ лин1й уходитъ въ безконечность.

Итакъ, можно формулировать сл'Ьдующ1я правила;
I. Двумъ различпымъ хордамъ, перес'Ькающимся внутри 

пред^льнаго круга, соотв'Ьтствуютъ дв4  геодезическ1Я лин1и, 
пересЬкающ1яся на конечпомъ разстоян1п подъ угломъ, изме
няющимся отъ О" до 180°.

II. Двуыъ различнымъ хордамъ, перес/Ькающимся на 
окружности иред^льнаго круга, соотвётствуютъ дв^ геодези- 
ческ1я лип1п, сходящ1яся въ точкЬ на безкопечно большомъ 
разстоян1и и образуюпия въ этой точке уголъ, равный пулю.

III. Наконецъ, двумъ различнымъ хордамъ перес’Ькающим- 
ся вне предельнаго круга плп параллельнымъ, соответствуютъ



дв4 геодезичешя лип1и, которыя пеиы’Ьютъ пи одной общей 
точки на всемъ д'Ьйствительпомъ протяжен1и поверхности.

Пусть теперь pq̂  (фиг. 1) будетъ какая нпбудь хорда 
пред'1льнаго круга, г  точка внутри круга, не лежащая на 
хорд'Ь. Этой хорд'Ь соответствует^ па поверхности геоде- 
аическая лиша^?'д') проведенная между безконечно удалепны- 
.ми точками р' и д' (соотв'Ьтствующими точкамъ р  и q)\ 
точк'Ь г  соотв15тствуетъ точка г', лежащая на конечномъ 
разстоян1п и вн'Ь геодезической линiи p'q'. Черезъ эту точку 
ложно провести безчисленное множество геодезическихъ лин1й, 
изъ которыхъ одн'Ь встречаютъ геодезичесюя лин1и p'q', дру- 
г1я ие встрЬчаюг!.. Первыя представлены прямыми, идущими 
U37, точки г къ разлнчнымъ точкамъ луга pbq ( < 180“,1; вто- 
рыя представлепы прямыми, идущими отъ той же точки къ 
различными точкамъ дуги 2Щ  ( > 180"). Дв'Ь особепныя гео- 
дезическ1я лиш'и образуютъ переходъ отъ одной изъ этихъ 
категор1н къ другой; это тЬ, которыя представлены прямы
ми гр, rq, т. е. Т’Ь двЬ геодезическ1я лин1и, которыя сыхо- 
дятъ изъ г' и встр1'.чаютъ р'с/ въ безконечности, одна съ 
одной стороны, другая съ другой. Такъ какъ прямолинейные 
углы rpq, rqp им^готъ вершины на окружности пред'Ьльпаго 
крвга, то изъ этого сл’Ьдуетъ (II), что соотв'Ьтствепные гео- 
дезическ1е углы г'р '^ , r'q'p равны нулю, хотя первые ко
нечны. Наоборотъ, такъ какъ г — точка внутри предкльнаго 
круга и расположена вн'Ь хорды pq, то уголъ prq  отличенъ 
отъ 0 0 “ и 1 80”, а потому (по I) соотв-Ьтственвыя геодезическ1я 
лин1и г'р', »■'(/' образуютъ въ точкЬ г' уголъ, отличный отъ 
0 0 ° 180“. Итакъ, если геодезическ1я лип1и г'р', г'(  ̂ назвать 
параллельными лнн1и p ’q', такъ какъ ими обозваченъ пере
ходъ отъ лив1п, встрЬчающихъ p'q', къ лин!ямъ, не встрЬча- 
ющпмъ p'q', то можно выразить результатъ, къ которому мы 
пришли, сл-Ьдующимъ образомъ: „чрезъ всякую действитель
ную точку поверхности всегда можно провести двп, д^й- 
ствительныя геодезическ1я лин1и, нараллельпыя одной и той 
же действительной геоде.чической лин1и, не проходящей 
чрезъ эту точку, и эти двФ, геодезаческ1я лин1п образуютъ 
между собою уголъ, отличный отъ 0“ и 180"“ .

Этотъ результатъ согласуется, за исключен1емъ различ1я 
упогребленныхъ выражен1й, съ тЬмъ, что составляетъ осно- 
B anie  неевклидовой геоыетр1и. Чтобы получить непосредствен
но въ псевдосферической геометр1и толкован1е другпхъ вы- 
водовъ неевклидовой геометр1и разсыотримъ геодезичссий 
треугольпикъ. Известно, что, когда изучаютъ фигуры, на- 
черченныя па поверхности, не развертываемой въ плоскость,



часто бывастъ удобно для облегчен]^ пон1ша1пя чертить па 
плоскости другую фигуру, которая, хотя и не выведеиа изъ 
первой по опред’Ьленноиу геометрическому закону, по слу
жить всетаки для прпблизительпаго воспроизведенia накбол'Ьо 
существеппыхъ черть ея расположения. Для того, чтобы объ
яснительная фигура выполняла это пазпачен1е, нулшо, чтобы 
вс4  величины данной фигуры, линейныя и угловыя, были въ 
объяснптельной фигур'Ь зам-Ьнены величинами соотвЬтственно 
однородными, п чтобы длины двухъ соотв^тственныхъ лип1Й 
и синусы двухъ соотвЬтственныхъ угловъ им’кли между собою 
всегда конечное OTHOiuenie; впрочемъ неважно, если это отно- 
inenie произвольно изменяется съ переходомъ отъ одной ча
сти фигуры къ другой, лишь бы оно пе обращалось никогда 
ни въ нуль ни въ безконечпость. Наконецъ очевидно, что прп 
такомъ пшрокоыъ выбор4  сл'Ьдуетъ стараться, чтобы въ объ
яснительной фигура отношен1о величинъ не удалялось слиш- 
комъ отъ изв’Ьстнаго средня го значен1я.

Въ такомъ случай ясно, что если у геодезпческаго тре
угольника, о которомъ мы раньше говорили, Bct вершины 
находятся на конечныхъ разстоян1яхъ, онъ мол;етъ быть пред- 
ставленъ какимъ угодно плоскимь треугольникомъ. Этимъ 
плоскпмъ треугольиикомъ могъ бы даже быть тотъ прямоли
нейный треугольникъ, который служитъ изображен1емъ геоде- 
зическаго на вспомогательной плоскости; этотъ прямолиней
ный треугольникъ легкалъ бы весь внутри пред'Ьльнаго круга. 
Можно было бы еще, смотря по обстоятельствамъ, предпо
честь криволинейный треугольникъ, котораго углы были бы 
напр, равны угламъ геодезическаго треугольника. Но если 
предположить, что вершины геодезическаго треугольника не- 
oпpeдtлenнo удаляются и уходятъ въ безконечность, то ясно, 
что, между т'Ьмъ какъ геоде;1ическ1й треугольникъ продолжа- 
етъ быть фигурой, существуюп;ей па поверхности и имею
щей BC'fc точки, исключая вершинъ, па копечныхъ разстоя- 
н1яхъ, —  объяснительная фигура пе могла бы быть конечна 
во всЬхъ направлен1яхъ, не нарушая какнхъ либо н.зъ т’Ьхъ 
услов1Й, которыя были пами формулированы. Наприм. пря
молинейный треугольникъ, изображаюиглТ на вспомогатель
ной плоскости геодезпчесий треугольникъ, им'1;лъ бы конечные 
углы, между Т'Ьмъ какъ углы геодезическаго треугольника бы
ли бы равны нулю; криволинейный треугольникъ, котораго сто
роны были бы другъ къ другу касате..1ьны въ вершинахъ, нару- 
шалъбы подобпымъ-же образомъ услов1я, устаповленныя нами: 
если бы взять дв'Ь точки Ь. с (фиг. 2) па сторонахъ, встреча
ющихся въ Bepmnni а, то получились бы разстояп1я аЬ и Ьс,



OTHomesie которыхъ было би въ объяснительномъ треугольник’Ь 
конечно и безконечпо въ треугольиик'Ь геодезическомъ. Чтобы 
устранить это несоглас1е, следовало бы, чтобы всЬ разстоян1я 
ана.иогичныя Ьс были равны нулю въ объяснительной фигур1!, 
что можно было бы осуществить только TiM i, что дать этой 
фпгур'Ь расположеп1е фиг. 3 , гд'Ь точка О соединяетъ въ одной 
себ'Ь изображеп1е всЬхъ точекъ, расположенныхъ на конечномъ 
разстоян1и въ геодезическомъ треугольник^. Такою фигурою 
представился бы геодеоическ1й треугольникъ при разсматри- 
ван1и его сквозь оптическое стекло, им'Ьющее свойство (вооб- 
ражаеиое нами) производить безконечно-большое уменьшен1е. 
Въ самомъ д'1>лЬ, при такоыъ предположен!!!, B ci конечпыя 
разстоян1я представлялись бы равными нулю, а безкопечныя 
разстоян1я копечнымп.

Это въ сун;постп согласуется съ т4 мъ, что Гауссъ за- 
мЬтилъ въ своемъ ппсьм'Ь къ Ш умахеру отъ 12 1юля 1831  г. 
(См. приложен1е къ переводу НоиеГя Geometrische Untersu- 
chungen iiber Tlieorie fler Parallellinien Лобачевскаго ')), въ 
которомъ онъ прибавляетъ еще что полупериметръ неевкли- 
доваго круга рад1уса о  равенъ

I  гг А: ( e l  —  e ~ t )  ,

гд’Ь Jc постоянное. Это постоянное, которое по словамъ Г аус
са, им^етъ какъ указываетъ намъ опытъ, весьма большое 
зпачен1е сравнительно со всЬмъ, что доступно нашему изм'Б' 
рен]ю, есть, съ нашей настоящей точки зр'1;н1я и въ си
лу ({юрмулы (8), не что иное, какъ рад1усъ псевдосфери- 
ческой поверхности, которую мы безъ вашего в’Ьдола вво- 
димъ лъ Плаиалетр1ю вм’Ьсто Евклидовой плоскости калч- 
дый разъ когда наши соображен1я основываются только на 
посылкахъ, пм'Ьющихъ м'Ьсто одновременно и для плоскости 
и Д.1Я вс'Ьхъ поверхностей ука.заннаго класса.

Если мы желаемъ согласить бо-^ е̂ конкретньшъ обра- 
зомъ псевдосферическую геометр!ю съ неевклидовой пла- 
HHMeTpieu, то необходимо внимательно изсл1;довать анали
тическое Bupa®eHie, употребленное нами для представле- 
и1я линейпаго элемента псевдосферической поверхности. И 
прежде всего разсмотримъ сл1;дующ1й вопросъ; „должпы ли 
дв'Ь названныя нами основными геодезическая линЙ! быть 
избраны какиыъ либо особеннымъ образомъ, чтобы линейный

‘) М атоматнчееий сборникъ, т. III.



элеыентъ иы’Ьлъ указанную выше ф о р м у К а з а л о с ь  бы, въ 
салонъ A'kil), что ихъ можно бы избирать произиольпо, по
тому что, если всякая часть поверхности ыожегь быть какъ 
угодно иаложена на ту ;ке поверхность, ясно, что дв’Ь ка- 
к!я угодно ортогональныя геодезичесюя лип1п, расположен- 
выя на этой части, можно привести къ соппадсн110 съ двумя 
какими угодно другими также ортогональными геодезическими 
лин1яыи. Такъ какъ поднятый нами воиросъ существенно 
важенъ для Hauiefi цЬли, то намъ казалось подобающимъ 
посвятить ему прпмЬчан1е II, еъ которомт,, доказывая пря
мо, что осповныя геодезическ1я ли1пи произвольны, мы вт, 
толче время обнаруживаемъ, что всякая часть поверхности 
ыожетъ быть наложена какъ угодно на туже поверхность, 
прпчемъ н'Ьтъ нужды допускать какихъ либо прсдваритель- 
иыхъ св1;д'Ьн1й по этому предмету.

Всл'Ьдств!е этого и изложепныхт> ужьоснован1й теоремы 
неевклидовой планиметр1и, отпосящ1яся къ плоскимъ прямо- 
лпнейнымъ фигурамъ, необходимо им'Ьютъ м'Ьсто также для 
аналогичныхъ геодезическихъ фигуръ, начерченныхъ на псев- 
досферпческой поверхности. Таковы напр, теоремы §§ 3—  
10  ̂ 16— 24 , 29 — 30 и т. д. „Geometrisclio U ntersuchungen“ 
Лобачевскаго 'j.

Газсмотримъ теперь дв'Ь геодезпческ1я лип1и, проведеп- 
ныя пзъ данной точки параллельно даппой геодезической ли- 
н1и. Пусть (Г есть длина геодезической нормали, опущенной 
изъ этой точки на данную геодезическую лин1ю. Эта нор
маль д'Ьлитъ пополамъ уголъ, составленный двумя параллель
ными. Д-Ьйствительно, если отделить полосу поверхности, 
заключенную между геодезическою нормалью, одною изъ па- 
раллельныхъ п соотв'Ьтственною половиною данной геодези
ческой лин{и, перевернуть ее и наложить снова па поверх
ность такъ, чтобы нормаль совпала сама съ собой, между 
тЬмъ кнкъ одна половина геодезической лтпи пошла бы но 
направлен1ю другой ея половины, то ясно, что параллель, 
ограничивающая полосу, должна упасть на другую параллель: 
иначе черезъ данную точку можно было бы провести бол-Ье 
двухъ лин1й параллельныхъ данной геодезической лин1и. На- 
зовемъ уыомъ параллелизма уголъ, образованный каждою изъ 
параллельныхъ съ нормалью, и обозначимъ его Л. Для вы- 
числен1Я этого угла нримЬнимъ наше аналитическое рЬ- 
шен1е, пом'Ьщая начало (« =  г> =  о) въ данную точку и на
правляя основную геодезическую лип1ю v =  o нормально къ

’) См. Собран1е сочпне1пй по геометр1к Л. 1Г. Лобачевскаго, томъ 
II. р. 553.



данной геодезической лин1п, такъ что эта последняя предста
вится уравнешемъ:

u =  a.tangh^ ,
Л

что легко выводится пзъ формулы (7 ').
Этой геодезической лин1и соотв i тствуетъ на вспомога

тельной плоскости хорда, перпендикулярная къ оси х, раз
деленная этой осью поаоламъ и одинъ изъ концовъ которой

им^етъ ординату равную — Эта точка пред'Ьльнаго кру-
coshj^

га онрод’Ьляетъ рад]усъ, ypaBHCHie котораго

X
У =  — 1snihj^

и которому соотв’Ьтствуетъ на поверхности одна нзъразсмот- 
Р'Ьнпыхъ параллелей; такъ какъ углы около начала равны 
на поверхности и на вспомогательной плоскости, то очевид
но мы должны HMiiTb

tangAsinh— = \ ,  (9 )1ь

формулу, представляющую искомое соотношен1е между вор- 
жальнымъ разстоян1емъ и угломъ параллелизма Л. Она со- 
впадаетъ съ ныражеп1емъ, найденнымъ Батталини (Giorn. di 
Matematiche, т. V, стр. 225 .— Nouvelles Annales de M athe- 
matiques, 2-e serie, т. VII, стр. 2 67 ). Для cpaBHeHifl ел съ 
формулой Лобачевскаго достаточно написать ее въ впд'Ь

_ 2Ь  5
е +  Че -̂ со̂ Л-— 1 =  0

и получить отсюда

~ R  — COSidzl
е -^= -—

з г п л

Нижн1й знакъ нельзя допустить, такъ какъ количество
8
— вещественно', итакъ

1
tang^A =  е л

формула отличающаяся отъ формулы Лобачевскаго (Geomet- 
rische Untersucluingen Л: 38) только обозначен1ями п выбо- 
роыъ единицы.



Обозначая П{г), какъ это д'Ьлаетъ Лобачевск1й (Al' 16), 
угслъ параллелизма для взятаго по нормали разстоян1'я г, мы 
получимъ посредствомъ уравнен1я (9) сл'Ьдующсе:

* “ * 7 г  -

Изъ зам1!чан1я Миндппга (Journ. Crelle, т. X X , стр. 
325), подробно развитому Кодаццн (Aunali Toitnlini, 1857 , 
стр. 254  и сл'Ьд.), известно, что обыкновенныя формулы, 
относяицяся кх сферическимъ треугольникамъ, превращаются 
въ формулы для геодезичеекихъ треугольниковъ поверхностей 
съ постоянной отрицательной кривизной, если умножить на 

— 1 отношен1я сторонъ кт. p aiiycy  и оставить бе; ъ̂ изм'Ь- 
нен!я углы, что сводится на замену крусовыхъ функций сто- 
рон'ь фупкщями гиперболическими. Наприы'Ьръ первая фор
мула сферической тригонометр1и

а Ъ с . h . с tcos — =  cos — cos ~  +  sm — sm  —cos.l
A  l i  J tt J i  I i

обращается въ

cosliYy • =  c o s li\  cosh ^  — sinJiy sinh j_^cosA. 
lb 1\ H l i  Ji

Если ввести посредствомъ формулъ (10) вм'ксто сто- 
ронъ а, Ъ, с соответственные углы параллоли;1ма, то это со- 
отношен1е превращается ю, следующее

J Т1/ \ 1-1/ \ s ln T l(h 's iiin{c)  1
cosAcosi7{a)cosi/(c)-\ ^  ’

одно изъ основныхъ уравпея1й неевклидовой планиметр1и
(Geometrische Untersuchungen § 37). Друг1я получаются по- 
добнымъ же образомъ ').

Изъ предъидущихъ результатовъ. памъ кажется, вполн'Ь 
выступаетъ соотв4 тств!е, сущестиугоп(ео между неевклидовой 
планиыетр1ею и нсевдосферической ге1>метр1ей. Для подтверж- 
ден1Я того же съ другой точки ор'ктпя, ми еще установимъ 
п1)ямо, посредствомъ нашего анализа, теорему о суммЬ трехъ 
угловъ треуго-^ьника.

') Обратный перехода отъ этпхъ уравнеш'й къ у р а в и е н 1я.ч1Ъ сфери
ческой тригономет1>!и бы.ть у казан г Лооачевскииъ 7-1), но иросто 
какъ ана.1 итяческ1й фактъ.



Разсмотримъ прямоугольный треугольникъ, осразонан- 
ный основною геодезическою лиБ1ей г; =  0, одно i азъ пер-
пендикуляреыхъ геодезическихъ лин1й и  =  const и геодезиче
ской лин1ей, выходящей изъ начала подъ углоиъ а  тгЬ ю - 
щей ypaBHenieJib

v =  utanga.

Назовем^ и! трепй уголъ этого треугольника. Уголъ, 
соотв'Ьтстсующ1й ему на плоскости, есть 9 0 ° — и , и пото
му cooTHOHienie, установленное ран'Ье между соответственны
ми углами на иосерхпостп и на плоскости, даетъ

, , tVCOSfi
tana и  = — ~  , 

asm ft

откуда видпо, что при i i  остромъ и '  также острый. Такъ 
какъ v=-u.tang и ,  то эту формулу можно написать, прини
мая радихсалъ пололштсльиыиъ, такъ:

,  ,  и  7 „ г  a s t m . iu lu
tanr/u' = --------  , откуда а/г =  —  = = = = -  ,asm,и ! J - (а и*

выраа;ен1е приращеп1я, получаемаго ,и', когда, сохраняя и  
постояипымъ, будемъ перем'Ьщать катетъ противоположный 
углу и .  Если теперь интегрировать по v элементъ поверх
ности

d u d v V E G = F ^ = - B \   ̂ -  ,

мелгду npcA'LiaMH v  =  0 и v =  utangu, откуда 

n y n m d u
[ a ' — u ] V a c o s n — и

то мы им^емт. приращен1е площади разсматриваемаго тре
угольника. получаемое ею, если перемещать катетъ проти
воположный углу и .  Интегрируя снова между и  = 9 0 ° и  
и и '^ и '  (изъ этихъ 3Ba4eHin первое очевидно соотв'Ьтству- 
етъ и =  0), находимъ

выражен1е всей площади нрямоугольнаго треугольника. Отъ 
этого выражен1я легко перейти къ выражен1ю площади какого

о



угодно геодезпческаго треугольника Л В С , разд’Ьляя его па 
два прямоугольныхъ треугольника геодезическою лин1ею, про
веденною черезъ одну изъ вершпнъ перпендикулярно кь про
тивоположной сторон'Ь; такпм'ь образоыъ находимъ:

В°-{гт— А — Б — С).

Такъ какъ это выражен1е должно быть положительно, 
то оно показываетъ, что сумма трехъ угловъ какого угодно 
геодезическаго треугольника никогда не можетъ превосходить 
1 8 0 °. Еслибы эта сумма равнялась 180" въ какомъ пибудь 
треугольник^ конечныхъ разм'Ьровъ, то В  должно бы было 
равняться оо, и тогда во всякомъ конечномъ треугольник'Ь 
было бы также А  +  В  +  С=^7Т. Но для Л  =  со  уравпен1е (9)

даеттз А  =  поэтому уголъ параллелизма былъ бы пеобхо-

димо прямой, и паоборотъ. Это т'Ьже заключен1я, къ кото- 
рымъ приходить и неевклидова геометр1я.

Треугольникъ, образованный геодезической лин1ей и дву
мя геодезическими лпн1ямн, проведенными параллельно пер
вой черезъ вн'Ьшпгою точку, им^етъ два угла, равные пулю, 
и трет1й, равный 2/1; поэтому площадь его конечна и опре
деляется формулой

2Л),

или, по уравнен1ю (9),

2 lV arctang{sinh-]  ,
А '

гд4  Л’ есть разстоян1е точки отъ геодезической лин1и. Для 
11 очень большаго это количество почти равно 2(^Я п по
тому безконечно для плоскости, какъ известно, по безкопеч- 
ио единственно въ этомъ случа'Ь.

Геодезическ1й треугольникъ, котораго всЬ вершины въ 
безконечности, им^етъ площадь конечную и опред'Ьленную, 
значен1е которой пезависитъ отъ его формы.

Геодезнческ1й многоугольникъ о п  сторонахъ, котораго 
внутренн1е углы суть А , В ,  С..., им'Ьетъ для своей площади 
выражеше

В \ { п — 2)гг— А — В — С— ...].

Если всЬ вершины многоугольника въ безконечности, 
то площадь е г о , остающаяся конечною, приводится къ 
{п— и следовательно не зависитъ отъ его формы.



- v .

Перейдемъ теперь къ изучеп1ю кривыхъ, которыя лн 
назвали, кавъ это уже принято, геодезическпмп окружпостязш.

Въ конц'Ь прпм4 чаи1я II мы нашли, что геодезическая 
окружность, им'Ьющая центромъ какую нибудь точку v )̂ 
II геодезическимъ рад1усои7> (З, представляется урастшн1еиъ:

а ^ -г ш -у у ,  _   ̂J

Это общее уравнеп1е 65'детъ палъ полезно дал'Ье; но те
перь игл ыожемъ воспользоваться упрощен1ямн, которыхъ до- 
стигиеиъ, предположивъ, что начало {ii =  v==o) помещено въ 
цептр'Ь разсматриваелой окружности. Давая выражеп1ю лп- 
нейпаго элемента (кавъ въ прпы^ч. II) впдъ

, 2 -n̂ ŵ idû  +dv^) +  [udu^vdiY
as =  1ь ----------------- ----------------

w

и полагая
и  =  rcosy>, V — rsm<j).

получаемъ для этого липейнаго элемента эквпЕалентное вы- 
paaiCHie

L\a — r4  а — г J

Ио называя р  геодезическое разстоян1е точки {и, v) 
пли (г, (р) отъ начала, им’Ьемъ, какъ взвЬстно

аЛг dQ ___
В '

поэтому

ds'- =  dg" +  iPiSinh^'j d(p\ (12)

уже известное выражение линейнаго элемента псевдосферп- 
ческой поверхности.

Это выражеше ии'Ьетъ канопическ1й видъ линейнаго эле
мента поверхности вращен1я. Но нужно заметить, что въ 
настоящемъ случа'Ь нельзя было бы наложить на самомъ Д'Ь- 
л'Ь на поверхность вращен1я псевдосферпчес!ай выр’Ьзокъ, 
окружающ1й точку {u =  v =  o), не нарушая непрерывности,



посредствоиъ н'Ькотораго с'Ьчен1Я, сд4 лапнаго въ этомъ вы- 
p is K i, начиная отъ точки (г̂  =  г; =  о). Действительно, еслибы 
предположеппая поверхность BpameniH существовала безъ 
этого услов1я, она встрЬчала бы свою собственную ось въ 
общемъ центрк (о =  0) всЬхъ геодезическихъ окружностей 
о  =  const, н потому иы^ла бы въ этой точкЬ об'Ь свои кри
визны одного знака, что невозможно, потому что у псевдо- 
сферической поверхности всЬ точки гиперболичсаЛя. Та-же 
невозможность обнаруживается изъ разсмотр-Ьн1я того обсто
ятельства, что, если бы не производить с'Ьчеп1я, о которолъ 
ЫН только что говорили, нерем’Ьнная р  представляла бы дол
готу перем^ннаго мерид1ана и потому рад1усъ параллели,

соотв'Ьтствующ1й дугЬ ыерид1ана, былъ бы . Изм^пе-

B ie  этого рад1уса было бы следовательно cosh ^  d o  , т. е.

> с? р , что нел'Ьпо, такъ какъ изм'1;пен1е, о котороыъ идетъ 
р'Ьчь, равняется проэкц1и d o  на плоскость параллели.

Выражен1е (12) линейнаго элемента, хотя лишено удобствъ, 
связаниыхъ съ употреблен1емъ нашихъ перем'Ьнпыхъ и  и v, 
можетъ быть иногда полезно всл'Ьдств!е его простоты. Оно 
применяется, напр, для определен1я тангенщальной кривиз- 
пы геодезическихъ окружностей, которая для окружности ра-

д1уса о  р авн а ^ ; итакъ эта кривизна постоянна вдоль
 ̂ Btaiighj^

всей перифер1и геодезическаго круга и зависитъ только отъ 
рад1уса. Это свойство можно также зам'Ьтпть а priori, на
блюдая, что часть поверхности, ограниченная геодезнческимъ 
кругомъ, ыожетъ быть наложена какъ угодно на туже по
верхность, причемъ контуръ ея никогда не перестаетъ быть 
геодезнческимъ кругомъ, имеющнмъ центръ въ той точке, 
въ которую былъ помещенъ первоначальный центръ нало- 
женнаго геодезическаго круга.

Теорема: „геодезическ1я лин1и, возставленныя нормально 
въ середипахъ хордъ геодезической окружности, пересека
ются все въ ея центре“ доказывается, какъ соответствую
щая теорема обыкновенной планиметр1и, нзъ чего .чаключа- 
ютъ, что nocTpoenie центра окружности, проходящей черезъ 
три точки, не лежащ1я па одной и той-же геодезической лп- 
н1и, вполне аналогично обыкновенному построению, такъ что 
эта окружность всегда единственна и определенна.

Но здесь является saтpyднeвie. Такъ какъ три точки 
поверхности выбраны произвольно, то ыожетъ случиться, что 
геодезпческ1я линiи, возставленныя перпендикулярно къ ли-



н1яы'ь, соединяющимъ взятыя три точки въ ихъ средпнах'ь, 
не перес'Ькаются ни въ какой вещественной точкЬ новерх- 
ности; и потому, если присвопвать назвап1е геодезическнхъ 
окружностей только т5змъ кривымъ, которыя описаны кон- 
цомъ неизм'Ьнягощейся геодезической дуги, вращающейся во- 
кругъ вещественной точки поверхности, то необходимо при
знать, что нельзя всегда провести геодезическую окружность 
черезь три точки поверхпостк, избранныя произвольно. Это 
согласно, m utatis mutandis, съ принципами Лобачевскаго 
(Geonietrische Untersiichungen Д2 29). Но такъ какъ геоде- 
зическ1я лип1и поверхности всегда изображаются хордаыи 
пред'Ьльнаго круга, то, если как1я-либо хорды, будучи про
должены, пересекаются въ точк^, находящейся вп'Ь круга, 
позволительно считать, что соотв’Ьтственныя геодезнческ1я лп- 
Hiu им'1;ютъ некоторую воображаемую оби1ую точку, и что 
ихъ ортогональныя xpacKTopin въ некоторой степени анало
гичны геодезическимъ окружвостямт> въ собственноиъ сыы- 
слЪ слова. _

Найдеыъ прямо уравнен1е этихъ траектор1й.
Уравпен1е

представляетъ систему геодезическихъ лин1й, выходящпхъ пзъ 
точки вещественной или воображаемой, смотря по
тому, будетъ ли меи'Ье или бол4 е а\  Дифференщ-
альное уравиен1е этой системы есть

du dv 
и— Ко

и HOTOiMy дифференщальное уравнсн!е ортогональной системы 
будетъ

[ Е( « — +  F {v — v^)\du +  [F(m— «/J  +  G{v— v;)]dv =  0 

T. e. для настоящихъ значен1й E , F  и G

я   ̂ UUq I'Oq ^  Q

V a ^ - u ^ - v ^  ’
a потому

g * — u u „ — vVq  _
V a ' - u ^ - v '

есть конечное уравнен1е геодезическихъ окружностей, понп-



маемыхъ въ болЬе общемъ сыысл'Ь, т. е. при какомъ угодпо 
центр]; {и ,̂ г\), веществеппомъ илп воображаемомъ.

Когда этотъ цептръ веществсннъ, его разстоягпе отъ 
кривой постоянно по хорошо извЬстпоп TeopeJii-, п въ са- 
зюмъ д'Ьл'Ь, означая это разстоян1е буквою р, пм'Ьемъ, срав
нивая съ уравнен1еыъ (11):

с о з ]Л

Въ этомъ случя'Ь ясно, что между значен1ями, которыя 
ложпо допустить для постоянной С, пе включено значен1’е, 
равное нулю, потому что геометрическое м'Ьсто, соотв'Ьтствую- 
щее этому предположен1ю, будучи представлено на вспомо
гательной плоскости прямою, лежащею вггЬ пред'Ьльпаго кру
га, приходится ц'Ьликомъ въ воображаемой области поверх- 
нос'гп.

Когда же, паоборотъ, центръ воображаеиъ, то попят1е 
геодезическаго рад1уса не существуетъ; но постоянная С  мо- 
жетъ получить нулевое значеп1е, потому что уравпеп1е, вы
текающее для этого случая

а ‘— гт^— vv̂  =  О

представляетъ на вспомогательной плоскости хорду пред’Ьль- 
наго круга и именно пиляру вн'Ьшпеа точки (гс̂ , v j .  Это 
уравнен1е опред'Ьляетъ вещественную геодезическую лин1ю 
поверхЕОСти; сл'Ьдовательно можно изъ этого заключить, что 
между безчпсленнымъ множествомъ геодезическихъ окружно
стей, им'Ьющихъ одинъ и тотъ же воображаемый цептръ, 
всегда существуетъ действительно геодезическая лин1я и при- 
томъ только одна, такъ что геодезичесыя окружности съ во- 
ображаемымъ центромъ могутъ быть также опред’Ьляемы, 
какъ крииыя иараллельпыя (геодезически) д’Ьйствительпымъ 
геодезическимъ лип1ямъ. Это посл'^дпее свойство было уже 
замечено г. Баттальини съ другихъ вы})ажен1яхъ (Nouvellos 
Annales de Mathem., 2 сер1я, т. V II, стр. 272 , 1. с. р. 328). 
Итакъ мы видимъ, что между тЬмъ какъ на сферической 
поверхности попят1е о геодезической окружности п попят1е 
о кривой, параллельной геодезической лпн1и, совершенно со- 
впадаютъ одно съ другпмъ, —  на поверхности псевдосфери- 
чес1М)й они наоборотъ представляютъ различ1е, зависящее отъ 
того, будетъ ли ихъ центръ вещественъ или воображаемымъ.



Такъ какъ всякая геодезическая окружность съ вообра- 
л:аел1Ы11ъ центромъ равно отстоитъ во всЬхъ свопхъ точкахъ 
отъ опред'кченной геодезической лпн!п, то допустим'ь. что 
этою последнею служитт. самалпи1я г' =  0, что всегда ложно 
предположить, и назовемъ  ̂ геодезическое разстоян1е точки 
[г1, v) отъ ЭГ011 основной геодезической лин1и. Это разстоя- 
Hie измеряется па одной изъ геодезическихъ лии1й системы 
и — const, и дается формулою

^ i? , ya‘- u ‘ +v 
« - 1

Предполагая  ̂ постоянпымъ, получимъ отсюда уравпе- 
Hie между и ц v какой угодно изъ геодезическихъ окруж
ностей, им'Ью1цихъ центръ въ воображаемой точк^ встрЬчи 
B cixb геодезическихъ лцп1й, нормальиыхъ къ лин1и •г;=0.

Назовемъ г, дугу геодезической лип1п г> =  О, заключенную 
между пачаломъ п нормалью 4-; ея величина определяется 
уравнеп1емъ

II 7 а +  н

Изъ двухъ посл'Ьднихъ уравнений получаемъ

t
atanqli—

и  =  atangli-, v  ------------- ,
 ̂ cosliY ,It,

откуда

cosh'‘4 .cosh^4 >J i  Jb

Такимъ образомъ прп замене перемеииыхъ п п v пе
ременными  ̂ и т; выра;кеп!е (1) обра1цается въ

ds’ = ^ d t +  co sh '^ d r\  (14)

Быражеп1е, характеризующее поверхности вращен1я.
Означал буквою рад1усъ наименьшей параллели этой 

поверхности, соответствующ1п очевидно ^'-=0, и буквою г  
рад1усъ параллели нмеемъ

r =  i\cosli~  и потому %_ =  Y,s^nliY,-
j t i  ((§ J-l’ -it-



Сл'Ьдоиательпо, поясъ псевдосферической поверхности, 
который ыожетъ быть вещественно преобразованъ въ поверх
ность вращеп]я, опред'Ьленъ услов1емъ

т. е. онъ заключен!, между двумя геодезическими окружно
стями, равноотстоящими отъ геодезпческоГ! лин!п  ̂=  0, ко
торая располагается по наименьшей параллелн. IJIiipnna это
го иоясл зависитъ отъ рад1уса, который желагот-ь пазпачпть 
для наименьшей параллели, и пм^;етъ тЬмъ большую вели
чину, ч'Ьмъ этотъ рад1усъ меньше. Длина пояса неопреде
ленна п потому опъ навертывается безконечное число разъ 
на поверхность вращек1я; при этомъ сл’Ьдуетъ пам’Ьтить, что 
точки, палагающ]яся такимъ образомъ одна па другую, долж
ны быть всегда разсматриваемы, какъ различпыя точки; ина
че теорема, что черезъ дв^ точки поверхности проходить 
только одна геодезическая лип1я, перестала бы быть сира- 
ведливоЕО. Иными словами придется поверхность вращеи1я 
разсматрпвать, какъ пред'Ьлъ геликоида, котораго шагъ стре
мится къ НУЛЮ. Обе крайняя параллели им'1иоть рад1усъ, 
равный и плоскости ихъ суть умбиликальиыя ва-
сательныя къ поверхности.

Между геодезическими окружностями съ веп1ественяымъ 
центромъ и геодезическими окружностями съ дептромъ во- 
ображаемымъ находятся, какъ переходвыя фигуры, геодези- 
ческ1я окружности, им-1;ющ1я дентръ въ безкопечности; эти 
окружности заслуживаютъ изучеп1я всл'Ьдств1е своихъ весьма 
зам'Ьчательныхъ свойствъ.

Общее уравнен1е этпхъ окружностей сохраняетъ форму 
( 13), потому что разсужден1е, которое насъ привело къ ура- 
внеп1ю (13), им^етъ м-Ьсто для всЬхъ полоасеп1й центра. Но, 
если сравнить это уравненхе съ уравнеи^емъ (11) , въ кото- 
ромъ количество — и \ — v'\ или и\ стремится къ пулю,
когда цеитръ уходитъ въ безконечность, между т^мъ какъ 
при томъ же предположен1и, второй члепъ неопредЬленно

возрастаетъ, то видно, что произведен1е w^coshj^ стремится

къ конечному значеп!ю, къ которому, очевидно, стремится
1 £ I

также произведен1е ^ w^e в .  Если же вместо р подставить ^ — о 

то уравпен1е (11) молшо написать такъ;

' и — и



сл'Ьдовательпо, оставляя р  копечнымъ п заставляя о ' неопре- 
д'Ьлепно возрастать, между т^мъ какъ стремится къ нулю, 
получимъ въ пред’Ьл^

v « ‘—

гд’Ь h постоянная. При такомъ представлен1и системы геоде- 
зическихт, окружностей, им^шщихъ цептръ въ безкопечно 
удалеппоЭ точк^ параметръ Q выражаетъ постояо'
ное pascTOHiiie между какою либо одною изъ этихъ окрул;- 
Еостей п некоторою оаред’Ьленною и, оставаясь положитель- 
пымъ, возрастаетъ, начиная отъ этой последней окружности 
по паиравлен1ю к'ь безкопечно удаленному центру. П р и /;==« 
окружность р =  0 обращается въ окружность, проходящую 
черезъ точку {u =  v =  o).

Если съ полученнымъ такимъ образомъ уравнен1емъ

У а — u — v* 

комбинировать уравнение

И„у— ц у , <1
( 1 6 )

а'‘ — и и „ — vv^ В

и если им'Ьть въ виду cooTHOmeeie =  то найдемъ,
что линейный элементъ (1) приниыаетъ видъ

 2р
ds^ =  do^ +  e ^ d 6 %

который снова характеризуетъ поверхность вращен1я.
Называя буквой рад1усъ параллели р  =  0 , которой 

дуга есть (У, п буквой г  рад1усъ параллели р, получаемъ

г  =  г е
£_

'R

а потому поверхность вращен1я вещественна только между 

пределами, опред'Ьлепны.чп соотношен1емъ р '> Е 1од такъ 

что окружность р =  О ыожетъ обратиться вещественнымъ об- 

разоиъ въ параллель только при Рад1усъ наибольшей



пара.иелп есть i2, соотвЬтствующ1й значен1ю о  =  Rlog-^, сл̂ Ь-

допателыш при прнличномъ выбора эта параллель мо- 
жетъ быть покрыта какою либо изъ разсыотр'Ьииыхъ окруж- 
постей; напр. n p n r„ = i2  мы изгЬемъ саму начальную окруя;- 
ность р  =  0 . Наименьшая параллель сооти’Ьтствуетъ о  =  со , 
II рад1ус'ь ея есть нуль, такъ что поверхность вращен1я при
ближается съ одной стороны ассимптотически къ своей осп 
между тЬмъ какъ съ другой ограничена плоскостью наиболь
шей параллели, которой она и касается. На эту поверхность 
навертывается безчисленное множество разъ псевдосферпче- 
ская поверхность, кончая лин1ей о  =  0, если i \ = I L

Тангенц1альная кривизна какой угодно параллели ока

зывается равною— т. е. она одинакова для вс'Ьхъ паралле

лей. Рад1усъ же тангепц1альной кривизны параллели есть 
не что иное какъ часть касательной къ мерид1ану, заклю
ченная между точкою касан1я (на разсматриваемой паралле
ли) и осью. Следовательно для поверхности вращен1я, о ко
торой идетъ р'Ьчь, эта часть касательной постоянна; мерн- 
дioнaльнaя кривая есть изв'Ьстпая дитя равныхъ касатель- 
ныхъ, а произведенная ею покерхпость есть та, которую обы
кновенно разсматриваютъ, какъ типъ новерхпостей съ по
стоянной отрицательной кривизной. (Нувилль, нримЬч. IV  
къ „Application с1е I’Analyse а 1а Geonietrie“ Монжа).

Съ другой стороны, геодезнческ1я окружности съ без- 
конечно удаленнымъ центромъ соотвЬтствуютъ очевидно пре- 
д'Ьльныыъ лпн1ямъ {оргтикламъ) гсометр1и Лопачевскаго (Ge- 
om. Unt. 31 и 32). Удерживая это назвая1е, мы мо- 
жемъ поэтому сказать, что система концентрическнхъ пре- 
д'Ьльныхъ лии1й превращ ается, посредствомъ подходящаго 
сгибан1я поверхности, въ систему параллелей поверхности 
Бращен1я, произведенной лин1ею равныхъ касательныхъ.

Чтобы доказать соотвЬтств1е нашихъ пред'Ьльпыхъ ли- 
п1й съ предельными лин1ями Лобачевскаго, заметимъ, что

двугранному углу ^  двухъ мерид1ональныхъ плоскостей со-

отв'Ьтствуютъ, на параллеляхъ (), и о ,,  дв^ дуги s, и ŝ , 
определяемый уравнен1ями

Pi Р2
к  о

откуда, называя т разстоян1е P i, нолучаенъ

s , = s . e



формулу, совпадающую съ формулой Лобачевскаго (Л1; 33), 
исключая обычнаго ра;'.лач1я въ выбор^ единицы.

Быражен1е (17) лиыьйнаго элемента незавпситъ отъ ко- 
ордипатъ (■м„, v j  центра разсмотр'Ьниыхъ пред'Ьльныхъ лн- 
б1й ; сверхъ того мы впд'Ьли, что каждая изъ пред'Ьльныхъ 
jiiHiTi данной системы можетъ принимать положен1е наиболь
шей параллели. Поэтому можно отсюда заключить, что дв'Ь 
произвольный! пред4 льныя лин!п поверхности могутг быть 
всегда наложены одна на другую.

Чере;гь дв4 точки псевдосферической поверхности про- 
ходятъ всегда дв'Ь пред'Ьлышя линiп, которыя опред'Ьлятся, 
если черезъ середину геодезической лин1и, соединяющей ихъ, 
провести иерпендику.чярпую къ ней геодезическую лин1ю, ко
торой дв'Ь безкопечно удалепныя точки и суть центры иско- 
мыхъ пред'Ьльныхъ лин]й. Дуги этихъ пред'Ьльныхъ лип1й, 
заключениыя ые?кду дапнымп точками, пм'Ьютъ одну и туже 
длину, завпсяп;ую исключительно отъ геодезическаго разсто- 
ЯП1Я между данными точками. Называя буквой Q это разсто- 
яше и буквой (Т длину эш хъ дугъ, можно легко найти при 
помощи ypaBHCHifl (15) и (16) (зд'Ьсь р  им'Ьетъ однако дру
гое 3Ha4enie) формулу

6 = 2l i s i n l i - ^ ,

представляющую зам'Ьчательную аналог1ю съ хорошо нзв’Ьст- 
ной формуло{1, дающей хорду въ функщи дуги, стягивае
мой ею въ круг'Ь рад!уса В  ‘).

VI.
Вышеизложенное намъ кажется, иодтверждаетъ во всЬхъ 

отиошен1яхъ возможность об'Ьщаппаго истолкован1я неевкли
довой планпметр1и иосредствоыъ поверхностей постоянной 
отрицательной кривизны.

Сама природа этого истолкован1я позволяетъ безъ тру
да нредвпд'Ьть, что не можетъ быть аналогичнаго объясне- 
н1я, столь же реальнаго, для неевклидовой стереометр1и. Въ 
самом'Ь д'Ьл'Ь, чтобы дойти до только что изложеннаго объ- 
яснен1я, потребовалось зам'Ьнить плоскость поверхностью, не 
приводящеюся къ плоскости, т. е. такою поверхностью, кото
рой линейный элеыентъ пикоимъ образомъ не можетъ быть
приведенъ къ виду _______

V d x '‘ +  d y \

’) (Сл. Батталиии, выше указанную  статью, стр. 229 п также наш у  
зам4тку, помЬщепнуд) въ Annali di niatem atica. т. VI, 1S05, стр. 271).



существенно характеризующему плоскость. Сл-Ьдовательпо, 
если бы у пасъ не было свЬд'Ьв1й о поверхностяхъ, пе со- 
вм'Ьщаемыхъ съ плоскостью, намъ было бы невозможно при
дать настоящее геометрическое значеш'е изложенному постро- 
euira. Апалог1я естественно заставляетъ думать, что если 
ыолгетъ существовать подобное построен!е для неевклидовой 
CTepeoMeTpiir,— nocTpoenie это должно быть выведено изъ раз- 
CMOTpiniH пространства, котораго линейный элемеитъ не могъ 
бы быть приведент, къ виду ~̂ dx̂  +  ch f+ d z^ , существенно 
характеризующему Евклидово пространство. И тань какъ до 
сихъ поръ у пасъ, кажется, н^тъ поняп’я о прострапств'Ь, 
отличноыъ отъ Евклидова, илп но крайней M’lip i noHjrrie 
о пем'ь выходитъ изъ области обыкновенной reoM eTpin, то 
есть основан1е предполагать, что, еслп бы даже аналптиче- 
CKiji соображсн1Я; на которыч'ъ основываются предъпдущ1я 
nocTpoenbi, были доступны распрострапен1ю нхъ отъ случая 
двухъ nepeMiHHHXb къ случаю трехъ перемЬнныхъ, резуль
таты, при этомъ получающ1еся, пе могли бы однако быть по
строены обыкновенною геометр!ей.

Это предположение пр1обрЬтаетъ степень вЬроятности, 
весьма близкую къ достоверности, если па самомъ д'Ьл'Ь по
пытаться распространить предъидунцй анализъ па случай 
трехъ перем^нныхт,.

Действительно, если положить

\ 0/ t  Ь )
■+ — u"‘)dv^+  2u v clu d v + ‘lvtdvdt +  2tudtdv] ( 1 8 )

что представляетъ формулу, составлеп1е которой а priori 
при помощи трехъ перем'Ьппыхъ ,̂ и, v вытекаетъ изъ раз- 
CMOTpiiBiH формулы (1) для двухъ перем'Ьнныхъ и, v, то 
легко убедиться, что аналитичесюе выводы, которые можно 
было получить изъ выражен1я (1), существуютъ всецело для 
Боваго выражен1я и что значен]е ds, даваемое этимъ пос.г1;д- 
нимъ есть на самомъ д'ЬлЬ зпачен1е линейнаго элемента того 
пространства, въ которомъ неевклидова CTepeoMOTpifl нахо
дить себе настолько лге полное толкован1е говоря аналити
чески, какъ и толкован1е данное выше для иланпметр1п.

Но если перем'Ьнныя t, «, v заменимъ тремя новыми 
о, о , ,  о , положивъ

t =  rcoso^, u =  rsin(>^cosg. ,̂ v =  rshi0^sino^,
'  I l a d r



то получается формула
2

d s“ =  do'  ̂+  {Esinh^^ {do “̂ +  sin^g^dg "̂),

показывающая, что p, p, и ĝ  суть криволипеГшыя ортого- 
нальныя координаты разсматриваемаго пространства.

Ио Ламе доказалъ (Legons sur les coordonnees curvi- 
lignes, crp. 76 и 78), что если принять за криволинейныя 
координаты точекъ пространства параметры р, д ^ ,д ,  трехъ 
семействъ ортогоиальпыхъ поверхностей, причемъ квадратъ 
разстоян1я двухъ безкопечпо близкихь точекъ представляет
ся выра;кеп1емъ вща. d s ‘‘ =  H ‘dg'  ̂+  lI^ '‘dg^  ̂+  Il./dg^ \ то три 
функц1п II, и Д  перем'Ьнныхъ р, р ,̂ р^, входящ1я въ 
это выраже1пе, пепреи'Ьппо удовлетворяютъ двумъ разлпч- 
пылъ спстенамъ, прпчеыъ каждая состоитъ пзъ трехъ урав- 
неп1й съ частными производными, иы'Ьющихъ типоиъ слЬду- 
ющ1я два уравнен1л.

d^H 1  (Ш  dH,  ̂ 1  dH  dH,
и ,  r f ! ? ,  ■ Я ,  dQ,' di\ ’  

d /  ̂ (1Нл d /  1  d ll ,\  1  dH, ( / Я ,

d^Xi-Ii d 9 j  IT, dq ' dQ '

Въ иастоящемъ случа'Ь

Я =  1, Д  =  Itsinh-^, Д  =  Rsinh j f i n g , ,

и для этихъ зпачеп1й три первыя уравнен1я удовлетворены 
толсоственпо; но три посл'Ьдн1я удовлетворяются только при 
Л  =  со . Итакъ выражен1е (18) не можетъ принадлелЕать ли
нейному элементу обыкновеннаго Евклидова пространства, 
и формулы, основанныя на этомъ выражен1и не могутъ быть 
построены посредствомъ фигуръ, которыя даетъ намъ обык
новенная reoMCTpia.

Чтобы пополнить доказательство невозможности дойти 
до построен1я неевклидовой стереометр1п, не ^покидая об
ласти обыкновенной reoMerpiu, вужно было бы быть въ 
состоян1п исключить возможность достигнуть этого иначе, 
ч'Ьмъ распространен1емъ метода, прим'Ьненнаго къ планимет- 
pin. Мы не беремся утверждать, чтобы это было абсолютно 
невозможно; мы говоримъ только, что это кажется намъ весь
ма нев'Ьроятпымъ. _

Мы зам'Ьтилп мимоходомъ, что выражен1е ( 18) служитт» 
оспован1емъ полному аналитическому толкован1ю неевклидо



вой стереоыетр1п. Это истолкован1е будетъ пзложепо въ дру- 
гоыъ мемуары '). Зд'Ьсь jh j обратиыъ Bniijianie только на то, 
что, полагая въ форм. ( 18) t =  const., получаемт. выраже1пе 
лннейнаго элемента д'Ьйствительной поверхпостп постоинпой 
отрицательной крпвизиы, такт, что эту поверхность, па ко
торой, какъ мы вчд'Ьли, оправдываются теоремы неевклидо
вой планпметр]н, аможно разсыатривать существующею одпо- 
врелеипо какъ въ обыкновенпомъ нространств'Ь, такъ п въ 
простраяств'Ь пеевклидоволъ.

и  р  гс м гь ч а н i е I.

Приведение лнвейпаго элемента поверхности постоянной 
отрицательной кривизны къ виду, который мы употребляли 
въ предыдуии1хъ пзыскан1яхъ, осповапо па результатахъ ме- 
ыуара, папечатаннаго нами въ Y II том'Ь „A tinali cli Mate- 
m atica“ (Римъ, 1866) подъ заглавземъ: „pbiuenie задачи о 
nepenecenin точекъ поверхпостп па плоскость такимъ обра- 
зомъ, чтобы геодезпческ1я лив1и были представлены прямыми 
лон1ямп“ .

Принципъ, па основаш'и котораго мы рЬшили эту за
дачу, сл'Ьдующ1и: когда устанавливаютъ соотв'1;тств1е по н е
которому закону точекъ какой либо поверхности съ точка
ми плоскости, можно всегда за дв'Ь незавнспмыя перем^н- 
ныя и и которыя должны бы были опред'Ьлять точку по
верхпостп, принять прямоугольныя координаты х ъ у соот- 
в'Ьтствующпхъ точекъ плоскости. Бъ такомъ случаЬ, если 
требуется, чтобы геодезическпмъ лпн1ямъ поверхности соот
ветствовали прямыя лнн1н на плоскости, нужно, чтобы днф- 
фереиц1альпое уравнен1е 2-го порядка геодезпческихъ лин1й 
им'Ьло полпымъ иЕ1теграломъ линейное ypaBnenie между ?f п v, 
а потому нужно, чтобы это дифференц1альное уравнен1е при
водилось просто къ следующему:

dud  — dvd =  0.

*) В ъ  работ4, которая долж на п о яв и тьс я  в-ь A in ia li t l i  M a te iiia tica , 
П  гдф самые общ1е п р и н ц и п н  нееиклпдоаой геометр1п разсмотр^ны неза

висим о от'ь п х ъ  возм о ж ннх 'ь O TUom eHift к х  действительны м '!, ф и гу р а и г  

о б н кн о ве н н о й  геометр1И. Въ настоящ ей работ* мы и и ^ л и  в ъ  в и д у  гл а в -  

п н м ъ  образомъ про будить н е ко то р ы й  интересь к ъ  п о до бны нъ и зы е ка н !-  

я м ъ , пр е д ла га я изсл4дован1с с л у ч а я , в ъ  которомъ абстрактная гео.11етр1я  

встречается съ конкретною : счптаем ъ однако н у ж н м м ъ  за м е ти ть , ч то зн а -  

чен1е новаго иорядпа понях1й не менЬе важ но, ч Ь м ъ  возм ож ность у ка за н -  

наго  совпаден1я.



Изъ общаго же вида упоыянутаго дифференщальнаго ура- 
внен1я заключаемъ, что это возможно только тогда, когда 
функщк Е , F , G, входящ1я въ выражеи1е линейнаго элемента.

d s^ '^  E du  “ +  2 Fdudv  +  Gdv%

удовлетворяютъ четьтремъ соотношец1ямъ, приводящимъ насъ 
Еъ зaключeнiIo, что этотъ самый линейный элементъ ыожетъ 
быть представленъ въ вид1>

т У  + v ' ‘ )du'‘ — ^ u vdiidv  +  [a^ +  u ‘ ) d v ‘  
dS =  лл------------------ ^  z ?

гд’Ь В  и a пропзвольныя постоянныя. Для опред'Ьлен!я при
роды поверхностен, содержащихся въэтойформ'Ь, было вычисле
но выражеп1е сферической кривизны (колсчество, обратное про- 
изведен1ю двухъ главныхъ радтусовъ кривнзны) п найдено,

что оно пм'Ьетъ значеп1е изъ чего выведено зaключeнie,

что поверхности, о которыхъ пдетъ р'Ьчь, пм'Ьютъ сфериче
скую кривизну постоянную и потому так1я поверхности суть 
единственяыя, доиускающ1я представлен1е па плоскости подъ 
назначеннымъ выше услов1емъ.

Въ упомянутом'ь мемуар'Ь мы предполагали д'Ьйствитель- 
ны-ми постоянные В  и а, потому что ц'Ьль, въ виду которой 
наши изыскашя были предприняты, естественно приводила 
къ такому предположеп1Ю. Действительно мы заметили, что 
этотъ элелентъ въ частностп припадлежитъ сферической по- 
верхвостн рад1уса В ,  касательной къ плоскости изображе- 
н1й въ начал'Ь координатъ и представленной на этой плос
кости центральною проекц!ей; въ такомъ случа'Ь перем'Ьн- 
ныл г(, V суть въ точности прямоугольныя координаты про- 
eKn,in точки, къ которой эти переменный отпосятся.

Но такъ какъ значегйя постоянныхъ 7? и а на саыомъ 
д^лЬ произвольны, то позволительно предположить пхъ мнп- 
лыми, если паходилъ это пужнымъ. Действительно, если из
менить эти постоянныя въ В '^— 1 и aV— 1, то лпненный 
элементъ, полученный въ такомъ пpeдпoлoжeнiи, соотвЬт- 
ствуетъ поверхности постоянной отрицательной кривизны =
 1

It
ча'Ь изображаются на плоскости прямыми лин1ями и пото
му линейными уравнешями между гс и v. Такпмъ пмевно 
образомъ можно перейти отъ формулъ цптнровавнаго мемуа-

,2, геодезическ1я лпн1и которой какъ въ предъидущемъ слу-



pa къ формуламъ настоящей работы. Единстпенная сущест
венная разница между обопмп случаями та, что въ первомъ 
перем^нныл гг н v зшгутъ принимать всЬ вещественныя зна- 
чен1я; между тЬмъ какъ во второмъ эти псрем'Ьпныя заклю
чены въ изв^стныхъ пред'Ьлахъ, которые легко оиред'Ьлить.

П р и м г ь ч а н 1 е I I .

Еслп написать выражен1е линейпаго элемента въ внд'Ь

C?S* +  d v ^ ]+ {u ilu  +  i:dc]^

TO можно непосредственно сидеть, что для перехода отъ пер- 
воначальныхъ основныхъ геодезпческихъ лин1й къ двумъ дру- 
гимъ, проведеннымъ чрезъ тоже начало н взаимно - ортого- 
нальнымъ, нужно пользоваться обыкновенными формулами 
преобразован1я прямоугольныхъ координатъ па плоскости, 
когда начало остается неизм'Ьннымъ, т. е. формулами

i i^ u 'c o s u — v'& inu, v =  u'sinu-{-v'cos/LL,

гд'Ь гг', v' новыя координаты и и — уголъ новой основной 
линш г;' =  0 со старой v =  0 . Въ самомъ д'ЬлЬ изъ этихъ 
формулъ иы^емь

u'‘  +  v  ̂=  u''‘ +  v '\  du^ +  dv  ̂=  dtr- +  dv'^

п потому формула (1) обращается въ

+  {u'du' +  у 'd у'

сохраняя первоначальный свой видъ '). Длина геодезической 
дуги, выходящей изъ начала, также сохраняетъ, во второй

*) Нзт) этого видно, что геодез11ческ1я jiiiniu, ортогоналы ш я к ^ вы -  
ходящимъ изъ начала, представляю тся хордами пред^льнаго круга, пер
пендикулярными къ Д1аиетрам7., представлягоп(имх эти посл'Ьдн1я геоде- 
зическ1Я лин1и. Обратно для того, чтобы дв4 геодезическ1я лин1н, пере- 
с4к аи щ 1яся ортогонально въ точк4 (и, ®), были представлены на вспомога
тельной плоскости двумя ортогональными прямыми, нужно, чтобы одна 
лзъ  этихъ геодезическихъ лнн1й проходила черезъ начало (г « = « = 0 ) ,  какъ  
это легко вывести изъ формулы, данной лъ текст* для преоиразован!я 
угловъ. Это свойство становится очевпднымъ въ центральной ироекц1п 
сферы.



CHCTeMi, видъ, который она им'Ьла въ первой систем!, по
тому что она определяется уравнен1емъ

0 =  -̂  lo g  - (2)
" 2 a-Vu'^+v'^ ^

Разсмотримъ теперь вл1ян!е перемЬны начала.
Возьмемъ для этого какую пибудь точку и пред-

положиы'ь что основная лин1я г̂ ' =  0 второй системы прохо-

дитъ черезъ эту точку; т. е. положимъ, что cos u  = — , sin и

=  ~  и потому

uau'— v y  .. v^u+ и У «— V

гд'Ь =  +  Образуемъ теперь третью систему коор-
динатъ v", которой основными лин1ями были бы геоде
зическая лин1я v' =  0 и другая геодезическая лин1я, прове
денная черезъ точку (м„, v j  нормально кь v' =  0 .

Проведелъ черезъ произвольную точку (и', v') геодези
ческую лпн1ю, перпендикулярную къ v' =  0; назовемъ q ея
длину н р  ея разстояи!е отъ прежаяго начала (измеренное 
на лиы1и v =  0). Формула (2) даетъ непосредстненно

Л  1 а + и '

между т'Ьмъ какт. изъ формулы (1) легко можно найти, по
лагая £??(’ =  О, ____

В  1 — u'^+v'

Геодезическое разстоян1е обоихъ началъ (м =  г; =  0),

(“ о) о̂) им'Ьетъ значен1о
И а +  »о

Р . - т , 10Я —  ,

всл4дств1е чего геодезическая дуга, заключенная на основ
ной геодезической лин1и v ' =  0 третьей системы (которая то
жественна съ г̂ ’ =  0) между точкою {гг„, ь\) и нормалью q, 
определяется уравпен1емъ

72 [а +  и')[а— г„)
2 loo W



Но, означая постоянную, аналогичную постоянной а 
ьъ третьей систем^, и зам’Ьчая, что въ этой систем!, коли
чества, аналогичные количсстваыъ q иторой системы, суть 
р — и д,,, мы нрпходилъ къ заключен1ю, что по аналог1п 
къ (4) и (5 ), должно быть

В  , а , + и "  R  J У а , ‘ - и " ‘ + у "
р - р . -  « - 1

Приравнивая эти Ры раж ен1я выражеи1ямъ (6 )  и (5 ) ,  но- 
лучаемъ два соотношеп1я, дающ1я сл-Ьдующее:

р )

Постоянная остается, собственно говоря, неонред’Ьлен- 
вой, такъ какъ мы им4 емъ уравнен1я только между отноше-

. и’ v' . и" v"
вшми -  , -  и отношен1ями — , — . Поэтому а. ыожпо онре- 

а а ао
делить услов1’емъ, что для -w" =  0, т. е. для и' =  0 , v' рав
няется v” , и тогда находимъ

Удерживая это значение для « ,̂ получимъ изъ преды- 
дущихъ формулъ

ala„r„+an'') _ а а У
%i —  ---------- —̂ ‘ ““Г" ч Ь  ■— -------

эти же значеп1я, будучи подставлены въ (1'), даютъ:

,  .  -п. («а  — *'•"■') +  ^ u "v"(h i"dv"  +  (а , м"^) dv" -̂

Итак'ь nepenecenie начала точно также не измЬпяетъ 
формы линейнаго элемента, которая отличается отъ прежней 
только подстановкой вм'Ьсто а, что не представляетъ ни
какого существеннаго изм'Ьнеш'я.

Чтобы получить наконецт, четвертую систему, вполп!; 
независимую отъ первой, зам^нимъ o 6 i основныя лпн1и м" =  0, 
v" =  0 двумя новыми ортогональными геодезическими лин1ямп, 
имеющими тоже начало (м„, v j ,  чего мы достигнемъ полагая

и "  =  m"'cosv— v'"sim, v" =  v^'sim + v '”cosv,



а мы знаемъ, что подооная подстановка нп въ чемъ не пз- 
м'Ьняетъ формы лннейпаго элемента. СлЬдосательно видимъ, 
что форма, принятая первоначально для линейнаго элемента, 
вовсе не представляетъ чего либо спец1ально свонственнаго 
определенной сиетелЬ основныхъ геодезическихъ лин1й; точ
ка (г( =  г? =  0) ыожетъ быть, наоборотъ, какою угодно точкою 
поверхности и основная геодезическая линiя v =  0 можеть 
быть какою угодно изъ геодезическихъ лин1й, ироведенныхъ 
черезъ эту точку.

Принимая въ соображен1е соотношен]'я, которыя мы на
шли между координатами посл'Ьдовательпыхъ системъ, и по
лагая для краткости

a v „ ^ . _ r „ C O S V
----COS'J 4- --Sin'J,
а Л г .  ’ и а ^
а с .  ■ r .s in v

- —  Sin'J — —  COSV, 
Го

г , = - 2 ------
«и'о аа̂

мы напдемъ сл'Ьдующ1я окончательныя соотпошеп!я между 
координатами и, v и координатами и'", v”':

и „ + р и ' " - р / "  У , + д г с ' " - д , у ’"

Если разсматривать м и г;, а также и v'", какъ пря- 
моугольныя координаты соотв'Ьтствениыхъ точекъ двухъ плос
костей, то эти формулы пыражаютъ томографическую за
висимость между самими плоскостями, о чемъ было говорепо 
въ MCMvapt, цптиронанномъ въ прим'15чан1и I .

Если сранпнть первоначальное выражен1е линеПныхъ эле- 
ментовъ въ фупкц!и п и v съ окопчательнымъ выражен1емъ 
въ фупкц1и и" и v", то паПдемъ, что этп оба выражен!я 
можно сдЬлать тождестиенпыми, полагая

V' л.'"и . и  1

или иначе

и CL ’ а а, ’

а а„ ' а а.,

причемъ выборъ знака нроизволенъ въ каждой формул^. Это 
доказываетъ, что псевдосферпческая поверхность, разсматри- 
ваемая, какъ гибкая и нерастяжимая, можетъ быть наложена



сама на себя такъ, чтобы какая угодно изъ ея точекъ v j  
заняла пoлoжeнie какой угодно другой точки (« =  v = 0 ) , и 
чтобы какая угодно изъ геодезическихъ лин1й, выходящихъ 
нзъ первой точки (напр. лин1я v"' =  0) совпадала на всемъ 
своемъ нротяжеп1и съ какою угодно изъ геодезическихъ ли- 
н1й, выходящихъ пзъ второй точки (напр, съ г; =  0 ). Бол'Ье 
того, двойственность знаковъ указываетъ, что наложен1е двухъ 
геодезическихъ угловъ одной и тойже величины, им'Ьющихъ 
вершины въ этихъ двухъ точкахъ, можно производить двоя- 
киыъ образомъ, Папр. прямой уголъ геодезическихъ лпн1й 
г1'" =  0 , v'" =  0 можетъ быть наложенъ на уголъ лпн1й м =  0, 
г; =  0, или прп помощи совм'Ьщен1я м"' =  0 съ г« =  0 ц v"' =  0 
съ v =  0, или же посредствомъ совмЬщен1я и"' =  0 съ i; =  0 
и v"' =  0 съ 11 =  0 . Итакъ каждая часть поверхности можетъ 
быть наложена двоякимъ образомъ на какую угодно часть 
топ же поверхности; слЬдовательно если на этой части най
дется какая либо фигура (напр. геодезическ1й треугольникъ) 
то она можетъ подвергнуться на поверхности вс'Ьмъ перем'Ь- 
щен1яыъ, какимъ можетъ подвергаться плоская фигура на 
своей плоскости, оставаясь постоянно равной самой себ^. 
Естественно, что это равенство должно относиться только къ 
длинамъ лпн1й н къ величинамъ угловъ, потому что абсо
лютная кривизна лип1й вовсе не входитъ зд'Ьсь въ разсмо- 
Tp'bHie *).

Свойство, только что нами доказанное, было уже извест
но, но изложенное выше доказательство, намъ кажется, обла- 
даетъ строгостью, соотв'Ьтствующею разбираемому вопросу. 
Впрочемъ теорема Гаусса устанавливаегъ, что если свойство 
о которомъ мы говоримъ, можетъ принадлежать какой лпбо 
поверхности, эта поверхность необходимо есть одна изъ нм'Ь- 
ющихъ постоянную сферпческую кривизну.

Отм'Ьтимъ полезный результатъ, который легко выводит
ся пзъ н'Ькоторыхь изъ предыдущихъ формулъ. Геодезиче
ская окружность, которой цеитръ есть точка (м„ v j  и ра- 
д1усъ о , представлена въ третьей систем'Ь vpaBHenieMX

п"'‘  +  f "  * =  «„ Ч апд¥  J  ,

') Относительное рапенство, о которомъ идет'ь р4ч1., было бы равен- 
ствозгь абсплютным-ь для сущ ества, геометричесьЧя иредставлеш'я ьотораго 
не выходплп бы изъ области двухъ  najitpeHitt разсматрнваемой иоверх- 
ностц, подобно точу какъ наши представлен1я не выходятъ изъ области 
трехъ n aatp eu iii оСыкновеннаго ирсстранства



какъ это сл'Ьдуетъ изъ формулы (6) текста. Но пзъ фор- 

мулъ (7 ) пастоящаго прпм15чан1я, такъ какъ %
получаемъ

ч

-  о - . о ' ] .

и кроы'Ь того формулы (3) даютъ

_  и и ,  + V V ,  _  U V — U V,

' »-о ’ «-о ’
откуда

. ^ Л и — г О + i \ { v — v„] u „ [v — v^)— v „{ ii— u^] .
а  —  у  -----------------------------------. 'I/ — ■ .

>0 »0

а потому наконецъ им1;емъ

[a^— u u„— v b \] Е

Это уравпен1е даетъ геодезическое разстоян1е р  двухъ 
нроизвольныхъ точекъ (и, г;), (г/„, v j .  Когда эти точки без- 
конечно близки, то это уравнен1е возвращаетъ насъ непо
средственно къ вырал5ен1ю линейнаго элемента, служиви1ему 
памъ исходной точкой.

Если ввести вместо tangh фупкщю cosh, то предъпду- 
щее уравнен1е принимаетъ 6o.iie изящный видъ:

а ' - и „ . - г , ,  _  _  I  ^



О С Н О В Н А Я  Т Ю Р 1Я 

ПРООТРАНОТВЪ СЪ п о с т о я н н о й  КРИВИЗНОЙ.

Е. Б Е Л Ь Т Р А М И  ('). 

lle jJ c e o d b  П. 77. М е я .

Въ мемуар4 , пом-Ьщенноиъ въ VII томЬ нерпой cepin 
„A nnali di M atematica“ (Римъ, 1866), я разсмотрЬлъ поверх
ности, EMtroiAia то свойство, что нхъ геодезическ1я лип1и 
представляются линейными уравнен1ями, и пашелъ, что это 
свойство имФ>етъ м1>ето только для поверхпостей постоянной 
кривизны и для изв'Ьстныхъ спещальныхъ перем'Ьпныхъ, вве- 
денныхъ анализомъ воироса.

Въ настоящелъ ыемуар'Ь я излагаю результаты, значи
тельно бол'Ье общ1е. къ которымъ ыепя привело дальнейшее 
развит1о этой мысли въ связи съ н'Ькоторы*чи принципами, 
установленными Риманноыъ въ зал'Ьчатольиомъ посмсртномъ 
труд^ его „Ueber die Hypothesen, welclie der Geomctrie zii 
Grunde liegen“ (0  гппотезахъ, лежащнхъ въ ocHonli геомет- 
pin), опубликованномъ недавно г. Делекиндомъ въ 13-мъ то- 
Mi „Геттингенскихъ лемуаровъ" (**).Над'Ьюсь, чтомои изыска- 
П1я облегчатъ поиимап1е н'Ькоторыхъ частей этого глуСокаго 
труда.

Изв'Ьстныя выраже1ия, которыми я часто пользуюсь для 
сокращен1я, не покажутся, я думаю, ни натянутыми, h :i тем- 
ПИ5П1 тому, кто займется бол4 е суииюстью, ч'Ьмъ формою. 
Внимательный читатель легко пойметъ ихъ безъ дальн'Ьйшихъ 
объяснен1й и им'Ьетъ полную возможность придавать иыъ 
смыслъ только чисто аналитпческ1й.

(*)  Annali (li Matematica рига ed applicata, 2-я cepiji, т . II, стр. 232—253.
( * ’ ) Kiemaiiir's gesam m elie 'Werke. 1S7C. 254—260.



Дифференциальное выражехпе

^ dx^+dx,^*+  dx̂  ̂+  • • • +J.i'n‘
X

гд4  ж, ж,, . . . Жя суть « + 1  д'Ьйствительиыхь перем^н-
ныхъ, связанныхъ уравнен1емъ

ж’ +  а:/ +  ж ,*+ . . . + Х п = а '  . . . (2),

между т1;мъ какъ R  \i а постоянныя, можно принимать за 
линейный элемешт, ил» разстоян1е между двумя безконечно 
близкими точками, въ пространствп п пзАиъренгй, котораго 
каждая точка определена системою значеп1й п координатъ 
.-г,, ж,, . . . Хп- Видъ этого выражен1я опред^ляетъ природу 
этого пространства.

Если положить, для гокращон1я,

+  fte, *-Ь . • • Л-dXv^

то геодезическими литями разсматриваемаго пространства бу- 
дутъ т'Ь, которыя удовлетворяютъ уравпен1ю

при услов1и x S x  +  x^(Sx^+ . . . +ж„(5'а-„ =  0. Иосредствоыъ 
обыкновенныхъ преобразован1й вар1ащи интеграла можно пер
вое уравнен1е представить подъ видомъ:

+  +  ( § i )  +  . ••• + < b „ . ( ? C ^ ) j = 0 ,

если и:е принять въ разечетъ соотпошен!е, связывающее ва- 
piauiii Sx, J'x, . . . .  то это y p a B H e iiie  разлагается на 
сл'Ьдуюииа:

 ^

гдЬ к есть пока еще неопред'Ьленный множитель. Умножая 
эти ураваегпя соотв'Ьтствепно на а:, ж, . . . .  и зат1;мъ 
складывая полученпыя уравнен1я по частямъ, им'Ьемъ



следовательно, на основаши уравреш'я (2), ^==0, и потому

.............................

dx^=c^xn, dx^=c^xii, . . . .  d x „= c « x il, . . ( 4)

гд-Ь с ,, с , , .  . . .с„ суть постоянвыя. Эти » посл'Ьднихъ урав- 
в€н1й, будучи возвышены въ квадратъ п сложены, даютъ

SI , .........................................(5)

полагая

^ 1^с, * + С * 2 + •  • . . + С я * ‘

Это зпачен1е SI обращаетъ ypaBHeiiie (3) въ тожество, а по
тому это ypaBHenie безполезно принимать въ разсчетъ; урав- 
неп1я же (4), посл1) исключен1я и интегрирован1я, даютъ

==5.JC«+ 6 ',,  Х^ =  \ Х и + Ъ \ ,  . . . , Х п _ ,

Итакъ геодезическ1я лин1и разсматриваемаго простран
ства представляются п — 1 линейными уравнен1ями между п 
координатами х^, х^, . . . подобно тому, какъ это пм'Ь- 
етъ м'Ьсто на плоскости и въ обыкновенномъ пространствЬ 
при ynoTpe6jeHin декартовыхъ координатъ и на поверхностяхъ 
постоянной кривизны при употреблеп1и перем'Ьнныхъ и п 
V цитированнаго выше мемуара. Между системами геоде- 
зичесЕихъ линiй нужно отм'Ьтить, какъ частный случай, гЬ 
системы, которыя получатся, если приравняемъ ностояннымъ 
s c i  координаты, кром'Ь одной. Черезъ каждую точку простран
ства проходить геодезическая лин1я каждой пзъ этихъ си- 
стемъ; къ числу ихъ принадлежать и сами координатныя оси 
х ,̂ X,, . . . х „  (причсыъ для каждой пзъ нихъ всЬ коор
динаты, кроы'Ь одной, равны нулю): мы ихъ назовемъ систе
мами ж,, . . . а;„.

Для получен1я длины геодезической дуги р, заключен
ной между двумя данными точками, saMiTHMb, что изъ урав- 
нен1я (5) иыЬемъ

,  -г, Л  Ш х
do =  R -  =  —

'  X x\f\— c‘x ‘



откуда

сх
Cosh^ 11

гд4  — произвольная постоянная и х  оявачаетъ функщю

Если обозначить буквами ж /, а;/, . . . значешя ко- 
ординатъ въ T04Kt р •■= О, т. е. въ начал'Ь дуги, и буквою 
х°  cooTBiTCTBeHHoe значен1е функщи ж, то получаемъ

=  — Ц -   ...................................... (6)
C o sr-i

Jx

откуда им'Ьемъ, по исключен1и с, им'Ьеыъ

х = .
0  —  0  J

C o s V - ^11

уравпев1е, которому можно дать видъ:

x-^Sinh^l .
 -  =  2x x .C o sh % ,— х^— х^\ . . (7 )

С о А '%  ^

Съ другой стороны пзъ предъидущихъ уравнен!!!

а потому уравнен1я (4).даю тъ

X =  а +  tangh , ж, =  а, +  ЬтщЬ . . . .
С 1 \ '  о  -/t

или, вводя вм'Ьсто постоянныхъ , а,...., количества х "̂,

x^— x^" =  c^ x x °S in h j , X, — х^° =  c^xx"Sinh^ , . . . ,

t



отсюда, возвышая въ квадратъ и складывая, им'Ьемъ:

2 ( я ’'— . . .  — ХпХп") — ж’ — =  .

Это уравнен1е, въ силу уравнен1й (6) и (7), даетъ оконча
тельно

Гп^Ъ Q _  а*—х,х, °—х,х , . —хпхп"_______________
^  V ia^^^- х Г -  . . .   ̂’

общую формулу, выражающую длину геодезической дуги въ 
функц1и координатъ ея концовъ.

Если предположить вещественными перем'Ьнныя ж, ж,,... 
Хп. и постоянный В  ъ а, то пред'Ьлъ разсматриваемаго нами 
пространства w изм'Ьрен1й есть пространство п — \ гш т ре- 
нш , данное уравнен1емъ

а;,' +  ж / +  . . . +Хп^==а\

Внутри этого предала, т. е. для

+  4- . . .  + Ж„

первое пространство оплошно и односвязно. Изъ уравиен1я (8) 
сл^дуетъ еще, что точки, принадлежаиця пространству— пре
делу, всЬ находятся на безконечномъ разстоян1и.

Во всей действительной области, только что нами опре
деленной, величина ds, данная уравнен1емъ ( ') ,  остается по
стоянно положительной для всякой системы значен1й отпошен1й

d x ,: dx/. : d x „ .

Р’ сли взять вторую систему приращен1й (fa;,, сГж,,. . . ^ х„  и 
положить

то выражен]'е

 д < ((/.г<У.гЧ-г7х,(У.г, +  ■ ■ . + fh 'n ’^Xn]'‘
X*

не можетъ никогда сделаться отрицательнымъ (въ силу хо-



pouio извЬстпаго преобразовагпя, которое можно къ нему при
менить); сл'Ьдовательно количество

Е^[(1х^ х+ (1х ,^ х ,+  ■ . • +dxn^r„.) 
x\hSs

пе можоть никогда сдЬлаться больше единицы. Поэтому всегда 
можно взять д'Ьйствнтельиый уголъ в, для котораго

dxiSx +  dx^Sx^+  . . . + dx,iSxn= ^-^^ ^ ^ Cose. . ( 9 )

Изъ этой возможности вгатекаетъ то важное сл1;дств1е, 
что, вычисляя ири помощи уравнен1я (1J три sna4eHiH rfs, со- 
отв1,тстнующ1я тремъ сл'Ьдующимъ, взятымъ попарно, систе- 
мамъ значе1пй перем'Ьнныхъ

(^1) ........................
[ х ^  н- с7.Г|, х,^ +  d x ^ , .....................................х „  +  dx,i) ,

( . г ,+ < 5 ж , ,  x , - h S x ^ , .....................................х п  +  6 х „ ) ,

получаеыъ три числа, выражающ1я длины трехъ сторопъ 
прямолннойпаго треугольника. Назовемъ, вь самомх д'Ьл'Ь, 
буквами Ж , М ', М " три уполяпутыя системы и ds обозна-
чим'ь М М ',  а (Js обозначимъ М М ” . Значри1я системы М "
можно Быиестй и.зъ значеп1й системы М ', давъ этимъ посл'Ьд- 
иим'ь соотв'1;тственныя приращеп1я

Sx^— dx^, (Sx̂ — d x .^ y .............................. — dxn^

СлЬдовательно, пренебрегая безконечно-мальши порядка выше 
второго, можно положить

г
М  'М  " =  л  г ‘ — гЦ  y - h .  . +  {(^x„— dx,,) *

X  ^

X

или же

Ж 'М " ‘ =  * ^ М М "^ — ‘1М М '.М М ".С о 8в,

гд'Ь в  д'11йствптсльный уголъ. Это уравиеп1е доказываетъ спра
ведливость изложеннаго выше свойства и д-Ьластъ понятною



возможность уподоблен1я всякой системы значен1й перем'Ьи- 
пыхъ гг, . . . Хп точкго, определенной своими координа
тами. Сл'Ьдуя тому же порядку идей, считаютъ два линейные 
элемента ds, Js ортогональными, когда для этихъ элементовъ

^ =  т. е. (по 9) когда прпращен1я d и J удовлетворяютъ

услов1ю.

dxSx +  dx^$x^ +  . . . + d x „ S x n = ^  . . . (10)

которое, для удобства pi4H, можно назвать услов1емъ ojnno- 
гонаАЬности.

Разсмотримъ, наприм’Ьръ, пространство п — 1 nsMipenirr 
х̂  =  0 и положимъ, что изъ одной изъ его точекъ выходятъ 
два линейные элемента, одинъ ds, расположенный въ самомъ 
пространств^, и другой 6s, направленный по геодезической 
лин1и системы ж,, проходящей черезъ эту точку. Въ этомъ 
случаЬ им'Ьем'ь

,т, =  О, dx  ̂ =  О, =  . . . =  бхп =  0 , (Уж =  О,

сл'Ьдовательно услов1е ортогональности удовлетворено, т. е. 
каждая геодезическая лин1я системы х̂  (или, общ-Ье, систе
мы х^) ортогональна къ пространству ж, = 0  (или ж̂  =  0) въ 
точк'Ь встр'Ьчи съ нимъ. Поэтому, въ частности, въ пачалЬ 
координатъ направлеп1я п осей всЬ взапмно-ортогональны. 
Такъ же легко доказывается, что ось х^ ортогональна ко 
всЬмъ пространствамъ х^ =  Const-, ?г геодезическихъ лин1й си- 
стемъ х^, х̂  . . . х „ ,  проведенныхъ черезъ произвольную 
точку пространства, перпендикулярны къ пространствамъ w — 1 
изм’Ьреп1й ж, = 0 , ж̂  =  0, . . . ж„ =  0, аналогично тому, что 
им'кетъ MicTo на плоскости и въ обыкновенномъ простран- 
ств’Ь, когда употребляютъ прямоугольный координаты. Назы
вая X ,,  X, . . .  Х „  части этихъ гоодезическихъ лин1й, за- 
ключенныя между данною точкою и пространствами, къ ко- 
торымъ OH'S соответственно перпендикулярны, им'Ьемъ

........................

Разсмотримъ всю систему геоде.зическихъ лин1й, выхо- 
дящихъ изъ определенной точки (ж,", ж /, . . . ж“„). Она 
будетъ представлена слЬдующею системою дифференц1альныхъ



уравнен1й, изъ которыхъ посл'Ьдпее есть сл'Ьдств1е первыхъ;

dx^ d x ,  dXn _  d x

x .— xŷ  x^— x "̂ ' ' ‘ xn — xn" г ’
X

гд'Ь буквою для краткости, означено выражен1е а "—
—  ж,ж/—  . . . Услов1е (10) даетъ для уравнен1я
пространства п — 1 iiSM 'bpeuiii, ортогональнаго ко вс'Ьмъ этимъ 
геодезическимъ лвн1лмь, следующее дифференц1альное урав- 
HCHie:

(h dx
5

X

откуда, иптегрируя, им^оиъ;

а '— .г, Ху"— х̂ х.̂  °—  . ■ • — Хп Хп'
" = С  . . . (12)

Сравнивая это уравне1пе съ уравнен1еыъ (8), лы зам'Ь- 
чаемъ, что пространство, имъ определяемое, есть также м^сто 
точекъ, ранпоудаленных'ь отъ точки (ж, °, ж /, • . • Хп ); на
зывая постоянное разстоя1пе буквою р, им^емь

C = V a ‘ — Xi'’ ''— x.̂ “ '‘—  .  .  .  — •  Cosh-^ =  x''Cosh

Такъ какъ ypaBnenie ( 12), по самому способу, которыми 
оно было получено, остается еще въ сил'Ь, когда точка (ж/, 
ж . , ") удаляется въ безконечность, т. е. когда ж" стано
вится равнымъ пулю и о — безконечности, то мы спдпыъ также,

что въ этомъ случа'Ь пропзведен1е x^Cosh j  ̂ стремится къ ко

нечному пред’Ьлу, который не можетъ отличаться отъ пре- 

д'Ьла пропзведон1я Итакъ, подставляя вм'Ьсто о  раз

ность р '— р  и удаляя точку (ж/, ж /, . . . ж„, “) въ безко
нечность, между т1;мъ какъ р остается постояннымъ, мы по- 
лучаемъ въ пред'Ьл'Ь vpaBHCnie

• -Х п Х п " ^
2

У а ‘ ~ х / - . г . / ~  . . . — Хп

гдЬ

ж , Ж . 0 - +  . . . -ЬЖ„''* =  «"-,



это ypaBHeiiie представляетъ систему прострапствт. п измЬре- 
nifl, которыя можио опред'Ьлнть, какъ ортогональныя траек- 
торш воьхъ геодезтескихъ лтпи, сходящихся въ одной и 
той же безконечно-удаленнпй точкгь (ж,", ж /, . . .  ж,/). Раз
личный траэктор1’и отлпчаютсл другъ «тъ друга зиачен1ямп 
параметра о, выражающаго постоянное разстоян]е между ка- 
кою-угодно^ изъ них'ь и TpaeivTopieio, опред'кляелюю значен1емъ 
р  =  0. Постояппая к дана, когда дается какая-нибудь точка 
этой последней траектор1и.

Мы теперь докаж ет., что природа разо1атрпваемаго на
ми до спхъ поръ пространства такона, что если взять какую- 
либо часть его и перенести ее въ положе1пе. отличное оть 
прежияго ея положения, то всегда можно достигнуть совм'Ьще- 
н1я ея съ другою соотвЬтстветтою частью того-же простран
ства. Чтобы понять, какъ ло?кетт> это наг1;ть JitcTO, вообра- 
зиыъ, что иъ этой части пространства разсЬяно 00"* точ(^въ, 
безконечно блнзкихъ одна къ другой и соедннепныхъ попарно 
маленькими геодезическими дугами, изм 1)яю11ииш ихъ взапм- 
пыя разстоян1я. Тогда наложимость^ о которой идетъ рЬчь, 
состоптъ иъ томъ, что во всякой другой части разсматрнвае- 
ыаго пространства мо?кпо разсЬять точки, прпнадлежащ1я 
этому пространству к нм'1;юп1,1я между собою же взаиыныя 
разстоян1я п тоже расположен1е, которое им'Ьли точки периой 
части прострапства. такъ что сЬть ?г-го порядна, образованная 
лин1ями, соединяющими смежиыя точкп этой части, можетъ 
быть вполн'Ь ото;кествлена съ аналогичною сЬтью др^ой части 
безъ разрыва пли перегиба въ како.\гь-либо м'кстЬ связей между 
точкамп. Изм'1;веп1я, которымъ должна подвергнуться первая 
С'Ьть для сво( го отожестклен1я со второю, могутъ вп])очемъ 
сделаться видимыми только тогда, когда и ту и другую раз- 
сматриваютъ по отношент къ пространству, г(м1ьющем1) бо
л т  п измгьренЩ пока этого н'Ьтъ. o6 J> с'1;тп прсдставляютъ 
характеръ равенства по соом1Ьщент или но сгшметрт. Это 
последнее заи'Ьчап]е им'Ьетъ связь съ остроумпымъ соображе- 
шемъ Мёб1уса (liarycentrischer Calcul, стр. 1 8 i).

Предноложимъ сперва, что ирострапство отнесено къ по
вой систем']; геодезическпхъ осей у,, у, ■■ ■ y,ii пм'Ьюп1ихъ 
обн1,ее начало съ прежними и, какъ эти посл'1;дй1я, ортого- 
налькыхъ между собою. Такъ какъ вс'Ь геодезическ1я лин1и 
представляются линейными уравнениями, то ясно, что подста- 
новуш для перехода отъ перем'Ьипыхъ х  къ иерем'Ьннымъ у 
должны быть линейными', по кромЬ того легко убедиться, 
что ихъ форма должна быть такою, какую мы назвали орто- 
гоналъною. Действительно форма (8) показываетъ, что раз-



CTOflHie какой-нибудь точки (ж,, . . . а*„) отъ начала за-
виситъ только отъ функщи +  +  . . . + х „ \  С л е 
довательно будемъ им^ть

х,^ +  х / +  . . . =  +  . . . + у „%

dx^* +  d x./  +■ . . . -i-clx„^ =  dy^’‘ +  cly,̂ ^— . . . +йу,ь"'

и потому

* +  . . • +dxn^ (I -г-fly,^+(h/.^^+ • • •+ (b jn '
'ix ‘ у

Эта тожественность формы обоихъ элеыептовъ д^лаетъ оче- 
виднымъ, что дв'Ь сЬти, которыхъ соотБ'Ьтственныя вершины 
связаны уравненЬти

^1=2/:, ^,=2/.,

вполн'Ь coBMicTiiMH. Ясно что вторая изъ этпхъ сЬтей 
есть не что иное, какъ первая, повернутая вм'Ьст'Ь съ перво
начальными осями около начала до т'Ьхъ норъ, нока перво- 
начальныя оси не приняли направлсн1я иовыхъ. Следовательно 
доказано, что указанная совместимость действительно имеетъ 
место, когда иеремещен1е сводится къ простому вращен!ю 
около начала. Более того, такъ какъ можно было бы сде
лать более общее положенie

=  ^ ,= ± 2 / , • • •

причемъ знаки могутъ быть комбинируемы какъ угодно, то 
ясно, что кроме равенства по совмгьщент есть несколько ро- 
довъ равенства по симметрги

Такъ какъ перемена осей при неподвижномъ начале не 
изменяетъ формы линейнаго элемента, то остается теперь нз- 
следовать влiянie перемены начала. Вследств1е того, что взявъ 
въ пространстве какую-либо точку, мы можемъ уже предпо
ложить, что ось Tj направлена къ этой точке,— мы имеемъ 
право взять новое начало на этой оси въ точке х^=а^. По
этому новое преобразован1е заключается въ томъ, что мы 
должны сохранить ось и нредыдущ1я координатныя си
стемы S’,, . . .  х „  и вместо системы геодезическихъ лин1й, пер-
пендикулярныхъ къ пространству = 0 , подставить систему 
геодезическихъ линiй, перпендикулярныхъ къ пространству 

=  между этими последними геодезическими лин1ями на-



ходится первоначальпая ось х^. Назовемъ повыя координаты 
Ухт У, • ‘ • Уп пусть Ь есть постоянная, играющая ту же 
роль по oTHoineniro къ нимъ, какую постоянная а играла по 
отношен1ю къ х. Мы обозначимъ подобнымъ образомъ бук
вами У , ,  У„ . . .  геодезичесшя лин1и, апалогичпыя ли- 
н!ям'ь и получимъ очевидно, какъ въ форму
ла (11), сл’Ьдующее:

Теперь зам5!тимъ, что, оставляя неизмЬпными первона- 
чальныя системы . . . х „,  им4 емъ прежде всего для
этихъ системъ и всл'Ьдств1е этого

^  =  = Ь ^ , для г =  2 , 3 , . . . . . . (14)
X у

Возвышая БЪ квадратъ и складывая сперва эти уравпе- 
п1я, потомъ нхъ диффереихцалы, им'Ьемъ слЬдующ1я дв'Ь фор
мулы:

. (15)

гд'Ь (9' =  £ ? ? / .  . . . Бо вторыхъ, если раз-
смотр^ть на оси .т,-овъ части У° ,̂ заключепныя мея^ду
двумя началами ц точкой, въ которой сама ось пересЬкается 
пространствомъ ж, = ж ,, то получаемъ

Y  » У   ̂ 1оа
А  - 2  “ 2

между т'Ьмъ какъ разстоян1е между обоими началами равно

7? 7 а+ а,
-  10()  ^.
2 а— а,

Отсюда ясно, что нужно положить



^ (а+хМ а-аг) _ ^+У1
■ ' (а-ж,)(а+б(,) i»— ’

откуда

а?>(ж,— g j  ^ а(ау,+д.&)  ̂  ̂ ^
‘ flja;, ’ ah +  â iJi ' ' '

Эти дв'Ь формулы ведутъ къ соотношен1ямъ:

. , а Ц а ^ -а М Ь ^ -у Г ) , , Ь4а ^ -а ,^ ){а ^ -х,‘ ) . .

 ̂ ^

которыа, будучи падлежащимъ образомъ комбинированы съ 
первымъ изъ ypannciiiri (15), ирпводятъ къ слЬдующимъ двумъ 
уравнен1ямъ:

откуда

В'Ь силу этого посл'Ьдняго уравнен1я второе изъ урав- 
Henifl (15) дастъ

clx̂  +  fh\^+ . ■ . + (7.Гд̂  di/^+dy,^+ . . . + (1уп^
г/

откуда сл'Ьдуетъ, что выражен1е линейнаго элемента сохра- 
няетъ еще свою форму, когда измЬняютъ начало, и сл'Ьдова- 
тельно, на основагпи "разсуждешя, аналогичнаго только что 
приведенному, сова1'1;ст1шость пм-Ьетъ м^сто во вс'Ьхъ случаяхх, 
такъ какт, теперь достаточно было бы нрпмЬнпть новую орто
гональную подстановку, чтобы сдЬлать новыя оси вполн'Ь не
зависимыми отъ первыхъ.

Уравнен1я (14), (15, первое) п (17) даютъ

— Ъ: для г  =  2 , 3 , . . . п\
 ̂ аЬ^га.у  ̂ ’

это и уравнен!е (16 , второе), заставляетъ заключить, что са-

4



мое общее преобразовап1е осей достигается посредствомъ го- 
мографическихо подстановокъ.

Переходя отъ этого преобразовап1я координатъ х, 
въ друг1я того же рода, нужно указать на друг1я преобразо- 
ван1я даюиця элементу замечательную форму. Преобразован1е. 
которое можно назвать полярнымъ, получается, если положить 
прежде всего

Х ^ = г \ ,  Х .^ = г \  . . . Х ^ = Г А „, 

при услов1и +  . . . + л „ * = 1. Отсюда им'Ьемъ

dx^'‘ +  d x \ -h  . . . + d x „ "  =  dr'‘ -h r ’‘dA '‘ ,

гд4  dA* =  d \ ^  +  d \ ^  +■ . . . +d'hn^', изъ этого же слЬдуетъ

\ а — г J  а — »•'

Но, называя о  геодезическое разстояп1е начала или по
люса отъ точки (ж,, . . . х „ ) ,  им'Ьемъ

Ио,{1т J Т г7 • "L
—— T =  do, — T. =  Sinh
a"— r ‘ а — г ' R '

сл'Ьдовательпо

ds'- =  dQ-‘ + {R S in h ^ ^ 4 r .............................. (18)

Эта форма оправдываетъ назвап1е полярногХ, такъ какъ 
переменными въ пей служатъ рад1усъ векторъ о  и количе* 
ства Л, опред'Ьляющ1я нaпpaвлeпie этого paAiyca.

Отъ этой формы легко перейти къ другой, которую 
можно было бы назвать стереографической^ и которая полу
чается, если положить

^̂  =  2Rtangb,^ ^ . л

гд'Ь р и суть прежн1я обозначен1я. Отсюда получаемъ; 

'hj.do +  B sin h -^  . d \  =  d^ .̂ c o s V ^ ^ ,



cosV  ^2R
i i r

Ti дал'Ье, воивышая въ квадратъ и складывая уравнения, вы- 
текагощ1я изъ предпосл’Ьдняго при последовательной подста- 
новкЬ вм'Ьсто г  чкселъ 1, 2 , 3 , . . . .  и, и принимая въ 
соображен1е посл'Ьдиее уравиен1е и ( 18), паходимъ

. . . + d U
, ■ (19)

M l'

Эта формула была дана безъ доказательства Риманомъ, въ цч- 
тпрованиомъ выше посмортпомъ меиуарЬ (II, § 4 ).

Рпмапъ указалъ другую систему координатъ, изъ кото
рой онъ выводить м'Ьру кривизны данпаго пространства во- 
кругъ точки (1. с. II, § 2). Эти координаты, въ н'Ькоторыхъ 
отно1иен1яхъ, аналогичны Декартовыыъ прялоугольнымъ ко- 
ординатамъ, такъ какъ он'Ь выводятся изъ полярныхъ коор
динатъ при помощи подстановки

=  . . . .  г  ̂=  оАп.

Отсюда им'Ьемъ

Qdz^— Srdq

и дал’Ье, возвышая въ квадратъ п складывая,

^ + d z ^ ^ + .  . . + d Z n ‘ ] —  [^ i d Z ^ - \ - .  . • + S n < ! ^ n ) ‘

или

л  t i  ~ { s ^ d z ^  z^d^^ j
clA = ----------------  ,

гд'Ь зпакъ ^  обнимаетъ всЬ парныя coeдииeиiя указателей. 
Им’Ьемъ также

clo^ =  c h / ‘ +  (U ,^+  . . .

1



откуда подставляя въ (18), получаемъ окончательно 

ds'‘ =  ds^'‘ +  dz^  ̂+  ... +  dZn  ̂+

ПЛИ

ds^ =  dz^  ̂-\-dz.̂  ̂+ .. .  + d zn  +

3ii

гд'Ь въ скобках'ь им'Ьемъ л-г,̂ '̂  + . . . . +  z,i вг впд'Ь

сходящагося ряда по степенямъ количества ^  . Для очень ма- 

лыхъ зпачен1й р  можно просто положить

d z ‘  =  dz^‘  +  d z / +  . . . .  +  d z ,/ + - ^  ^(z^dz.^— ^.^dzy.

Но, разсматривая элеыентъ поверхности, проходяпий че- 
резъ начало, можно достигнуть надлежащимъ выборомъ осей 
z ,̂ z.̂  . . . . или ж,, . . . . того, чтобы этотъ элемептъ
совпалъ съ элементомъ поверхности г.^=0, '̂„ =  0 , . =  О,
которой соотв'Ьтствуетъ, въ сосЬдств'!) съ началомъ, линей
ный элемеитъ

ds  ̂=  dẑ '̂  +  dz.,^ +  (^,dz  ̂— z.^dz^',

а такъ какъ площадь безконечно-малаго треугольника съ вер
шинами (0 ,0 ), {z^,z,^), {dz^, d z j ,  изъ которыхъ вторая без-

конечно близка къ началу, равна (z^dz —̂ то изъ

этого можно заключить, что S{z^dz —̂ равна учетве
ренному квадрату площади безконечно-малаго треугольника 
съ вершинами (О, О, О, . . .  . 0), (г,, г’,, . . . . г„), (с/г,, 
dz, ,̂ . . . . dz„), изъ которыхъ вторая безконечно близка кт. 
началу. Сл-Ьдовательпо, если разделить въ уравпен1п (20) 
сумму членовъ четвертаго порядка па квадратъ плоп1,адц тре
угольника, о которомъ идетъ р'Ьчь, то въ частномъ получает- 
‘ 4
ся ; а такъ какъ, по опред'Ьлен1ю Риманна, это частное,

• 3 ,
умпоженное на выражаетъ м-Ьру кривизны по пащ тв-



ленио разсматрпваемаго нами элелгента поверхности, то оче
видно, что въ пространств'Ь, о которомъ идетъ р'Ьчь, эта

iiip a  постоянна и равна —  во всЬхъ направлен1яхъ во-

кругъ каждо15 точка (*). На основан1и этого-то и можетъ 
быть присвоено этому пространству назван1е пространства 
съ постоянного кривизною.

Четвертое весьма важное преобразовапхе получается, 
если ввести п новыхъ независимыхъ nepeiiiHBbixb г, >?,, . . .

и положить

Е х  Их, Ехп—1
---------- Т,, ------ ...............................  ............
и— Хп а— хп а.— хп

Непосредственно изъ этого выводимъ:

(*) Чтобы Блд^ть совпаден1е опред4лен!й Рпманна п Гаусса, вспом- 
зш лъ, что по Гауссу jitp a  кривизны поверхности, определенной эле.мен-
TOJITi

dŝ =clp--̂ m-d&‘

Бираж аетея формулой— , г д *  от есть вообще фунгц1я р п 9. Если

лерем1!нна11 ? есть длина геодезической дугя, выходящей пзъ точки iro- 
Бсрхностп, ВТ. которой повсрхиость им'Ьет'ь обыкновенную кривизну, то т 
есть функц1Я вида «i=p(H -m 'p-), гд']! m' есть такая функц1я, которая при 
р = 0  не поращается ни въ нуль ни вь безконечность (ел. Annali <li Mate- 
m atica, 2-я сор!я, т. I, стр. 33S), а  потолу 5if.pa кривизны въ точке р = 0  
есть—Ь т'„ . В'ь таколт. случа'Ь координаты Гиманиа

г,=рСо«0, z.j—pSM

датотъ только что разсмотр'Ьнному олеленту видъ

псл'Ьдст1)1е чего M tpa кривизны въ точк4 р = 0  по Гиманну равна

Но Н т  (при р = 0 )= 2 » |'о ;  итакъ оба внраж ен1Я совпадаготъ.

Ясно, что т \ ,  т. е. (ш ')р=д должно быть колцчествозгъ, независящ имъ  

отъ в.



откуда зам'Ьчаеыъ, что формула (1) представляетъ еще ли
нейный элементъ пространства постоянной кривизны, когда 
п + 1  nepeMiHHuxx х, ж,, х ,, . . . .  х „  не:1авнсими другъ 
отъ друга и бол-Ье не связаны уравнен1емъ (2), на исключе- 
Hieub того случая, когда число изм1;рен!й пространства есть 
п +  1 , и геодезичесюя лин1и не изображаются посредствомг 
линейныхъ уравнен1й (*). Довольно зам-Ьчательно то сл’Ьд- 
CTBie  изъ яыражен1я (21), что кривизна пространства п— 1 
пзм'Ьрен1й г, =  const равна нулю во всЬхъ его точкахъ, потому 
что его линейный элементъ им’Ьетъ форму

ds =  const.><^ dr, +  . . . .

Д’Ьйствите.1ьно, принимая во вниман1е формулу Риманна 
( 19), можно непосредственно вид'Ьть, что элементъ ыожетъ 
приводиться къ квадратному корню изъ суммы квадратовъ 
точныхъ дифференщаловъ въ числ'Ь равномъ числу изм'Ь-

penifi только при ^  =  0 . Итакъ пространство 71 =  const есть

одно изъ т'Ьхъ, которыя Рпманнъ пазываетъ плоскими про- 
странствамц (]. с. II, § 1) и въ число которыхъ входятъ 
плоскость и обыкновенное пространство, опред'Ьляемыя фор
мулами

ds^ '^ d x'‘ + d i j\  ds=^'^dx‘ +  d i f  +  d z \

Теперь посл'Ь только что сказанпаго, ypaiincHie г  =  co«si 
допускаетъ очень простое толкован1е. Безвонечно удаленная 
точка на оси им'Ьетъ координаты

х ^ = х^ — . . . . =  0, Хц — о.̂

и потому уравнеп1е (13) для этой точкп обращается въ

X

(*) Форма (21) была у казан а для случая двухъ изм1;рен1и Л1у1тл- 
лемъ въ его n p iix tq aiiiiix i. къ труду Монжа: Applications de I ’Aiialyse 
а  la  Giiometvie 1S30. p. GUO.



гд'Ь к' =  —  . Следовательно: 
а

и ва этомъ ocHOBania урапнен1е const равносильно урав- 
иен1ю о  =  const изъ этого заЕлючаенъ (такъ какъ направле- 
iiie оси Хп произвольно), что пространство п — 1 изм’Ьрен1й 
Ti =  const есть не что иное, какъ одва изъ ортогональныхъ 
траектор1й всЬхъ гоодезическихъ лин1й, направляющихся къ 
одной и той же безкоиечио-удаленной точк^, т. е. одна изъ 
ортогональныхъ траектор1й системы параллелъныхъ между со
бою геодезпческихъ лllнiй. Обратно каждая изъ этихъ орто
гональныхъ xpaeKTopin во всЬхъ своихъ точкахъ им'Ьетъ 
кривизну, равную нулю, п потому дв4  как1я-угодно изъ нихъ 
(прннадлежанця только къ одной спстсмЬ) ыогутъ быть со
вмещаемы одна съ другой, какъ угодно.

Вводя къ ypaBHeiiie (21) переменную о  вм'Ьсто т;, полу- 
чаеяъ другую равпозначущую форму

ds  ̂=  do^ +  Ji'̂ e ^ {drĵ  ̂+ d r ;/ +  . . . ’ „_,)■ (21')

Мы видели уже, что совокупность п  —  1 лннейныхъ 
уравнен10, связывающихъ координаты ж,, ж ,,. . . . ж„, пред- 
ставляетъ геодезическую лпн1ю. Посмотримъ, что представ- 
ляетъ более общаи совокупность линейныхъ уравнешй.

Предполагая, что пзъ этихъ уравнен1й выведены выра- 
жен1я п — т координатъ въ зависимости отъ т остальныхъ, 
мы видимъ, что число независиигахъ параметровъ, заключен- 
ныхъ въ такой системе, есть ( w + 1) {п— т). Вообразимъ 
теперь, что все п  координатъ ж,, . . . . выражены
линейно въ функц1и огь т перем'Ьнныхъ м,, м ,, . . . . «т- 
Эти выра:1;еп1я, вместе взятыя, содержатъ ( т  + 1 ) «  парамет
ровъ; но, если подчинить эти параметры услов1ю удовлетво
рять тожеству:

. . . .  =  . . . .

(где h остается неопределеннымъ), то ясно, что такимъ обра-

зомъ п р и б а в л я е т с я -1-WI услов1й, вследств1е чего число
'Л

остающихся незавпсимыхъ параметровъ окажется равнымъ



{m +  \)n  —
т{т+\]

■т. Но это число на
т{т— I)

преви-
2 2 

шаетъ ( m + l) (w — т ) ;  следовательно соотношсн1я, предполо- 
женныя между количествами ж и количествами гь, вм'Ьст’Ь съ 
указаннымъ услов1емъ таковы, что они ыогутъ зам’Ьнять дан
ную систему 11~ т  уравнеп1й безъ всякаго нсключетйя. Въ 
такомъ случай, полагая

и, +  и, + +  и„,^ =  а^— Г  =  а'

мы выводимъ изъ этихъ соотношен1й слЬдующее:

dx"‘ -¥dx^''+  . . . .  +dx^^ =  du^ +  dti '̂‘ +  . . . .  d u ,n ,

сл'Ьдовательно

d s ^ l l
-dum^

при условш:

Изъ этого сл'Ьдуетъ, что m’Iicto  точекъ, представлепннхъ 
совокупностью п— т лиые{5пыхъ ypaiuieniS между коордпиа- 

х „,  есть пространство т изм'{;рен1й, котами х ,̂
тораго кривизна везд'Ь постоянна и раина к|)ивизв'Ь перво- 
пачальнаго прострапстиа.

Таким'ь образомъ, наприм'Ьръ, и— 2 линейныхъ уравнен1й

представляютъ поверхность постоянной кривизны ^ =

которой можно было-бы дать nasRanie повС2)хности первого 
порядка\ п— 3 ypaBHeHin представляютъ пространство трехъ

изм)ъретй постоянной кривизны (̂  =  —  и т. д.

Д'Ьйствительная геодезическая лшпя виолн'Ь определяется 
двумя точками пространства; по П[т)т(.'з1:, принятой до сихъ 
порх, это свойство не могкегъ пм?;ть пикяко1’о псключен1я.

Поверхность нерваго порядка внолнЬ оиред'Ьляется тремя, 
точками пространства. На ней вс'1;л1и точками лежитъ геоде
зическая лин1я, проходящая черезъ двЬ ея д'Ьйствительния 
точки, такъ что, если двЪ действительныл поверхности пер- 
ваго порядка им'Ьютъ дз'Ь д'Ьйстинтельныя общ1я точки, для

и



нихъ обЬихъ будетъ общею вся геодезическая лин1я, опреде
ляемая этими двумя точками.

Геодезическ1й треугольникъ всегда расиолоясенъ на опре- 
д^лепаой поверхности перваго порядка, которая остается 
опред-Ьленною и тогда, когда треугольникъ безконечно ыалъ. 
Поэтому, если продолжить по геодезическимъ лин1ямъ вс'Ь 
линейные элементы, заключенные въ одноыъ и томъ же эле- 
меит^ поверхности,— всЬ такимъ образом^ полученныя геоде- 
зическ1я лин1и им’Ьютъ своимъ геометрическимъ м^стоиъ 
опред'Ьленную поверхность перваго порядка.

Когда двЬ поверхности перваго порядка перес’Ькаются 
по лин1и, которая будетъ необходимо геодезической, то ихъ 
тголт  ̂ им'Ьетт. везд'Ь постоянную величину, т. е., если провести 
черезъ какую-нибудь точку лин1и ихъ перес'Ьчен)я два линей
ные элемепта, нормальные къ этой линiи перес’Ьчен1'я, одинъ 
на первой поверхности, а другой на второй, то безконечно- 
малое разстоян1е ихъ концовъ постоянно, если только сами 
они суть длины постоянныя. Действительно (*), предполагая, 
что ось ж, направлена по лии1и пересЬчен1я об'Ьихъ поверх
ностей, лы ложемъ очевидно представить уравнен1я этихъ 
поверхностей въ вид'Ь:

х^=т^хп, . . . .  Хп-.^Шп-^Хп,

Д/., Т!Ъ .̂ Xn>j ‘ * * п—iX/n

гд'Ь т п т' постоянные параметры. Эти дв^ поверхиости 
пересечены пространствомъ =  по двумъ геодезпческиыъ 
лип]ямъ, которыя по выше сделанному .замечан1ю ортого
нальны кь оси . Дв'Ь точки, которыхъ координаты

ж, х.̂  =  т,х,„, . . . .  =  х ^ ^ х „ ,

=(!•,, X,, — ш ' , , х ' . . . . Ж,,_, =  ?И-я_,Ж я, X„ =  Xf],

расположены соответственно на первой и на второй поверх
ности, и именно на техъ двухъ, выше указанныхъ, геодезпче- 
скихъ л01ляхъ, и ихъ разсто!1н1е о можетъ быть найдено (8 ) 
по формуле:

7 Q п
cosh — ^ ------------------------

(*) H itxec.ii.iyioiuee доказателг.ство, которое можно было Сн, строго 
говоря, вип усти ть, помещено ради формулх. к'ь которымь оно приподихъ.



гд'Ь

w * = l  +  w /  +  . , .  . +  от'"=  1 +  > « '/4 -. .  . . +

M = l  +  m.^m\+ . . . .

Отсюда, называя буквами б, б ' длины двухъ геодези- 
ческихъ лин1й, взятыя между общею точкою ж, = а ,  и двумя 
разсыатриваемыми точками, получаемъ:

, Va^— a ;  , -г' а /
c o s h ~ = -  -----  ' . , cosh -7; — ..... - ,

^  Va‘— a:‘~m *xn^ У а ^ - а , ‘ - т ' ‘х ’

п слЬдовательно 

sink
.  ̂ т х п  ■ 7  т 'х 'п
mil - -  =  , , S im  -= =  ,

это показываетъ, что

cosh4 -,=^cosli^, . c o s h ^  ^ s in h - ^ ,s in h ^ .
Я  l i  Е  m m  и  Е

Такъ какъ въ этой формул'! не остается сл'Ьдовъ точка 
а ,̂ взятой на оси то заключаемъ, что, если проводить 
па об'Ькхъ поверхностяхъ черезъ какую угодно точку этой 
оси геодезическ1я лин1и, им'Ьющ1я длины б  и б ' ,  геодезическое 
разстоян1’е ихъ коецовъ всегда постоянно. Л такь какъ это 
свойство существуетъ для всякихъ 0  и 0 ', то оно им'Ьетъ 
мЬсто необходимо и для безковечно-малыхъ б  и б ',  изъ чего 
и вытекаетъ выше сказанная теорема.

Вспоминая, что на основан1и доказапнаго раньше (стр. 
4 3 ) безконечно-малые треугольники подчинены обыкновеннымъ 
соотношеп1ямъ плоской тригонометр1и, мы непосредственно 
приходим'ь къ тому, что при безконечно малыхъ длинахъ 

” М
р ,  б ,  б ' ,  выражеше есть косинусъ угла, составляем а го

первыми элементами об’Ьихъ геодезическихъ лип1й <7, б ' ,  т. е. 
есть косинусъ угла между об'Ьими поверхностями. Съ другой 
стороны легко видеть, что разсматрпваемый треугольникъ 
можетъ быть вполн'Ь произвольнымъ геодезическимъ треуголь- 
ппкомх; нтакъ, между сторонами а, Ъ, с и противоположными



углами А , В , С  геодезическаго треугольника, расположеннаго 
въ paacMOTptnROJix прострапств^, существуетъ соотношен1е

cosh^  = cosh cosh —  sink ^ sin h  ^  cosA. . . (22) 
Л  н  и  н  л

п равнымъ образом'ь аналогичвыя ему; это соотношен1е отли
чается отъ основной формулы сферической тригонометр1н 

только зам'Ьною 11 велпчипою — 1 (J? есть рад1усъ сферы), 
стороны лее и углы остаются т'Ьже. Это вполн'Ь согласуется 
съ фактоит., уже указаннымъ Миндинголъ (журн. Крелля, 
т. XX) и доказапнымъ Кодацци (Annali Tortolini, 1857 ), 
если вспомппть, что pascMOTptHHHfl геодезическ1н треуголь- 
никъ расположепъ вполп'Ь на поверхности перваго порядка, 
т. е. на поверхности постоянной отрицательной кривизны; по 
OTHOiiieiiito къ  этой поверхности онъ есть равнымъ образоыъ 
геодезический въ обыкновенномъ сыысл'Ь. Если предположить, 
что уголъ С  прямой, то дв^ формулы, выводящ1яся изъ (22) 
иереы’Ьщеп1емъ элементовъ, даютъ посл'Ь надлежащаго пре- 
образован1я,

tangh -j^^tangh ^  cosB ........................ (23)

Вообразимъ теперь, что вершина угла А  удаляется не- 
опред'Ьлепио по катету Z», между т1;мъ какъ сторона а остает
ся неизменною по положен1ю и величин^, мы увидимъ, что 
1'ипотепуза с возрастетъ до безконечности, и въ пред'Ьл'Ь 
vpaBHenifl (22) и (23) дадутъ

cos А  =  1, tangh ^  =  cosB.

Изъ первой формулы видно, что ^  =  0 , т. е. что стороны 
Ь и с взаимно сближаются асимптотически, когда всрииша 
угла А  удаляется въ безконечность; вторая же формула ука- 
зываетъ, что пред'1;лъ угла В  не прямой уголт., какъ это 
бываетт. на плоскости, но уголъ мен-Ье 9 0 ", величина кото- 
раго зависитъ отъ длины а сл'Ьдующпмъ образомъ:

а

ta n g ^  =  e ~ ^ ^ .................................... (24)

Последняя формула равносильна предъидущеи. Если на
звать параллельными ди1; геодезическ!я лин]'и, направля10пияся



къ одной и той же безкопечяо-удаленной точкЬ, кагеъ ыы это 
уже д'Ьлали, то, черезъ одну к ту же точку можно провести 
двп различныя геодезическ1я лив1'и, параллелышл данной 
геодезической ляп1и; эти дв'Ь параллельный одинаково накло
нены съ одной и съ другой стороны къ геодезической лнн1п, 
проведенной изъ той же точки нормально къ данной лпн1и, 
и ихъ наклонен1е В  къ нормали связано съ длиною а этой 
пормалп соотношен1емъ (24). Этотъ результатъ вполн'1’. со
гласуется съ положен1емъ, составляющимъ основу неевклидо
вой Геометрш, начала которой, знакомыя ул;е Гауссу, были 
мастерски изложены въ синтетической форлгЬ Лобачевскимъ 
въ его „Geom etrische U ntorsucluingen“ (нереведенныхъ Но- 
иеГеыъ въ 1866  г.), Возможность ностроен1я его с1!стемы 
при помощи обыкповеннаго синтеза (ограничиваясь простран- 
стгюмъ трехъ usM’bpeHifi) зависитъ вопервыхъ отъ того, что, 
какъ доказано, въ пространствахъ постоянной кривизны (по
ложительной или отрицательной) всякая фигура можетъ про
извольно изменять свое положен1е, не vpemepnman никакого 
изм'Ьнен1я въ величпн'Ь и во взаимномъ расноложеп1и своихъ 
смежныхъ элементовъ; отъ этой возможности зависитъ суще- 
ствовате равныхъ фигурь и, какъ слЬдств1е, законность 
принципа наложетя. Во вторыхъ въ пространствахъ постоян
ной отрицательной кривизны геодезическ1я лип1и характе
ризуются, подобно Евклидовой прямой, свойствомъ виолн'Ь 
опред'Ьлятьсл только своими точками, такъ что аксгома
о прямой- нм'Ьетъ м'Ьсто для этихъ лпн1й. И точно также 
поверхности нерваго порядка хара[стеризуются, подобно Евкли
довой плоскости, свойствомъ опред'Ьляться только тремя 
своими точками, такъ что для этнхъ поверхностей имЬетъ 
MtcTO аксюма о плоскости. Кром'Ь того отношен1я геодези- 
ческихъ лин1й къ иоверхностямъ нерваго порядка и этихъ 
посл^днихъ другъ къ другу T'Ii-же, что отношен1я пряяыхъ 
къ илоскостямъ II плоскостей между собою, ибо одна изъ 
этихъ поверхностей заключаетъ въ себ1; всю геодезическую 
лин1ю, разъ только на пей лежатъ двЬ точки этой лин1п, и 
ДВ'Ь такихъ поверхности нерес']и!аготся но геодезической ли- 
niu (и подъ постояннымъ у1'ломъ), если он'Ь пм'1;ютъ одну 
общую точку. Изъ этого соотв'Ьтстт'я сл’Ьдуетъ, что если до
пустить основпыя акс1омы обыкновенной геометр1и, исключая 
постулатъ о параллельныхъ, то теоремы, къ которымъ мы 
придемъ, оказываются тожествепнглми сь теоремами геометр1и 
пространства постоянной отрицательной кривизны, потому 
что эта носл’Ьдпяя геометр1я пм'Ьетъ тЬ же основы, какъ и 
первая, за иcключeнieмъ упомянутаго постулата. Теоремы



этой reo M ex p in  суп;ествуютъ при всяколъ значен1и кривизны, 
служащей параметромъ неевклидовой ]’еометр1п (которую 
я предложилъ бы назвать тевдосфергоческою), и только измгь- 
ретя, сд'Ьланпыя въ объектисномъ npocTpaHCTui ыогутъ насъ 
убедить, что частное значе1пе его кривизны есть нудь, т. е. 
что для этого пространства Е  =  с о ,— подобно тому, какъ только 
посредствомъ излтрснт можно определить кривизну данной 
сферы, составляющую параметра геометр1и сферической.

Действительно можно убедиться въ томъ, что теор1я 
Лобачевскаго совнадаетъ, исключая терминовъ, съ геометр1ею 
пространства трехъ пзм Ьре1пй постоянной отрицательной кри
визны. Интересующ]йся этимъ вопросомъ можетъ иайти въ 
другомъ м'ЬсгЬ бол’Ье подробное пзложен1е (*). Зд'Ьсь, чтобы 
не делать слишкоыъ длиннаго отступлен1я, я ограничусь n i-  
сколькпыи краткими указап1яни.

Неевклидова планиметр1я есть не что иное , какъ 
геометр1я поверхностей постоянной отрицательной кривизны. 
Окружности этой планиметр!и соотв'Ьтствують лпн]ямъ, пере- 
с^кающимъ ортогонально всЬ геодезическ1е рад1усы, выходя- 
щie изъ одной и той же точки поверхности, или соотв^т- 
ствуютъ геодезическимъ окружностям!.. Периметръ ихъ въ 
функц1и геодезическаго радиуса г  определяется формулою

, м _ е  л ) ’7гВ  ve

какъ это уже указано ]'ауссомъ. Черезъ три точки поверх
ности не всегда можно провести геодезическую окружность, 
им’1;юп!,ую цептръ въ действительной точк’Ь. Орициклы  пли 
предгьльнын кривыя Лобачевскаго суть не что иное, какъ 
геодезическая окружности, съ центромъ въ безконечности, 
т. е. которыхъ рад1усы образуютъ систему параллельныхъ 
геодезическихъ лип1й. Полагая въ уравнен1и (2 Г) те =  2 , по- 
лучаемъ

' _  ?£
d s ‘ = d g '+ k '" e  ^cl7i\

выражен1е липейнаго элемента поверхности постоянной отри
цательной кривизны, отнесенное къ системе концептрическихъ

(■̂ ) См. предт.пдущ1й мемуары (Опып> объяснен!!! неевклидовой  
геомет1ч’и); частности, разви тия там ь для случая двухъ ii3.Mt.peiiifl, легко  
зю гут’ь бнтг. повторены для случая трехъ из.ч4ре1пй, въ особенности если  
u .v tT b  въ виду настоящее сочинен1е и если приб4гать къ помощи всиоло- 
гателыю й сферы.



орицикловъ ir КТ. ихъ рад1усамъ. Видъ этого выражен!я по
казы ваетъ, что при подходящемъ сгибании поверхностн ори
циклы могутъ обращаться въ параллели поверхностн враще- 
н1я, которой ыерйд1анъ есть кривая касательныхъ постоянной 
длины, равной Л .

Неевклидова стереометр1я есть не что иное, какъ 
геометр1я пространствъ трехъ пзмЬрен1й постоянной отрица
тельной кривизны. Мы уже сказали, чему въ этой геометр!» 
cooTutTCTByroTb прямыя и плоскости. Сферическимъ поверх- 
ностямъ соотв'Ьтствуютъ поверхности, пересЬкаю1ц1я ортого
нально вс'Ь геодезнчесше рад1усы, выходящ1е изъ одной п 
той же точки, т. е. геодезическ1я сферы. ЗдЪсь также можетъ 
произойти, что чере.зъ три точки, и гЬмъ бол'Ье черезъ че
тыре, нельзя провести геодезическую сферу, иыЬющую цент- 
ромъ д'кйствительную точку. Орисферы  пли предгьлъныя по
верхности Лобачевскаго{*) суть не что иное, какъ геодези- 
ческ1я сферы, которыхъ центръ въ безконечности, т. е. та- 
кихъ, которыхъ рад!усы образуютъ систему параллельныхъ 
геодезическихъ лин1й пространства постоянной отрицательной 
кривизны. Полагая въ уравнен1и (21) и =  3 , им'Ьемъ

гд'к

Е х  Вт, _ _
а — а ’з а — .т, ' а — х ,

и обратно

‘iaEVr „  2«-R'7, „

Формула (25 ) представляетъ линейный элементъ неевкли
дова пространства, отнесенный къ снстем'Ь концентриче- 
скихъ орисферъ и къ систем^ ихъ рад1усовъ. Видъ этого 
элемента показываетъ, что всякая орисфера, определяемая 
уравнен1емъ г, =  const, есть поверхность съ кривизною равною 
нулю (т. е. поверхность, наложимая на Евклидову плос.кость 
посредствомъ простого сгибап1я безъ растяжен1я), такъ какъ 
ея линейный элементъ им'Ьетъ форму

ds =  const><^dT^ '‘ + dr., \

С )  Или поверхности F  Бо.чэя.



и такъ какъ перем’Ьпныя т;,, г , суть декартовы прямоуголь- 
ныя координаты ея точекъ. Поверхность перваго порядка:

1х̂  +тх^ пх  ̂ + р  =  О, 

представляется въ координатахъ т̂, у ,, тг, уравнен1емъ;

2а В {1т̂  +  тт,^) +  {ап +  p ){rj' +  +  т./) == [ап—р ) В  \

и потому пересЬкаетъ орнсферу (для которой rj =  const) по 
лин1и, превращающейся въ кругъ въ плоской развертк']Ь этой 
поверхности. Этотъ кругъ приводится къ прямой только въ 
томъ случа’Ь, когда р  =  — ап, т, е. когда уравнеи1е поверх
ности перваго порядка им'Ьетъ вндъ:

1х̂  -ьтж , +«(Жз— д) =  0,

что происходить, когда эта поверхность есть д1аметральная 
поверхность орисферы , или когда она проходитъ черезъ 
центръ (пъ безконечности) этой орисферы. Бъ этомъ случа'Ь 
лин1я перос'Ьчен1я есть очевидно орнциклъ этой д1аыетраль- 
ной поверхности, между т'Ьыъ какъ, по отпошеп1ю къ ори- 
сфер'Ь, она такова, что превращается въ прямую, когда орн- 
сфера развернута на плоскости. Изъ этого вытекаетъ, что 
треугольникъ, начерченный на орисфер'Ь треия д1аметраль- 
нымп поверхностями, есть въ сущности геодезическ1й тре- 
угольникъ, расположенный па поверхности нулевой кривизны; 
поэтому опъ удовлетворяетъ вс^мъ соотношен1ямъ обыкновен
ной плоской тригонометрхи, такъ какъ онъ можетъ быть со- 
вм'Ьщенъ съ прямолинейныыъ треугольникомъ.

Такимъ образомъ B ci понят1я неевклидовой геометр{и 
находятъ себЬ полное соотвЬтств1е въ геометр1и простран
ства постоянной отрицательной кривизны. Необходимо толь
ко обратить вниман1е на то, что, между т4мъ какъ по- 
нят1я неевклидовой планиметр1и получаютъ истинное и над
лежащее объяснев1е, всл'Ьдств1е того, что могутъ быть по
строены на действительной поверхности , —  T i , который 
относятся къ тремъ изм'Ьрен1яыъ, могутъ быть представ
лены только аналитически, ибо пространство, въ которомъ 
такое представлен1е могло бы быть реализировано, отличается 
отъ того, къ которому вообще применяется слово простран
ство. По крайней M^pi онытъ, повидимому, не можетъ быть 
приведенъ въ соглас1е съ результатами этой болЬе общей 
геометр1и иначе, какъ при помощи предположен1я, что по



стоянная It  безконечно велика, т. е. что кривизна простран
ства равна нулю; это впрочемъ могло бы произойти только 
отъ малыхъ pasjiipoBb треугольниковъ, которые мы ыожеыъ 
измерять, или отъ малыхъ разм4 ровъ той части пространства, 
на которую распространяются наши наблюден1я, подобно 
тому какъ это случается съ изм'Ьрен1ями, сд'Ьланными на 
малой части земной поверхности и точность которыхъ недо
статочна для того, чтобы сд’Ьлать очевидною шарообразность 
земли.

До сихъ поръ ыы говорили только о пространствахъ п 
изм'Ьрен1й съ кривизною постоянною п притомъ 07П2пщателъ- 
НОЮ] основан1емъ этому служило то, что мы преимущественно 
им'Ьли въ виду сближен1е относящихся сюда понят1й съ по- 
нят1ями геолетр1и неевклидовой, по отношен1ю къ которой 
противоположная гипотеза представляетъ мен^е интереса. 
Т'^мъ не мен^е мы зд'Ьсь скажемъ нисколько словъ и о пей.

Линейный элементъ

J^Уdx^  ̂+  dx̂  ̂+  dx,'‘ +  . . . .  dxn^— dx  ̂ 2̂6^
X  ’

въ которомъ

х ‘ =  а ‘  + х / +  . . . .  + Х п \

принадлежитъ пространству п  измЬрен1й, котораго кривизна

везд'Ь постоянна и равна . Эта формула выводится изъ
h

(1) посредствомъ зам'Ьны J2, а, ж количествами 221̂ — \ ,а У — 1, 

— 1 , и вс'Ь свойства и уравнеп1я, основанныя на чисто 
аналитическихъ нреобразован1яхъ элемента (1), существуютъ 
очевидно, съ указанными изм1;аен1ями, для этого другаго 
элемента. НапримЬръ формула (8) изменяется въ следующую:

р   +  XiXj’’ + х^х "̂ +  . • . • +ХпХп°____

-К ~̂ [a‘ + X i‘ +  . . • . +xn){a^+x^«‘ + ----- ’

дающую действительное значен1е для (), каковы бы пи были 
д'Ьйствительныя значен1я х ,,  х^, . , . . х „, х / ,  х̂  х „ “.
Ясно, что для этихъ пространствъ теорема о наложимости 
двухъ какихъ угодно частей пространства существуетъ все
цело.

Если въ Еыражен1и (26 ) предположить действительными 
перем'Ьнныя х, х ,,  х^, . . . . и постоянный В  и а, то



значен1я, которыя можно допустить для коордннатъ х^, 
. . . .  ж я, не HiiiiOTb никакого пред'Ьла и ыогутъ изменяться 
отъ— оо до +  сю. Для вс'Ьхъ дМствитольныхъ значеиш этихъ 
координат'ь пространство непрерывно и односвязно, но не без-
конечно (Риыаннъ, III, § 2); ибо если положить въ (2 7 )

Х̂  ~  h^T, . . . . Xfi =  'h^7',

прпчемъ . . . . +Ля'" =  1 , то для 7- =  сю мы по-
лучплъ формулу

л/10 (? Я,.г,+А ж̂ ,+  . . . .  4-Яя.Гп

дающую для Q зпачев1е конечное и определенное. Геодези- 
ческ1я лин1и но прежнему изображаются линейными уравне- 
HiflMH; по, въ виду допустимости безкоиечно-большихъ значе- 
н1й для коордипатъ, прииципъ полнаго опред'Ьлен1я геодези
ческой лин1п двумя сл точками перестаетъ быть истшпымъ 
безъ исключешя. Действительно, пусть мы им'Ьемъ уравпен1я 
геодезической лип1и:

х ^ = Ь ,х „ +  Ь\, х^=Ъ.^х„ +  Ъ\, . . . .

Пока по крайней м'ЬрЬ одна изъ точекъ, черезъ которыя 
геодезическая липш должна проходить, им'Ьетъ конечныя ко
ординаты, все коэффшценты могутъ быть вполне точно опре
делены; но если обе точки имеютъ безконечныя координаты, 
то понадобится дать уравпеп1ямъ видъ

2L _ i , + t ,  ..............
CCn Х п  Х п  Х п

и подставить вместо первыхъ членовъ предельныя значения, 
къ которымъ они стремятся въ этихъ двухъ точкахъ. Если 
эти пределы равны между собою, то значеп1я вторыхъ коэф- 
фиц1ентовъ остаются неопределенными, и геодезическая лин1я 
не можетъ быть единственною и определенною. Если пределы 
различны, то координаты геодезической .1ин1и безконечны во 
всехъ ея точкахъ. _

Соображен1я, которыя привели насъ къ уравнен1ю (13 )̂ , 
не прнлолшмы къ проетранствамъ постоянной положительной 
кривизн 1>1, потому что въ этихъ последнпхъ нетъ точекъ, 
находящихся въ безконечности. Следовательно формамъ, пред-



ставленнымъ этимъ уравнен1ем'ь, п^тъ соотв'Ьтствующихъ въ 
этихъ пространствахъ, точно такъ же какъ въ пихъ н^тъ геоде- 
зическихъ лин1й взаимно-параллельныхъ.

Мы видимъ, что reoMCTpia пространствъ постоянной по
ложительной кривизны (которую MoatHO подходяще назвать 
сферическою геометр1ею въ бол'Ье обширномъ смысл'Ь этихъ 
словъ, пбо, какъ показываетъ уравпен1е (22), геодезическ1е 
треугольники подчинены зд'Ьсь законамъ сферической триго- 
нометр{ц) весьма значительно различается отъ геометр1и псевдо- 
сфергшеской, хотя и допускаетъ вм^ст^ съ этою последнею 
существован1е равныхъ фигуръ. Бирочемъ псевдосферическая 
геометр1я ыожетъ привести къ разсмотр'1>н1ю пространствъ 
положительной кривизны. Действительно, полагая въ уравне- 
нш (26)

—  =  и —  =  v
X  У ’ X  X

находимъ

ds =  Fiydy'‘ +  dy^^-^ . . . .  + й у п ',

* 9 2 2 чпри условш у +?/, +  . . . . + у „  =1-, этотъ резу-чыатъ, 
если принять во вниыаше уравнен1е (18), въ котороыъ поло
жить о  =  const, показываетъ намъ, что геодезическая сферы 
рад1уса о  въ иространств'Ь п  из11'Ьрен1й постоянной отрица

тельной кривизны —  —  суть пространства п — 1 HSMipeHiu

1 “
постоянной положительной кривизны f --------- -Л .

\^Rsinh ^

Итакъ сферическая геометр1я ыожетъ быть разсматри 
ваема, какъ заключающаяся въ псевдосферической.

Болонья. Августъ 1S6S.



Q ГНПОТЕЗАХЪ, 1ЕЖ А Щ !1ХЪ  ВЪ 0CH0BAHI1I ГЕОМЕТРШ.
Б .  Р И М А Н Н А .

Пер. Д. М . С и н ц о в а .

П л а н ъ  и з с л Ф д о в а ш я .

Какъ usuicTHO, геометр1я иредполагаегь понят1е про
странства и персыя осйовныя попят1я о построен1яхъ въ 
иространств'Ь, какъ н^что напередъ данное. Она даетъ для 
нихъ опред'Ьлехпя чисто воминальпыя, тогда какъ существен- 
ныя опред'Ьлен1я вводятся въ вид'Ь аксшмъ. Взаимное отно- 
шен1е д'Ьлаемыхъ такимъ образомъ первичныхъ предположе- 
п1й остается поэтому во мрак'Ь; не видно, необходима ли связь 
между ними, и въ какой ы4 р'Ь; а priori не ясно даже, воз
можна ли такая связь.

Эта темнота не была устранена ни математиками, пи 
философами, занимавшимися этимъ иредметомъ, начиная отъ 
Евклида и до Лелсапдра,— чтобы назвать только знаменигЬй- 
шаго изъ современныхъ возделывателей геометр1и. Причиною 
этому было разумеется то обстоятельство, что оставалось 
совершенно перазработаннымъ общее понят1е о многократно 
протяженныхъ величинахъ, которыхъ частный случай соста- 
вляютъ пространственныя величины. Я поэтому поставилъ 
себ'Ь прежде всего задачу вывести понят1е о многократно 
протяженной величине нзъ обш,ихъ понят1й о величин^. О т
сюда будетъ ясно, что многократно протяженная величина 
можетъ обладать различными метрическими cooTHomeniflMH, 
и пространство поэтому является только н'Ькоторымъ особен- 
нымъ случаемъ трикратно протяженной величины. Необходи- 
мымъ же сл'Ьдств1емъ отсюда будетъ то, что теоремы гео- 
метр1и не ыогутъ быть выведены изъ общихъ понят1й о вели
чине, но что те  свойства, которыми отличается пространство 
отъ другихъ мыслимыхъ трикратно протяженныхъ величинъ, 
мэгутъ быть выведены только изъ опыта. Отсюда является



задача— отыскать npocriam ie факты, изъ которыхъ могутъ 
быть выведены метрнческ1я соотношен1я иространства,— задача, 
которая по самой сущности вещей не вполн'Ь определенна; 
ибо можно выбрать нисколько системъ простыхъ фактовъ, 
достаточных-ь для опред4 лев1я метрическихъ соотношеп1Й 
пространства; важнее всего для настоящей ц^ли та система, 
которая положена въ основан1е Евклидомъ. Факты эти, какъ 
и вс'Ь факты, не необходимы, —  они иы^готъ только эмпи
рическую достоверность, они суть гипотезы; поэтому нужно 
изсл'Ьдовать ихъ правдоподобность, которая во всякомъ случай 
весьма велика въ пред'Ьлах'ь наблюден1й, и зат'Ьыъ уже с у 
дить о возможности распространен1я ихъ и за границы на- 
блюден1й, какъ въ сторону величинъ неизмеримо— большихъ, 
такъ и въ сторону неизм'Ьримо-малыхъ.

I .  П о н я т 1 е  о  в е л и ч и н *  # г - к р а т н о  п р о т я ж е н н о й .

Д'Ьлая попытку разрешить первую изъ этихъ задачъ—  
установить понятхе о величине несколькихъ протяжен1й, я 
могу расчитывать на снисходительное сужден1е темъ более, 
что имею мало навыка въ подобныхъ работахъ философскаго 
характера, въ которыхъ трудности заключаются более въ 
понят1яхъ, чемъ въ построен1и, и не могъ воспользоваться 
никакими предшествующими работами, кроме некоторыхъ 
очень краткихъ памёковъ, сделанныхъ относительно этого 
Гауссомъ во второмъ мемуаре о биквадратичпыхъ вычетахъ, 
въ Гбттингенскихъ „Gelehrte A n zeigen“ и въ его юбилеиномъ 
сочинен1и, и некоторыхъ философскихъ иуыскан1й Гербарга.

§ 1-

Попят1е величины возможно только тамъ, где суще- 
ствуетъ общее понят1е , допускающее различные образы 
обособлен1я. Смотря по тому, возможонъ ли, или невозможенъ 
непрерывный между ними переходъ, оне образуютъ непре
рывное или дискретное многообраз1е; отдельные образы обосо- 
блен1я называются въ первомъ случае точками, во второмъ 
элементами этого многообраз1я. Понят1я, которыхъ образы 
обособлен1я образуютъ дискретное многообраз1е, такъ часты, 
что для какихъ угодно вещей всегда можно найти— по край
ней мере въ более богатыхъ языкахъ— такое понят1е, подъ 
которое оне бы подходили (и математики могли, ничемъ не- 
затрудняясь, исходить въ учен1и о дискретныхъ величннахъ 
ызъ требован1я, что взятыя вещи должно считать однород



ными); папротивъ поводы къ образован1ю понят1й, коихъ раз
личные образы обособлен!^ образуютъ непрерывное мпого- 
образ1е, такъ р^дки въ обыдепной жизни, что м^ста ощу- 
щаемыхъ иредметовъ и цв^та суть почти едипствепныя простыя 
понят1я, коихъ различные образы обособлен1'я образуютъ 
непрерывное многообраз1е. Поводы къ образован1ю и вы- 
работк'Ь подобныхъ понят1й встречаются чаще только въ 
высшей математик^.

Опред'Ьленеыя части многообраз1я, выд'Ьляемыя какимъ- 
пибудь признакомъ или границею, называются количествами 
(Quanta). Ихъ количественное сравнен1е въ дискретпыхъ 
величинахъ выполняется путеыъ счета, въ непрерывныхъ—  
путемъ пзм'Ьрен1я. HsMipenie заключается въ наложен1и 
подлежащихъ cpaBneniro величинъ; для изм'Ьрен1я требуется 
такиыъ образомъ средство наносить одну величину па другую, 
какъ ыасштабъ. Если этого п4 тъ, то двЬ величины можно 
сравнивать только тогда, когда одпа составляетъ часть другой, 
п прптомъ можно заключить только, что одна больше или 
меньше другой, но нельзя заключить, насколько больше пли 
меньше. Изсл'Ьдован1я, которыя можно производить въ этомъ 
случа’Ь о подобныхъ величинахъ, составляютъ обш,ую часть 
учеи1я о величинахъ, независимую отъ опред'Ьлеп1й метриче- 
скаго характера; въ ней величины не разсматриваются не
зависимо отъ ихъ положен1я и пе принимаются выражаемыми 
помощью некоторой единицы, но разсматриваются, какъ области 
въ п’Ькоторомъ M n oroo6 pa3 in , Подобпыя изсл'Ьдован1я сдела
лись существенно необходимы для н'Ькоторыхъ частей мате
матики, именно для пзучен1я многозначвыхъ апалитическихъ 
функщй, и OTcyTCTBie такихъ изсл'Ьдован1й было можетъ быть 
главною причиною того, ’ito  знаменитая теорема Абеля п 
HSCiiAOBaHifl Лагранжа, Пфаффа, Якоби по общей теор1и 
дифференц1альныхъ уравнен1й такъ долго оставались без- 
плодными. Для ц’Ьлей настоящаго изследован1я достаточно 
поставить на видъ два пункта изъ этой общей части учен1я 
о протяженныхъ величинахъ, въ которой предполагается на- 
передъ только то, что заключается уже въ самомъ понят1и: 
первый пзъ этпхъ пунктовъ касается составлен1я понят1я о 
многообраз1и кратно протяженномъ, второй— cвeдeнiя опред^- 
лен1й положен1я въ данномъ M H oroo6pa3in па количественныя 
опред'1лен1я п обнаруживаетъ существенный прнзнакъ п-  
кратной протяженности.

§ 2 .
Если въ какомъ-нибудь nonaxin, различные образы обо- 

соблен1я коего составляютъ непрерывное мпогообраз1е, пере-



ходимъ опред'Ьленнымъ способомъ отъ одного образа обособлеик 
къ другому, то пройденные образы составляютъ одно протяжен
ное iiH o ro o o p a sie , котораго существеннымъ признакомъ являет
ся то обстоятельство, что въ немъ отъ какого нпбудь пункта 
непрерывный переходъ возможенъ только въ двt стороны —  
впередъ и назадъ. Если теиерь вообразимъ, что многообраз1е 
переходрггъ въ другое, совертснно отличное, п притомъ снова 
опред'Ьленнымъ способомъ, т. е. такъ, что каждая точка пере- 
ходитъ въ определенную точку другого, то вся совокупность 
полученныхъ такимъ путемъ образовъ обособлен1я составляетъ 
двупротяженное 11ногообраз1е. Подобно этому получимъ 
трипротяженное мпогообраз1е, если представимъ себЬ что 
двупротяженное переходитъ опред'Ьленнымъ способомъ въ другое 
совершенно отъ пего отличное; не трудно вкд-Ьть, какъ можно 
продолжить эти построен1я. Если вм'Ьсто того, чтобы считать 
noHiiTie подлежап1,имъ опред’Ьлен1ю, будемъ объектъ его раз- 
сматривать перем'Ьннымъ, то это построен1е можно назвать 
составлен1емъ измЬняемости « +  1 изм'Ьрен1й изъ 1гзмЬняемостп 
11 изм'Ьрен1й и изъ изменяемости одного изм'Ьрен1я.

§ 3 .

Я покажу теперь, какъ обратно можно разложить данную из
меняемость на изменяемость одного пзмерен1я и изменяемость 
меньшаго, чемъ данная, числа нзмерен1п; съ этою цЬлью 
представимъ себе переменную часть многообраз1я одного 
измерен1я— начиная отъ определенной исходной точки, такъ 
что значен1я ея сравнимы между собою,— которая имеетъ для 
каждой точки даннаго мпогообраз1я определенное значен1е, 
изменяющееся непрерывнымъ оиразомъ съ измевен1емъ точки, 
плп другими словами возьмемъ внутри даннаго ыногообраз1Я не
прерывную функц1ю места, притомъ такую функц1ю, которая 
не остается постоянною на всемъ протяжен1и некоторой части 
многообраз1я. Каждая система точскъ, для которой эта функц1я 
имеетъ постоянное значен1е, образуетъ непрерывное многооб- 
pa3ie меньшаго числа нзмереп1й, чемъ данное. Эти многообраз1я 
переходятъ при изменен1и функц1и непрерывнымъ образоыъ 
одно въ другое; мод^но поэтому принять, что изъ одного 
такого многообраз1я получаются все остальныя, и говоря 
вообщ е, это можетъ произойти такъ, что каждая точка 
перейдетъ въ определенную точку другого многообраз1я; исклю
чительные случаи, изследован1е которыхъ представляется важ- 
нымъ, можно здесь не разсматривать. Такимъ способомъ опре- 
делен1е положеп1я въ данномъ многообраз1и сводится на 
одно определеше величины и на определен!е пoлoffieнiя въ



многообраз1и меньшаго числа протяжеп1й. Легко показать» 
что это многообраз1е им^етъ п — 1 изм'Ьрен1й, если данное 
многообраз1е иы-Ьетъ п  изм'Ьрен1й. Путемъ >г-кратнаго повто- 
рен1я этого разсуж.ден1я опред'Ьлеп1е пoлoлveнiя въ данномъ 
иногообраз1и въ случай, если оно возможно, сводится на п 
опред'Ьлев1й величины. Существуютъ однако и так1я ыного- 
образ1я, въ которыхъ оиред'Ьлеп1е положен1я требуетъ не 
конечнаго числа опред'Ьлен1й величины, по или безконечный 
рядъ или непрерывное многообраз1е такихъ опред'Ьлен1й. Т а 
кими ынoгooбpaзiями будутх, иапр., возможныя 3Ha4eRifl нЬкото- 
рой фупкц1и для данной области, возможные виды простран
ственной фигуры и т. д.

I I .  М е т р и ’ т е с к 1 я  с о о т н о ш е т я ,  в о з м о ж н ы й  д л я  м н о г о о б р а з 1 я  

п  и з м ^ р е н ш  в ъ  п р е д п о л о ж е н 1 и ,  ч т о  л и ш и  и м ^ ю т ь  д л и н у  н е 

з а в и с и м о  о т ъ  п о л о ж е н 1 я ,  т а к ъ  ч т о  к а ж д а я  л и н 1 я  м о ж е т ъ  

и з м е р я е м а  к а ж д о ю  д р у г о ю .

Посл'Ь того какТ) понят1е объ п-протяженномъ ыного- 
образ1й составлено, и найденъ суи|,ественный признакъ такого 
1шогообраз1я въ томъ, что опред’Ьлен1е пoлoжeнiя въ немъ 
сводится па п  количественныхъ онред’Ьлен1й , иыступаетъ, 
вторая задача— изискан1е ыетрическихъ соотпошен1й, возмож- 
ныхъ въ такомъ многообраз1и, и ycлoвiй, достаточныхъ для 
его опред'Ьлен1я. Эти метрическ1я соотношен1я можно из- 
сл'Ьдовать только въ отвлеченныхъ попят1яхъ величины и 
представить въ связномъ вид'Ь только формулами; при изв'Ьст- 
ныхъ предположен1яхъ можно однако разложить ихъ на так1я 
соотпошеп1я, которыя, взятыя порознь, способны им'Ьть геоме
трическое изображеп1е, и потому является возможнымъ выразить 
геометрически ре.чультаты счета Поэтому хотя п нельзя 
пзб’Ьжать отвлеченнаго изысван1я съ помощью формулъ,—  
чтобы им'Ьть твердую почву, но результаты изыскан1л могутъ 
быть облечены въ геометрическую форму. Основы для того 
и другаго заключаются въ знаменитомъ мелуар'Ь Гаусса о 
кривыхъ поверхностяхъ.

Метрическ1я опред'Ьлен1ятребуютъ независимости величины 
отъ положен1я, что достигается различвымъ образомъ; прежде 
всего представляется допущен1е ( к о т о р о е  я принимаю зд4 сь), 
что длина .1ин1й не завпсить отъ положен1я, такъ что каждая 
лин1я можетъ быть H3MipfleMa каждою другою. Если опре- 
д4 лен1я положен1я сведены на количествепныя опредЬлен1я,



и nojOjTtenie точки въ дапномъ w-протяженномъ многообразш 
выражено помощью п  перем'Ьнныхъ величинъ х^, х^, и 
т. д. х „ ,  то опред'Ьлеп1е лин1и сводится къ тому, чтобы 
дать велпчппы х  въ фупкц1н одного перем'Ьпнаго. Задача 
сводится тогда къ установлен1ю математическаго выражен1я 
для длины ли1пй;— для этого величины х  нужно считать способ
ными выражаться въ нзвЬстныхъ единицахъ. Я  разсмотрю 
эту задачу только при извЬстныхъ ограничен1яхъ и ограничусь 
во-первыхъ такими лип]'ями, въ которыхъ отноп1вп!я ыежду 
величинами dx— совм'Ьстпымн iisM'feneHiflMH велпчипъ ж— из
меняются непрерывно •, тогда лин1и можно разсматрнвать 
разложенными на элементы, внутри которыхъ отнон1еп1я 
величппъ (1х  можно считать ностоянными, и задача сводится 
тогда къ тому, чтобы установить для каждой точкг общее 
выра:кен1е выходящаго изъ нея лннейпаго элемента ds, который 
такимъ образомъ будетъ содержать величины х  и величины dx. 
Я припимаю во-вторыхъ, что длина липейиаго элемента остается 
пеизы'Ьнною,— пренебрегая величинами 2-го порядка малости,—  
если вс'Ь точки этого элемента подпергнутся одному и тому 
же безконечно малому перем'Ьщен]’ю, откуда непосредственно 
сл^дуетъ, что если всЬ величины dx возрастаютъ въ одномъ 
и томъ же отношен!и, линейный элементъ также изменяется 
въ этомъ OTHomeniH. При такомъ предположен1и линейный 
элементъ можетъ быть произвольною однородною функц1ей 
первой степени отъ величинъ dx, которая не изменяется, когда 
в сё  d x  меняютъ знакъ, причемъ произвольные коэффиц1енты 
суть непрерывныя функщи величинъ х. Чтобы найти про- 
CT'fcfiiHie случаи, я ищу прежде всего выражен1е для {п— 1)- 
протяженпыхъ многообраз1й , вездЬ равноудаленныхъ отъ 
начальной точки линейнаго элемента, т. е. я ищу непрерыв
ную функц1ю м'Ьста. отличающую одно м'Ьсто отъ другого. 
Эта функц1я, начиная отъ начальной точки, должна во все 
стороны или убывать или прибывать; я приму, что она 
увеличивается во всехъ паправлен1яхъ и следовательно имеетъ 
въ точке свой minimum. Тогда если ея первая и вторая 
производныя конечны, диффepeнцiaлъ перваго порядка долженъ 
обратиться въ нуль, а второй дифференц1алъ не можетъ быть 
отрицателенъ; я принимаю, что онъ остается постоянно положи- 
тельнымъ. Это дифференц1альное выражен1е второго порядка 
остается тогда постоянпымъ, если ds остается постояннымъ, 
и возрастаетъ пропорц1онально второй степени некоторой 
величины, если величины dx, а следовательно и ds, изменяются 
пропорц1онально первой степени этой величины. Оно равно по 
этому Const, ds^, и следовательно ds равно корню квадратному



изъ однородной функц1и второй степени, остающейся постоянно 
пололгительной и имеющей коэффпц{ентами пепрерывныя функ- 
ц1и величинъ х. Для пространства, если опред^линъ положен1е 

точки въ прямоугольныхъ координатахъ, нмЬемъ d s = V ^ { d x ) ‘ \ 
пространство такимъ образошъ подходить подъ этотъ прост^й- 
min случай. Сл'Ьдующ1й за этимъ простой случай обнимаетъ 
MHoroo6pa3ifl, въ которыхъ линейный элементъ мо-жетъ быть 
выра'женъ корнемъ 4 -й степени изъ дифференц1альнаго выраже* 
н1я 4-ой степени. Изсл'Ьдован1е этого бол'Ье общаго случая хотя 
и пе потребовало бы никакихъ существенно новыхъ принци- 
повъ, но отняло бы довольно много времени и бросало бы сравни
тельно мало свЬта па учен1е о пространствЬ, такъ какъ резуль
таты его не выражаются къ тому же геометрически; я ограничусь 
поэтому многообраз1яли, въ которыхъ линейный элементъ выра
жается квадратнымъ корнемъ изъ дифференц1альнаго выра- 
жен!я второй степени. Такое выражен1е можно преобразовать въ 
другое ему подобное, зам'Ьняя п  независимыхъ перем'Ьниыхъ 
функц1ями п  новыхъ независимыхъ nepeMiHHHXb. Такимъ 
путемъ нельзя однако каждое выражен1е преобразовать въ

каждое другое; ибо выралхен1е содержитъ ■■■ коэффи-

ц{ентовъ— произвольныхъ фуцкц1й отъ независимыхъ пере- 
м'Ьнныхъ; вводя повыя перем'Ьнныя, удовлетворимъ только п 
соотношеп1ямъ, и следовательно только п  коэффиц1еитовъ 
даппыхъ выражсн1й могутъ сделаться равными. Остальные

уже вполн'Ь опред'Ьлены природою изображаемаго

мпогообраз1я, и для установлен1я его метрическихъ соотношеп1й

требуется такимъ образомъ функц1й м^ста. Мпого-

образ1я, въ которыхъ, какъ на алоскости и въ u p o c T p a n c T B t ,  

линейный элементъ приводится къ виду VE{dx)'^ предста- 
вляютъ поэтому только особенный случай изсл4дуемыхъ зд^сь 
мпогообраз1й; имъ сл'Ьдуетъ придать особое назвап1е, и я 
буду называть плоскими так1я многообраз1я, въ которыхъ 
квадратъ линейнаго элемента можетъ быть представленъ въ 
вид'Ь суммы квадратовъ полныхъ дпфференц1’аловъ. Чтобы 
можно было обозреть существенвыя особенности всЬхъ много- 
образ1й, представляемыхъ вышеуказаннымъ образомъ, необ
ходимо устранить т’Ь пхъ особенности, который проистекаютъ 
отъ способа представлен1я; это достигается выборомъ пере- 
м'Ьнныхъ величинъ по определенному принципу.



Съ этою ц^лью вообразимъ себ4 , что построена систе- 
иа кратчайшихъ лин1й, выходящихъ изъ какой-нибудь точки; 
положен1е всякой другой можетъ быть тогда определено на- 
чальнымъ направлен1емъ кратчайшей лин1н, на которой она 
лежитъ, и ея разстоян1еыъ по этой лин1н отъ начальной 
точки и выражается поэтому отношен1яии величина йх"  ̂ т. е. 
велпчинъ dx  въ начал'Ь этой кратчайшей лин!и, и длиною s 
этой лин1и. Введемъ теперь вм-Ьсто dx" так1я составленныя 
нзъ пихъ линейныя выражен!я с?а, чтобы начальное значен1е 
квадрата лииейпаго элемента равнялось сумм'Ь квадратовъ 
этихъ выражен1й (независимыми переменными будутъ следо
вательно величина s и отношен1я величинъ da), и подста- 
вимъ накопецъ вместо da  так1я пропорц1опальныя имъ ве
личины ж,, х^... х „ ,  что сумма квадратовъ =  s*. Если введемъ 
эти величины, то для безконечно малыхъ значен1й х  квадратъ 
линейнаго элемента =  членъ следующаго высшаго по
рядка въ пемъ равенъ однородному выражен1ю второй степени

отъ 2—  величинъ (x id x j— безконечно-малой ве

личине 4 -го порядка, такъ что разделяя это выpaжeнie на 
квадратъ площади безконечно малаго треугольника съ верши
нами (0,0,0,...), (х^х,  х^...), (dx^dx^ получимъ конеч
ную величину. Эта величина сохраняотъ одно и тоже значе- 
nie пока х  т dx  заключаются въ однехъ и техъ  же бипар- 
ныхъ линейныхъ формахъ, или пока обе кратчайш1я лин1и 
отъ значен1й О до знaчeнiй х  и отъ знaчeнiй О до значен1й 
dx  остаются въ одномъ и томъ же элементе поверхности, 
п зависитъ, следовательно, только отъ места и направлен1я 
этого элемента. Она очевидно =  О, если изображаемое много- 
o6pa3ie плоско, т. е. если квадратъ линейнаго элемента при
водится къ виду Id x^ , и можетъ поэтому слулшть мерою 
существуюш;аго въ этой точке уклонен1я многообраз1я отъ 
плоскаго. Умноженная на— 7 *) она равняется той величине, ко
торую Гауссъ назвалъ мерою кривизны поверхности. Для уста- 
новлен1я метрическихъ соотыошен1й и-протяжеянаго много- 
образ1я, представляемаго въ предноложенномъ виде, найдены

были необходимыми функц1й места; следовательно,
А

если мера кривизны дапа въ каждой точке для  ̂ на-

правлен1й по поверхности, то отсюда можно найти метри- 
ческ1я соотношен1я многообраз1я, если только между этими



значеп1ями не существуетъ тожественной зависимости, что 
на самомъ д’Ьл'Ь, вообще говоря, пе иы^етъ ы4 ста. Метри- 
чесюя соотногаеп1я гЬхъ многообраз1й, въ которыхъ лппей- 
Бый элемептъ выражается квадратпымъ корпеыт, исъ диффе- 
ренц!альпаго выражеп1я второй степени, ыогутъ быть выражены 
такимъ образоыт, совершенно независимо отъ выбора пере- 
я'Ьнныхъ величипъ. Подобнымъ путемъ можно подвигаться 
къ той же ц'Ьли и въ такихъ многообраз1яхъ, въ которыхъ 
линейный элеыентъ представляется помощью бол^е сложнаго 
выражен1я, папр., помощью корпя 4 -ой степени изъ диффе- 
реиц!альнаго выражен1'я 4-ой степени. Тогда линейный эле- 
ментъ нельзя уже, вообще говоря, привести къ впду корня 
квадратнаго пзъ суммы квадратовъ линейныхъ выражен1й, 
п потому въ выражен1и для квадрата линейнаго элемента 
уклопен1е отъ плоскаго будетъ величиною второго порядка 
малости, а пе четвергаго, какъ въ pante указанпыхъ много- 
образ1яхъ. Въ виду такой особенности этихъ посл'Ьднихъ 
многообраз1й они могутъ быть названы плоскими въ безко- 
нечно-малыхъ частяхъ. Самое же важное для настоящей 
ц'Ьлп свойство этихъ многообраз1й, ради котораго они одни 
только I.I будутъ нзсл’Ьдованы зд'Ьсь, состоитъ въ томъ, что 
соотпо1пен1я двупротяженныхъ многообраз1й геометрически 
изображаются поверхностями, а соотпошен1я этихъ много- 
образ1н большаго числа протяжен1й сводятся на соотнотен1я 
содержащихся въ нихъ поверхностей; последнее требуетъ 
п'Ькотораго пояснеп1я.

§ 3 .

Бъ представлен1е поверхностей рядомъ съ внутренними 
метрическими соот11ошен1ями, въ которыхъ обращается впп- 
M anie только па длину путей въ нихъ, привходитъ постоян
но п ихъ пoлoжeнie относительно вн'Ьшнихъ точекъ. Но отъ 
B H iu iH u xb  oTHOiuenin можно отвлечься, подвергая поверхности 
такимъ изм'1;неп1ямъ, при которыхъ не изменяется длина на- 
черченныхъ па нихъ лип1й, т. е. представляя ихъ себ'Ь со
гнутыми безъ растяжения и разсматривая вс'Ь так1я поверх
ности однородными между собою. Такимъ образомъ, произ- 
вольныя цилипдричесыя плп конпческ1я понерхности будутъ, 
напр., однородны съ плоскостью, такъ какъ он'Ь могутъ быть 
получены пзъ пея простимъ сгибан1емъ, причемъ внутрепп1я 
метрическ1я cooтnoшeпiя остаются безъ изм'Ьнеш’я, и всЬ те
оремы о нихъ, т. е. вся планиметр1я— сохраняютъ силу, на- 
противъ он'1; не однородны съ шаровою поверхностью, ко



торая пе можетъ быть превращена въ плоскость безъ растя- 
ffienifl. По предыдущиыъ Hscj'feAOBBHifliix, если линейный эле- 
мептъ выражается помощью квадратнаго корня изъ диффе- 
ренц1альнаго выражен1я второй степени, какъ это им'Ьемъ въ 
случа'Ь поверхностей, внутреншя метрическ1я соотношеи1я 
двупротяженной велнчнны характеризуются м^рою кривизны. 
Въ поверхностяхъ этой величин'Ь можно дать наглядный 
смыслъ, что м'Ьра кривизны есть произведен1е изъ двухъ кри- 
Бизнъ поверхности въ этой точк^, или что ея проиоведен1е 
на безконечно-малый треугольпикъ, составленный кратчай
шими лин1ями, равно половинЪ избытка суммы угловъ этого 
треугольника надъ двумя прямыми, выраженной въ частяхъ 
радхуса.

Первое опред'Ьлен1е предполагало бы теорему, что про- 
изведен1е обоихъ рад1усовъ кривизны не изы'Ьняется при 
простомъ сгибан1и поверхности, второе— -что избытокъ суммы 
угловъ безконечно-малаго треугольника надъ двумя прямыми 
въ одномъ и томъ же м4 стЬ пропорщоналенъ его площади. 
Чтобы дать понятный смыслъ KpHRHSHi w-протяженнаго 
многообраз1я въ данной точк^ и въ данномъ проведепномъ 
черезъ нее э.лементЬ поверхности, нужно исходить изъ того, 
что выходящая изъ точки кратчайшая ли1пя вполп'Ь опред'Ь- 
лена, если дано ея начальное направлеп1е. Соотв'Ьтственно 
этому мы получимъ определенную новерхиость, если продол- 
жимъ всЬ кратчайш1я лин1и, выходящ1я изъ данной точки и 
лежащ1я въ начал^ въ данномъ элемент^ поверхности. Эта 
поверхность нм^етъ въ данной точкЬ онред'Ьленную м'Ьру 
кривизны, которая является въ тоже время ы'Ьрою кривизны 
п-протяженнаго многообраз1я въ данной точкЬ и данномъ 
элемент'Ь поверхности.

§ 4 .

Прежде ч'Ьмъ д'Ьлать приложен1я къ пространству, не
обходимо сделать н^Ькоторыл зам'Ьчан{я о плоскихъ ыного- 
образ{яхъ вообще, т. е. о такихъ, въ которыхъ квадратъ ли- 
пейнаго элемента выражается суммою квадратовъ полныхъ 
дифференц1аловъ.

Въ плоскомъ и-протяженномъ многообраз1и м^ра кри
визны равна нулю въ каждой точк^ во всякомъ направлен1п; 
но по предыдущему для опред'Ьлен1я метрическихъ соотно- 
Hienin достаточно знать, что она равна нулю въ каждой

точке въ q— направлен1яхъ элемента поверхности, коихъ



s iip n  кривизны независимы одна отъ другой. Многообраз1я, 
которыхъ м'Ьра кривизны везд'Ь =  0, можно разсматривать, 
какъ частный случай такихъ миогообраз1й, которыхъ Jiipa 
кривизны повсюду постоянна. Обп^й характеръ этихъ мно- 
roo6pa3iii съ постоянной кривизною можно выразить и 
т1!мъ, что фигуры въ нихг могутъ двигаться безъ сгиба- 
н1я. Ибо очевидно фигуры не могли бы им^ть на нихъ нро- 
извольныхъ ноступательпыхъ и вращательныхъ дввжен1й, 
если бы кривизна не была одинакова въ каждой точк^Ь во 
всЬхъ направлен1яхъ. По съ другой стороны u ip a  кривизны 
вполн'Ь онред'Ьляетъ метричсск1я соотношен1я многообраз1я; 
поэтому метричесия соотношен1я около одной точки во всЬхъ 
паправлен]'яхъ совершенно одинаковы съ метрическими со- 
отношен1ями около какой-нибудь другой, и потому выпол
нимы T i -ж е саыыя построен1я*, следовательно въ многообра- 
згяхъ съ постоянною криви.чною можно давать фигурамъ ка
кое угодно положен1е. Метрическ1я соотношен1я этихъ много- 
образ1й завпсатъ только отъ значен1я м'Ьры кривизны, и 
мояию зам'Ьтить въ отиогаеи1и аналитическаго представлен1я, 
что означая эту величину черезъ а , можно выражен1ю липей- 
паго элемента дать видъ:

§ 5.

Геоыетрическимъ нояснен1емъ ыолгетъ служить разсмо- 
тр'1>в]'е поверхностей съ постоянною кривизною. Легко видкть, 
что поверхности, которыхъ кривизна положительна, наверты
ваются на сферу, которой рад1усъ равенъ единиц'Ь, д'Ьленной 
на корень квадратный взъ м'Ьры кривизны; для обозр'Ьн1я 
всего многообраз1я этихъ поверхностей дадимъ одной изъ 
нпхъ видъ шара, а другимъ— поверхностей вращеп1я, касаю
щихся съ нимъ по экватору. Поверхности съ ы^рою кривизны, 
бблыпею, чЬмъ кривизна сферы, будутъ касаться ея со внут- 
репней ея стороны и примутъ видъ внешней новерхности 
кольца, обращенной отъ оси; OHi навертываются на пояса 
шаровъ ыеньшаго рад1уса кривизны, но покрываютъ кхъ 6o .iie  
одного раза. Поверхности съ меньшею положительною кри
визною получимъ, выр'Ьзая изъ шаровыхъ поверхностей боль- 
шаго рад1уса часть, ограниченную двумя полуокружностями 
большихъ круговъ, и соединяя лин1и разр'Ьза. Поверхность



нулевой кривизны есть цплиидрическая поверхность, касаю
щаяся шара U0 экватору, поверхности же съ отрицательною 
кривизною касаются этого цилиндра извн'Ь и им'Ьютъ видъ 
внутренней части кольца, обращенной къ его оси. Если пред- 
ставинъ себ'Ь поверхности, какъ геометрическое м'Ьсто движу
щихся въ нихъ частей, подобно толу, какъ пространство есть 
м’Ьсто движеп1я тЬлъ, то во всЬхъ этихъ поверхностяхъ части 
могутъ двигаться безъ растяжен1я. Поверхности съ положи
тельною м'Ьрою кривизны всегда могутъ принять такой впдъ, 
что части ихъ могутъ въ нихъ двигаться какъ угодно безъ 
сгибан1я, именно он'Ь могутъ принять видъ шаровыхъ поверх
ностей; этого не им'Ьетъ мЬста въ поверхностяхъ съ отрица
тельною кривизною. Ером'Ь этой независимости частей отъ 
ихъ положен1я, въ поверхности съ кривизною, равною О, суще- 
ствуетъ независимость направлен]я отъ ы'Ьста, чего н4 тъ въ 
остальныхъ поверхностяхъ.

Ш .  П р и л о ж е ш е  к ъ  п р о с т р а н с т в у .

§ 1-

Посл'Ь этихъ и.зсл'Ьдован1й объ оиред'Ьлен1и ыетрическихъ 
соотношен1й W-кратно протяженной величины можно дать 
услов1я, необходимыя и достаточныя для опред'Ьлеш'я ыетри- 
ческихъ соотношен1й пространства, если предположить заран Ье 
независимость лишй отъ положен1я и возмо?кность предста
вить линейпый элементъ корнемъ квадратнымъ изъ диффе- 
ренц1альнаго выражен1я второй степени, т. е. плоскость (ЕЪеп- 
heit) въ безконечно-малы.хъ частяхъ.

Услов1я эти во-первыхъ выражаются т'Ьыъ, что м’Ьра 
кривизны въ каждой точкЬ въ трехъ направлеп!яхъ поверх
ности равна О, и мегричесюя соотношен1япространства поэтому 
опред'Ьлены, если сумма угловъ въ треугольник'Ь везд'Ь равна 
двумъ прямымъ.

Если предположимъ во-вторыхъ, какъ это дЬлаетъ Евк- 
лидъ, существован{е независимо отъ положен1я не только ли- 
нш, но и т'Ьлъ, то всл'Ьдств1е этого кривизна везд'Ь постоянна, 
и потому во вс'Ьхъ треугольникахъ сумма угловъ определена, 
если она опред’Ьлена въ одномъ.

Наконецъ въ-третьихъ, вм'Ьсто допущен1я независимости 
длины лин1й отъ м'Ьста и направлен1я, можно было бы до
пустить независимость длины и направлен1я отъ м4 ста. По 
этому воззр'Ьн1ю перем'Ьны м'Ьста или paзличiя по м'Ьсту суть 
комплексяыя величины, выражаемыя въ трехъ независиыыхъ 
едипицахъ.



§ 2-

Бъ предыдущемъ соотношен1я протяженности отделялись 
отъ метряческихъ, и было найдено, что при однихъ и т^хъ 
же соотношен1яхъ иротя/кенности мыслимы различныя ыетри- 
ческ1я соотношеп1я; загЬмъ были отыскиваемы системы про- 
стыхъ метрическихъ соотношен1й, которыми вполн'Ь определя
ются ыетричесю'я соотношен1я пространства и которыя им'Ь- 
ютъ своимъ естественнымъ сл'Ьдств1емъ всЬ теоремы о нихъ; 
остается выяснить, какъ, въ какой степени и вь какомъ объ- 
ем^ эти предиоложен1я проверяются одытомъ. Въ этоыъ отно- 
шен1и есть существенное различ1е между простыми соотноше- 
н1яли протяженности и метрическими соотно1иеп1ями, потому 
что относительно первыхъ, которыхъ возможные случаи обра- 
зуютъ дискретное многообраз1е, показап1я опыта хотя и не 
бываютъ никогда безусловны достоверны, но п не суть неточны, 
между темъ какъ въ иоследнихъ, где возможные случаи 
образуютъ непрерывное многообраз1е, каждое определеп1е изъ 
опыта всегда остаетгя неточно, какъ бы пи была велика в е 
роятность того, что оно почти верно. Это обстоятельство важ
но при распространеп1и этихъ эмпирическихъ определен1й за 
пределы наблюден1й въ сторону неизмеримо-больнюго и пе- 
измеримо'малаго; ибо последп1я за пределами наблюден1я ста
новятся все мепее точны, первыя же (т. е. соотношен1я про
тяженности) этого не испытываютъ.

При распрострапеп1и прострапственныхъ построешй въ 
неизмеримо-большое безграничность и безконечность разде
ляются: безграничность относится къ соотношен1ямъ протя
женности, безконечность къ метрическимъ соотношен!ямъ. Что 
пространство есть безграничное многообраз1е, есть предполо- 
жен1е, применяемое во всякомъ познаваи1и внешняго м1ра; по 
этому предположен1ю въ каждое мгповен1е область действи- 
тельныхъ воспр1ят1й м о ж е т ъ  б ы т ь  дополнена, и возможныя места 
искомаго предмета могутъ быть построены; это предположен1е 
постоянно подтверждается при такихъ приложен1яхъ. Безгра
ничность пространства обладаетъ поэтому большею эмпири
ческою достоверностью, чемъ какой бы то ни было внешн1й 
опытъ. Но отсюда никоимъ образомъ не вытеваетъ безконеч
ность; напротивъ, если предположить независимость телъ отъ 
места, ими занимаемаго, т. е. если приписать пространству 
постоянную мЬру кривизны, пространство было бы скорее 
необходимо конечно, коль скоро эта мера кривизны имЬла 
бы положительное значен1е, хотя бы сколь угодно малое. Тогда, 
продолжая лежаиця въ некоторомъ элементе поверхности крат-



чайш1я лиы1п, получиыъ безграничную поверхность постоян
ной положительной кривизны, т. е. поверхность, которая въ 
плоскомъ трикратно протяженном!. многообраз1и приняла бы 
видъ шаровой поверхности, и которая следовательно конечна.

§ 3 .

Вопросы о неизм'Ьримо-большомъ суть праздные вопросы 
для объяснен1я нрироды. Иное д'Ьло вопросы о неизм'Ьримо- 
маломг. На точности, съ которою ыы сл'Ьдилъ за явлен1яыи 
въ безкопечно-маломъ, существенно основывается познаню ихъ 
причинной связи. Успехи посл'Ьднихъ стол'Ьт1и въ познап1и ме
ханической стороны явлен1й природы обусловливаются почти 
исключительно точностью построен1я, ставшей возможною бла
годаря изобр'Ьтен1ю анализа безконечно-малыхъ и благодаря 
найденныиъ Архиыедомъ, Галилеемъ и Ньютономъ простымъ 
основныыъ понят1ямъ, которыми пользуется современная фи
зика. Но въ т'Ьхъ естественныхъ наукахъ,— гд'Ь до сихъ поръ 
отсутствуютъ простыя основныя попят1я для такихъ построе- 
н1й,— для познап1я причинной связи сл'Ьдятъ за явлен1ями въ 
пространственно-маломъ, насколько позволяетъ это микро- 
скопъ. Вопросы о метрическихъ соотношеп1яхъ пространства 
въ неизм1;римо-маломъ не принадложатъ поэтому къ числу 
праздныхъ вопросовъ.

Если предноложимъ, что т'Ьла суш,ествуютъ независимо 
отъ м'Ьста, ими занимаемаго, то м'Ьра кривизны повсюду 
постоянна, и тогда изъ астрономичоскихъ изы'Ьрен1й сл^- 
дуетъ, что она не можетъ быть отлична отъ пуля; во вся- 
комъ случай ея обратное значен1е должно бы соответство
вать поверхвости, въ сравнен1и съ размерами которой нич
тожна проникающая сила нашихъ телесконовъ. Но если та
кой независимости т4 лъ отъ м’Ьста, ими заоимаемаго, не суще- 
ствуетъ, то нельзя заключать ио метрическимъ соотношен1ямъ 
въ большомъ о таковыхъ въ безконечно-маломъ’, тогда въ 
каждой точке М'Ьра кривизны можетъ им'Ьть произвольное 
значен1е по тремъ паправлеп1ямъ, если только полная кри
визна каждой измеримой части пространства не отлична чув- 
ствительныыъ образомъ отъ нуля; еще более сложныя отно- 
шен1я могутъ представиться, если не имеетъ места предполо
ж е н н а я  н а м и  возможность выразить линейный элементъкорнемъ 
квадратнымъ изъ дифференц1альнаго выражен1я второй сте
пени. По эмнирическ1я понят1я, на которыхъ основываются 
MeTpH4ecKiH определеп1я пространства,— понят1я о твердомъ 
тел е  и световомъ луче теряютъ повидимому силу въ безко- 
нечно-маломъ; можно поэтому легко представить себе, что



метрическ1я опред'Ьлен!я пространства въ безконечно-маломъ 
не соохв'Ьтствуютъ предположен{ямъ геометр1и, и мы на са- 
ыомъ д'Ьл'Ь должны были бы принять это, коль скоро этиыъ 
объяснялись бы проще явлен1я.

Бопросъ о законности нредположен1й геометр1и въ без- 
конечно-маломъ находится въ связи съ вопросомъ о внутрен- 
немъ основан1и метрическихъ соотпошен1й пространства. При 
этомъ B onpoci, который еще можетъ быть причисляемъ къ 
учен1ю о npocTpancTBi, применяется выше сделанное зам'Ь- 
nanie, что въ дискретномъ многообраз1и принципъ метриче- 
скихъ соотпошен1й заключается уже въ понятхи многообразия, 
въ непрерывномъ лее должепъ привзойти со стороны. Поэтому, 
или реальность лежащая въ оспов'Ь пространства, должна 
состав.1ять дискретное ыногообраз1е, или же основан1е метри- 
ческихъ соотпошен1й мы должны искать вн'Ь ея, въ д'Ьйствую- 
щихъ на нее связующихъ силахъ.

P im en ie  этихъ вопросовъ можно найти, только исходя 
изъ ирежпяго воззр'Ьн1я на явлен1я, подтвержденнаго опытомъ, 
которому Ныотонъ положилъ основан1е, и постепенно пере- 
работывая его сообразно фаитамъ, не объяснимымъ съ его 
помощью; так1я взсл'Ьдовагпя, которыя, какъ произведенное 
зд'Ьсь, исходятъ изъ общихъ понят1й, ыогутъ служить только 
тому, чтобы эта работа не затруднялась узостью попят1й, и 
уси'Ьхамъ въ нознан1и взаимной связи вещей не препятство
вали традпщонные нредразсудки.

Это переводитъ въ область другой науки, въ область 
физики, вступать въ которую не позволяетъ характеръ на
стоящей работы.

0Б 03Р -Б Н 1Е  С 0Д Е Р Ж А Н 1Я .

П л а н ъ  изсл'Ьдован;я.
I .  П онят1е о величин-Ь п — про тяж ен н о й .

5 I .  Пепрерывныя и  прерывныя системы. О пред-Ьленныя час

ти  системы называются количества (quanta). Разд-клен1е 

y’ lCHiH о непрерывыых'ь ве ли чи н а хъ  па v4eHie;
О О б ъ  о ти о ш и п я х ъ  протяж енности, въ  которьтх-ь 

не предполагается независимости в е л и ч н и ъ  о тъ  

п о ло ж е н !я  им и занимаемаго,
2) О  м етрическихъ соотнош ен1яхъ, въ  ко то р ы хъ дол

ж н о  быть сд'Ьлано предположен1е о та ко й  неза

висимости.



§ г .  Составлегпе понят1я о систем-Ь одного, д в у х ъ , и  т. д. 

и  изм-Ьрен1й.
§ 5_ П риведен1е опред-Ьлен^я по ло ж е ш я в ъ  данной систем'Ь 

на количественны я опред^лен1Я. Сущ ественный пр и зн а къ  

системы п  изм-Ьрен1й.

I I .  М етрическ1Я  с о о тн о ш е тя, свойственныя систем-Ь и  H SM ip e -  

н ш  *), в ъ  пред1юложен1И, что  лин1и им-Ьютъ д ли н у  независящ ую  о тъ  

поло ж е н 1я , такъ  что  ка ж д ая л и н 1я  м ож етъ быть изм-Ьрена каж дою  другою .

§ I. Выражение лине йна го  элемента. П ло с ки .чи  принимаю тся  

так1я системы, в ъ  которы хъ ли н е й н ы й  элементъ выра

жается корнемъ квадр.1 тны ы ъ и зъ  суммы квадратовъ пол- 

н ы хъ  диф ф ерепщ аловъ.

§ 2 . И зс л 'Ьд о вян1е я-п р о тяж е н н ы х ъ  многообразш , в ъ  ко то р ы хъ  

ли н е й н ы й  элементъ выражается квадратным ъ корнем ъ  

и з ъ  лиф ф еренц1альнаго выраж еш я 2-й  степени. M-fepa 

и х ъ  укло н е н !я  о тъ  плоска го  многообразия (м-Ьра кр и ви з
ны) в ъ  данной точк"Ь и  даниомъ направлен1и  элемента 

поверхности. Д л я  опред'Ьлен1я  и х ъ  м етрическихъ соотно- 

т е н 1й  (подъ изв-кстны м и ограничеш ям и) во зм о ж но  и  дос

таточно п р и н ять , что  в ъ  каж д ой точк^Ь дана м-fepa к р и 

в и зн ы  д ля  ^  направленщ  элементовъ поверхности.

§ 3. Геометрическое пояснение.

§ 4. Плоск1я многообразия (въ  которы хъ м-Ьра кр и ви зн ы  вез- 

д -Ь = о ) м ож но разсматривать, ка къ  частный случай мно- 

гообраз1Й съ постоянною  м-Ьрой кр и ви зн ы . О н и  м о гутъ  

быть опред-Ьлены такж е т ’Ьм ъ что в ъ  н и х ъ  существуетъ 

независимость п — п р о тяж ен н ы хъ  ве ли ч и н ъ  о тъ  м-Ьста 

(подвиж ность и х ъ  бе зъ  растяжения).

§ 5. Поверхности съ постоянною  м-Ьрою кр и ви зн ы .

I I I .  Прилож ен1е к ъ  пространству

§ I. Системы ф актовъ, достаточныхъ д л я  опред-Ьлен!я мет
рическихъ соотнош енш  пространства, ка къ  и х ъ  предпо- 

лагаетъ геометр!я.

§ 2 . К а к ъ  далеко в-Ьроятно значеп1е этого эмпирическаго  

опред-Ьлен1я  за пред-Ьлами наблюден1я  в ъ  неизм-Ьримо- 

большомъ?

§ 3. К а к ъ  далеко въ  безконечно-маломъ? С в я зь  этого воп
роса съ объяснеш ем ъ п р и р о д ы **) .

*) Изсл-Ьдован1е во зм о ж н ы хъ  д л я  я-кратно протяж еннаго  многообра- 
з1я м етрическихъ опред'Ьлен!й очень неполно, но д л я  настоящей ц-Ьли дос
таточно.

* * )  S  3  отд. I I I  нуждается еще в ъ  обработка и  дальн-Ьйш емъ развит1и .



о Ф А К Ш Ъ , ЛЕЖ АЩ И ХЬ ВЪ ОСНОВАНШ ГЕОМЕТРШ

Г. Гельмгольца.

Переводъ п р о ф . Л .  В а сил ьева .

Мои изсл4доБап1я о прострапственныхъ воспр1ят1яхъ въ 
лол'Ь зр'Ьн1я привели меня и къ изсл'Ьдован1ю по вопросу о 
цроисхожден1н и сущности нашихъ общихъ воззр'Ьн1й о про- 
странств'Ь. При этомъ прежде всего явился вопросъ, несом- 
н'Ьнпо принадлежаицй къ области точныхъ наукъ: как1я нзъ 
положешй геометр1и им'Ьютъ объективное 3Ha46Hie? как1я 
пзъ нихъ, напротивъ, суть только опред'Ьлен1я, или cл^дcтвiя 
uпpeд'Ьлeнiй, или зависятъ только отъ формы представлен1я? 
Этотъ вопросъ, по моему мн'Ьн1ю, разрешается не такъ про
сто, такъ какъ вь геометр!и мы иы'Ьемъ д'Ьло постоянно съ 
идеальными геометрическими формами, которыхъ веществен
ное нредставлея1е в(. д'Ьйствительности есть всегда только при- 
ближен1е къ требовап1ямъ понят1я, — и мы рЬшаемъ вопросы, 
твердо-ли т'Ьло, плоски-ли его грани, прямы-ли его ребра,— съ 
помощью т'Ьхъ-же положев1й, которыхъ фактическую вер 
ность хотиыъ проверить опытомъ.

При изсл^доваши я шелъ въ сущности по тому-же пути, 
которому сл’Ьдовалъ и Риманнъ въ своей недавно опубли
кованной диссертац{и ‘). Аналитическое изсл'Ьдован1е вопроса, 
ч'Ьмъ отличается пространство отъ другихъ доиускающихъ из- 
Mipenie многообразно протяженныхъ и непрерывныхъ вели- 
чпнъ, является необходимымъ въ этомъ случай именно всл'Ьд- 
cTBie того, что оно не нуждается въ наглядности и поэтому 
не подвер/кено ошибкамъ, происходящимъ отъ ограничен
ности пашихъ пpeдcтaвлeнiй и потому съ трудомъ изб^- 
гаемымъ въ этой области. Притомъ аналитическое изсл^до- 
ван1е вопроса им^етъ то преимущество, что оно  ̂допускаетъ 
возможность посл’Ьдовательнаго и полнаго пpoвeдeнiя пной си
стемы акс1омъ.

■) Uebei- (lie Hypothesen, welche der Geometrie zu Griinde liegen. (Cm 
выше стр. 67—82).



Моя ближайшая ц’Ьль состояла, какъ и у Рнмаппа, ст> 
тоыъ, чтобы изсл'Ьдовать, каыя особенности пространства 
принадлежатъ каждому зависящему отъ ыногйхъ перем'Ьппыхъ 
непрерывно изменяющемуся ыногообраз1ю, котораго различ1я 
допускаютъ количественное сравнен1е, как1я изъ нихъ, наиро- 
тивъ, не будучи обусловлены этимъ общимъ характеромт., 
свойственны только пространству.

Я  им'Ьлъ какъ разъ въ физ1ологической onTnui! два при
мера допускающихъ пространственное иредставлен1е и пе- 
рем'Ьнныхъ многообраз1й, именно систему цв’Ьтовъ, упоми
наемую п Римапномъ, и изм'1;рен1я поля зр'Ьн1я глазоыЬром'ь. 
Оба мпогообраз1я представляютъ H3BicTUHfl осповныя раз- 
лич1я и наводили меня на сравнен1е.

Я  долженъ признаться, что хотя опубли].ован1е изсл'Ь- 
дован1й Рпманна и отняло у меня право первенства на рядъ 
моихъ собствеппыхъ результатовъ, для меня имf)ЛO вм'ЬсгЬ 
съ тФ.мъ весьма большое значен1е то обстоятельство, что та
кой прекрасный математикъ заинтересовался т'Ьми-.же самыми 
воиросами; им^ть его своимъ спутникомъ представлялось мп'Ь 
важнымъ залогомъ в'Ьрности избраннаго мною пути вь обла
сти вопросовъ, дискредитировапныхъ прежними неудачными 
попытками.

Наши работы притомъ не вполн'Ь совпадаютъ, и я поз
воляю себ'Ь поэтому предложить Обществу часть моихъ 
пзсл'Ьдован1й, которая не заключается въ изсл4 дован1яхь 
Риманна.

Посл'Ь того, какъ Риманнъ показалъ, что многообраз1е 
можетъ быть разсматриваемо какъ w-кратно протяженное, 
если определенная особь (Einzelne) многообраз1я опреде
ляется въ немъ п  переменными величинами (координатами), 
п прпбавилъ дальнейшее требовап1е, чтобы каждая лин1я 
могла быть независимо отъ места и направлен1я сравнимою 
съ каждою другою по длине, ему представилась задача 
определить характеръ зависимости элемента длины лин1п отъ 
соответствующихъ дифференщаловъ координатъ. Онъ рЬ- 
П1аетъ эту задачу съ помощью гипотезы, полагая элемептъ 
длины лип1п равнымъ квадратному корню изъ однородной 
фупкц1и второй степени отъ диффepeпцiaлoвъ координатъ. Онъ 
выставляетъ эту гипотезу, какъ простейшую изъ соответ
ствующихъ услов1ямъ задачи, но признаетъ ее явао за гп- 
потезу и между прочимъ упомипаетъ о возможности того, 
что корень четвертой степени или друг1я еще более слож- 
ныя выражен1я могутъ представлять линейный элементъ.



Зат4 ыъ онъ разсматриваетъ въ самой общей форм'Ь 
cl'bACTBia, которыя могутъ быть выведены изъ этой гипотезы, 
п только БЪ самомъ копцЬ ограничиваетъ общность своего 
нзсл'Ьдован1я, выставляя повое требован1е, состоящее въ том ь. 
что ограничепныя и-кратпо протяженныя фигуры конечной 
величины (неизм'Ьняемыя системы точекъ) ыогутъ перемЬ- 
щаться повсюду безь растяжен1я. Это ограничеп1е приво
дить его кь случаю дфиствительнаго пространства, удовле- 
творяющаго этому требован1ю.

При этомъ обнаруживается, что требован1е безконечно- 
сти протяжен]й пространства, выставляемое обыкновенною 
геометр1ею, не включается въ число допущен1й.

Мое изсл'Ьдован]е отличается отъ изыскан1й Риманпа 
т'Ьмъ, что я ближе изучилъ то вл1ян1е, которое им^етъ 
введенное имъ ограничен1е, отличающее действительное про
странство отъ другихъ многократно протяа{енныхъ много- 
образ1й, на ooocEOBanie теоремы, составляющей краеугольный 
камень всего изсл4 дован1я, и но которой квадратъ линейнаго 
элемента есть однородная функц1я второй степени от’ь диф- 
ферен1цаловъ коордииатъ. Можно показать, что, придсраси- 
ваясь сх самаго начала требован)я безусловно свободной 
подвижности твердыхъ фнгуръ безъ изм'Ьнен1я формы во 
вс'Ьхъ частяхъ пространства, легко вывести исходную ги
потезу Риманна изъ бол'Ье шпрокихъ допущений.

Моя исходная точка заключалась въ томъ, что псякое 
первоначальное изм4 рен1е пространства основывается на на- 
блюден1и совмЬщен]я; прямолинейность св'Ьтовыхъ лучей есть 
очевидно фазическ1й фактъ, основывающ1йся па опытахъ 
другого рода, и не им1;етъ значешя для сл'Ьпца, который 
однако-же моагетъ также пр1обр'1>сти полное уб1!жден1е въ 
верности геометрическихъ предложен1й. О совпадеп1и-Лге во- 
обп;е нельзя говорить, если твердыя тЬла или системы то- 
че1съ не могутъ быть передвигаемы безъ изм4 нен!я формы, 
п если совпаден1е двухъ пространственныхъ величипт. не есть 
фактъ, сущоствующ1Й независимо отъ вс'Ьхъ движен1й. По
этому л съ самаго начала предпололшлъ возможность про- 
страпственнаго HSMipeHifl путем'ь копстатирован1я С01итаден1я 
и поставилъ себЬ задачу найти самую общую аналитическую 
форму многократно нротяженнаго многообраз1я, нрп которой 
возможно движен1е требуемаго вида.

При этомъ изм'Ьненномъ пути моей работ'Ь недоставало 
той большей общности, которой достигъ анализъ Риманна до 
введен1я вышеупомяпутаго ограничен1я. По введен1и-и:е этого 
orpaHH4eniH мои результаты совершенно совнадаютъ съ его 
результатами.



§ 1.

Г и п о т е з ы ,  л е ж а щ 1 я  в ъ  о с н о в а ш и  и з с л 4 д о в а т я .

I. Пространство п  изм^реши: есть и-кратно 
протяженное многообраз1е, т. е. каждая опред^лениая 
особь (Einzelne)— точка— определяется изм'Ьрен1емъ нЬкото- 
рыхъ непрерывно и независимо другъ отъ друга изменяющихся 
ве.1ичинъ (координатъ), число которыхъ есть п. Каждое дви- 
жен1е точки сопровождается поэтому неарерывпымъ изы4 - 
пен1емъ по крайней м-Ьр  ̂ одной изъ координатъ. Если и 
встр'Ьчаются исключеп1я, гд'Ь или изм'Ьнен1е становится пре- 
рывнымъ или, несмотря ва движен1е, не происходитъ изы'Ь- 
нен1я вс'Ьхъ координатъ, то так1я исключен1я будутъ отно
ситься только къ изв'Ьстнылъ м'Ьстамъ (точкамъ, лин1ямъ, 
поверхностямъ), опред'Ьляемымъ ypaBncRiflMH-, всЬ так1я лЬста 
мы исключаемъ ртзъ изсл'Ьдован1я.

Необходимо заметить, что нодъ непрерывностью изм'Ь- 
H e n if l  при движ.eнiи не только подразум'Ьвается то, что при 
двржен1и координаты принимаютъ вс'Ь нроыежуточныя зна
чения, лежаш,1я между конечными значен1ями, но вм’Ьст'Ь съ 
т4мъ предполагается существован1е производныхъ т. е. пред
полагается, что OTHOUienifl между взаимно соотв-Ьтствующими 
изм'Ьнен1я1И1 координатъ при уменьшен1и этихъ изы'Ьпеи1й 
стремятся къ определенному звачен1ю.

Эта гипотеза лежитъ въ основан1и работы Риманна, на 
которую я и ссылаюсь для ближайшаго разъясненхя и обос- 
noBanifl.

II. Допускается существоваше подвижныхъ, но 
неизм'Ьняемыхъ (твердыхъ) т^лъ и д й  системъ то- 
чекъ; такое допнце1ие необходимо для сравиен1я иростран- 
ственныхъ велйчипъ путемъ совм'1;щен1я. Такъ какъ мы еще 
не иы'Ьеыъ пока права предполагать как1е-либо спец1ал1>ные 
npieMU для изм^рийя цростраиствепиыхъ величииъ, то мы 
можемъ теперь дать только следующее опред'Ьлен1е твердаго 
т'Ьла; М еж ду 2 п координатами каждоИ пары точекг,, 
принадлежащих^ твердому ггтлу, существует!, уравнепщ 
независящее отъ движетя твердаго тгьла и  одинаковое для 
ваьхъ взаимно совпадающихъ паръ точекъ.

Совмттимыми считаются гЬ нары точекъ, которыя одно
временно или последовательно могутъ совпадать съ одною 
п того-же парою точекъ пространства.

Несмотря на каагущуюся неопределенность, это опреде- 
лен1е твердаго тела въ высшей степени плодотворно, такъ 
какъ на основан1и его между т точками должны существо-



вать уравнешй, между т^мъ какъ число заключаю

щихся въ нихъ неизв^стныхъ координатъ равно т п  и изъ 

нихъ, кромЬ того, должны быть въ распоряжен1и для

опред4лен1я перем^ннаго положеи1я неизменяемой системы. 
Поэтому въ томъ случай, когда o t > w + 1 , число уравнешй

превышаетъ число неизв’Ьстныхъ на ^ (w — «)(то— и— 1). От-

Отсюда сл'Ьдуетъ, что уравнен1е между кординатами какихъ- 
либо двухъ неподважпылъ точекъ не ионсетъ им'Ьть произволь
ную форму, по что этимъ уравнеп1яз1ъ должны принадле
жать особенныя свойства. Такимъ образомъ ставится опре- 
д'Ьлеиеая аналитическая задача, состоящая въ блиЯ1айшемъ 
опред'Ьлеп1и вида этихъ уравнен1й.

Заы'Ьчу, что выставленный выпхе посту.1атумъ, на осно- 
ваши котораго въ пространств'Ь пмЬетъ м’Ьсто уравнен1е для 
каждыхъ двухъ неизмЬнно соединенныхъ точекъ, отличаетъ 
пространство отъ системы цв^товъ. Въ cncTeMi; цв'Ьтовъ урав- 
H6Hie, выводимое посредствомъ закона см^шен1я, существуетъ 
вообще между пятью точками или въ частномъ случа-Ь, когда 
цв^тъ образуется изъ см'Ьси двухъ другихъ, между этими 
тремя цв’Ьтами. Въ пространств'!; этому соотв'1;тствовалъ-бы 
тотъ случай, когда всЬ твердыя гЬла были-бы произвольно 
растяжимы по нaпpaвлeнiямъ трехъ главныхъ осей. Данное 
выше онред'Ьлен1е твердости есть такимъ образомъ опред'Ь- 
леп1е высшей мыслимой степени относительной твердости.

III. Допускается виолн:Ь свободная подвижность твер- 
ды хъ 5*лъ; т. е. предполагается, что каждая ихъ точка мо- 
жетъ перейти непрерывно па м-Ьсто каждой другой, на ско.!1ько 
эта первая точка не связана уравпеп1ями, существующими 
между нею и прочими точками нокам'Ьяяемой системы, къ 
которой она принадлежнтъ.

1]ервая ю чка неизменяемой системы поэтому абсолютно 
подвижна. Если она укр1;илела, то для второй точки суще
ствуетъ ypamioHie, и одна изъ ея коорданатъ становится фуп- 
кц1ею п — 1 прочихъ. Посл'Ь того, какъ закрЬилепа и эта 
вторая точка, для первой существуетъ улсо два уравнен1я и

W {н  ̂)
т. д. Въ ц 1'.ломъ такимъ образомъ необходимо -----  —  ве-

личипъ для оиред'Ьлен1я положен1я веизм-Ьпяемой системы.
Какъ пзъ этого допущен1я, такъ и изъ допущен!я, сд-Ь- 

лапнаго подъ литерою II, сл^дуетъ, что двп пеизмпняемыя 
системы точекъ А  и  В , который могутъ быть приведены



кг совмгьщстю соотвгьтствующихъ точекъ при одномг, поло- 
ж ент  А , моъутъ быть приведены къ совмгыиетю всп>хъ т ш ъ  
точекъ, которыя совмгьщались раньте, и при всякомъ другомъ 
положенш Л  Другими словами совместимость двухъ про- 
странственныхъ формъ не зависитъ отъ ихъ положен1я или 
всЬ части пространства совместимы взаимно, если не бу- 
демъ обращать внимаи1е на ихъ границу подобно тому, какъ 
совместимы между собою B ci части одной и той-же шаровой 
поверхности, если не обращать впиман1я на ихъ конгуръ.

Поле зрен1я обнаруживаетъ более ограниченную по
движность изображен1й па сетчатой оболочке. В ъ моей физ1о- 
логической оптике указано, кагйя следств1я вытеваютъ изъ 
этого для измерен1я пространствъ глазомеромъ.

IV. Наконецъ мы должны приписать пространству еще 
одно свойство, аналогичное съ монодром1ен) функц1й комплекс
ной величины и выражающееся въ томъ, что два соимеща- 
юипяся тела совмещаются и после того, какъ одно изъ нихъ 
подверглось вращен1ю около neitoropofi оси. Вращ еш е  х а 
рактеризуется при этомъ аналитически темъ, что известное 
число точекъ движущагося т4 ла сохраняетъ во время дви- 
жен1я неизменныя коордЕпаты, ofqiamme движете пли воз- 
вращенге— темъ, что ранее пройденныя непрерывно изме- 
няющ1яся совокупности численныхъ значен1й кординатъ долж
ны быть проходимы въ обратномъ паправлен1и.

Мы можеыъ выразить этотъ фактъ следующимъ обра- 
зомъ; Е сли твердое тгьло вращается около п— 1 точекъ, 
выбранныхъ такъ, что положете тгьла зависит?, только отъ 
одной независимой перемгьнной, то вращенге безъ поворота 
назадъ приводит?, тпло въ конщь въ то начальное положете, 
изъ котораго оно вышло.

Мы увидимъ, что это послЬднее свойство пространства 
не должно необходимо существовать, если даже выполнены 
три первыя услов1я. Поэтому несмотря на всю свою оче
видность, оно должно быть выставлено какъ особое свойство 
пространства.

(Збыкновенная геометр1я предполагаетъ безъ особаго упо- 
минан1я существован1е этого последняго свойства, такъ какъ 
разсматрнваетъ кругъ, какъ замкнутую лин1ю; она предпо
лагаетъ постулатумы II п III при всЬхъ предположен1яхъ, 
въ которыхъ дело идетъ о совмещен1и, такъ какъ существо- 
ван1е твердыхъ и свободно движущихся телъ съ указанвыми 
выше свойствами есть предварительное услов1е всякой совме
стимости. Она предполагаетъ также непрерывность и изме- 
рен1я пространства. Ея положен1я въ дальнейшемъ облека



ются въ аналитическую форму, такъ какъ ихъ сыыслъ безъ 
npnMiHGHifl такой формы не можетъ быть выраженъ опре
деленно.

§ 2 .

СлЬдств1я изъ предпосланныхъ пoлoжeнiй будутг вы
водиться въ предположен1и трехъ изм1;рен1й.

Зам'Ьчу кром^ того, что такъ кавъ въ посл'Ьдующеиъ 
д4 ло идетъ о доказательств^ предложен1я Риманна, относя- 
щагося къ дифферепц1’аламъ коордикатъ, то я буду прила
гать допущен1я II, III и IV* только къ точкамъ съ безконечно- 
ыалымп разностями координатъ, такъ что совместимость, не
зависящая отъ границы, предполагается для безконечно-ма- 
лыхъ элементовъ пространства.

Пусть «, V, го суть координаты точки, принадлежащей 
твердому тЬлу, для перваго пoлoжeнiя этого т4 ла.

Пусть г, S, t будутъ координаты той-же точки при дру- 
гомъ положен1и твердаго тЬла. Они будутъ функщяып отъ 
«, V, го и шести ностояпныхъ (ностоянныхъ положен1я), оп- 
ред'Ьляюпщхъ новое положен1е твердаго тЬла. На основан1и 
дoпyщeнiя I, -г, s, t должны изменяться непрерывно вм'ЬсгЬ 
съ и, V, гс за возяожпымъ псключен1емъ тЬхъ м'Ьстъ, въ 
которыхъ Д Е и ж е гп е  точки производитъ прерывное nsMinoHie ко- 
ординатъ. В ъ  т'Ьхх случаяхъ, когда это исгелючен1е не иы^етъ 
мЬста, мы HMieMb:

 ̂ duj dUj ди 7,
an—  - d r  +  — d s +  

d)- os at

 ̂ dv  ̂ d v , dvj,  
d v ^ —dr +  — ds

dr ds dt

у dwj dw 7 dio ,
dw—  — dr -f- — as 4- dr

Or as at

(1)

въ этпхъ равенствахъ производныя суть функц1и отъ и ,  v ,  ги 
или зависящихъ отъ иихъ г, s, t и сверхъ того функц1и ше
сти постоянпыхъ положен1я.

Функц1ональиый определитель функщй и, v, ги при этомъ 
пе обращается въ нуль: иcключeнie могутъ составить только 
так1я м-Ьста, гд1> и, w или г, s, t недостаточны для оп- 
редЬлен{я положен1я точки.

Переведемъ теперь съ другой стороны твердое т^ло изъ 
перваго положен1я, когда координаты его точекъ были и ,  V, ги 

въ третье, гд'Ь он1; суть о, б, т. Мы будемъ им'Ьть снова:



d u  =
dQ  ̂ д(г dr

j  d v j  dv  ,  ( 1 " )
d u  =  — d o + — dO +  - r d T  '' '

dQ " d>J дт:

 ̂ dw I dtVj^ дьо j
dw =  — d o  +  — d 6  ■+■ r— dr\  

dq  ̂ da dt '

и зд^сь функщональный определитель также неможетъ ра
вняться нулю; то и другое справедливо, если не HMiiOTX 
jiicT a  вышеувазанныя исключен!:),

Мы можемъ теперь изъ шести постоянных^, опредфляю- 
щихъ положен1е твердаго т^ла во второыъ м'Ьст4 , выбрать 
три такъ, чтобым icTO точки и, v, w во второмъ положен1и 
системы совпадало съ MicTOMb той-же точки въ третьемъ 
положен1и (допущеше III) т. е.

Г := ^ , S— 6, t =  T.

Вводя значеа1'я du, dv, dtv, взятыя изъ уравпен1я (1), въ 
уравнен1я ( Р ) ,  мы получаемъ dr, ds  и dt  линейно и одно
родно выраженными посредствомъ dp, d6, d x ,  или же по- 
сл'Ьдн1е выраженными носредствомт. первыхъ.

Такъ-какъ определители уравнен1й (1) и ( Р )  неиогутъ, 
какъ выше было замечено, oбpaп^aтьcя въ нуль, пока коор
динаты достаточны для опред'Ьлен1я положен1я соответствую- 
щихь точекъ, то при этомъ цредположен1н всегда можно счи
тать dr, ds, dt линейно вырагкенными посредствомъ d o ,  d6, 
d r ,  такъ-что:

d r = A ^ d o  -н B „ d 6 +  C / l r  | 

d s = d o  +  d 6 +  d r  > (2)

dt= = A .^ d g ^ B ^ d g  +  C.^d~ j

Возможность получить так1я лппеипыя ура1'пен1я, исклю
чая упомянутые особенные случаи, иытекаеть изъ того, что
точка г, S, t, кото1>ую мы разслатриваемъ, не им'Ьетъ къ гг,
V ,  W никакого особепнаго отиоп1ен1я, обусловленпаго природою 
задачи, но совершенно произвольна-, то-же самое относится и 
къ точке о, б, т. Поэтому уравнеи!я (1) и должны быть 
верны въ общемъ случае, а изъ нихъ вытекаетъ (2). Урав- 
нен1е (2) не люгло быть выведено пепосредствепно съ такою же 
уверенностью, такъ какъ при двияачпи, въ которомъ точка 
г, S, t остается неподвнжпою, она находится къ точке о,



<Т, т въ такомъ особенномъ отношен1и, которое можетъ на
вести на coMHtHie, не обращаются-ли при этомъ въ нуль веб 
первыя нроизводныя.

Точка, которая въ нервомъ м^ с̂тЬ им^етъ координатами 
u +  du, v-^dv, w +  dw, им'Ьетъ во второмъ м^сгЬ координаты 
г + dr, s +  ds, t J-dt, a вътрегьемъ координаты p - h d g , f f + d 6 , 
T  +  d r ,  и величины dr, ds, dt относятся къ той-же самой 
T04K i, кахсъ и d^, d6 , d r ,  но при другомъ положении 
системы.

Въ уравнен1яхъ (2) выражается самая общая зависи
мость, которая можетъ существовать между этими величинами, 
если только пространство трехъ изм’Ьрен1й можетъ быть из
меряемо тремя непрерывно изменяющимися величинами.

Въ посл'Ьдующемъ я введу обозначен1я:

d r = £ x  d p ‘ ‘ Ŝ

ds =  sy аб=£Т]

dt =  Ez dT =  d

(2“)

гд'Ь e обозначаетъ безконечно-малую величину. Мы им^емъ 
тогда:

+  +  I

y = = A ,^ + B ,T i +  G,Z  [ (2^)

+  +  j

Коеффнц1енты А , В , С  зависят^ въ этихъ уравнен1яхъ 
отъ трехъ еще оставшпхоя произвольными ностояпныхъ, онре- 
д’Ьляющихъ полоа;еп1е системы въ посл Ьдпемъ м^сг'];; мы обоз- 
начимъ эти постояппыя р ', <р" п Если мы пзм'Ьппмъ эти 
постоянныя иа безкопечпо-малыя величины dp', d i f  и dp'", то 
второе MicTO систе.мы пз.мепяется, и вм'Ьст'Ь съ ннлп. изменя
ются значс1пя X, у, Z на dx, dy, dz. Обозначая буквою v  
П01!ую перем’1шную, полагая при предположенпомъ маломъ 
перемещипи

^  Ф '  +  ^  ip "



и придавая буквамъ и (§,„ cooTBtTCTByroiAia значен1я, бу- 
демъ им^ть:

^ - я , 5 + » . , + б , г

dv

(3 «)

Выражая въ этихъ уравнеп1яхъ г,, 4 изъ уравнен1й (1) п 
(1а) и (2«) линейно посредствомъ х, у, г, чего можемъ всег
да достигнуть на основан1и сказаннаго, мы получаемъ выра- 
жеп1я:

dz 7

т

Такъ как7, каждая изг величипъ а, Ь, с заключаетъ три про
извольно изм'Ьняющ1яся величины dp', dp", dp'", то можетъ 
существовать безконечпое множество такихъ системъ преобра- 
зован1й. Но мел1ду коеффиц1ентами четырехъ изъ нихъ всегда 
будетъ существовать система лпнейныхъ ypaBiicHiS вида:

ап = /» '«  + g a '\ + lia n '"

bp^ fb'p  +  p b ;' +  lib /

Cq ~ f c  q +  QCq +  hCq ,

ВЪ которой f, g, Ti суть постоянныя величины, a n, p, q—  
кагае-либо изъ указателен О, 1, 2; система эта получается 
путемъ исключен1я dp', dp", dp'". Если системы а', и т. д., 
а "  и т. д., a j '  и т. д. таковы, что между нхъ коеффиц1ен- 
таыи не существуетъ системы уравнен1й, подобной только-что 
написанной, то каждая другая система, соотв-Ьтствующая воз
можному движен1ю, выражается линейно посредствомъ коеф- 
фищентовъ а', а", а'" и т. п., и обратно калсдая сумма, име
ющая форму предыдущихъ выражен1й для а„, Ьр, Cq съ про
извольными постоянными f ,  д, h будетъ соответствовать воз
можному движен1ю. Другое опред'Ьлен1е различныхъ движен1й



этого рода дается т'Ьмъ, что, по предложен1ю III, посл4  того 
какъ закр'Ьплена одна точка, еще одна точка можетъ считаться 
неподвижною; т'Ьмъ не Menie движен1е остается возможнымъ. 
Мы должны им'Ьть возможность поэтому такъ изменять ф ' ,  
ф " ,  dp"', чтобы для произвольно заданныхъ значен1й х^, у .̂

ЕМ’Ь ли  м4 сто уравнен]я:

Но это может'ь им'Ьть мЬсто только въ томъ случай, 
если для вс'Ьхъ безконечно-малыхъ вращен1й системы удов
летворяется услов1е, что определитель, составленный изг коеф- 
фпцхентовъ:

о, К

К ,  с,

а.•г1 ь,, с.

(4 ).

Ыосл'Ь перваго безконечпо-малаго перем'Ьщен1я, перево- 
дящаго V  въ V  + d v ,  х ъ ъ х л -d x, у ъ ъ у -^dy и г ъъ г -^dz, 
можемъ произнести другое того-же вида и той-же величины. 
Называя систему въ первомъ M'bcT  ̂ во второмъ А.,, и 
предполагая оба положен1я существующими одновременно, мы 
увидимъ, что точЕИ {x +  dx, у л -dy, z-\-dz) въ Д  совмеща
ются съ т'1;ми точками которыя им'Ьли первоначально 
м'Ьсто (ж, у, г). Если теперь съ А  ̂ произведемъ то перем^- 
щен1е, посредствомъ котораго система первоначально перешла 
вь то А.̂  перейдетъ въ А^\ мы можемъ считать что v  изме
нилось при этомъ въ V  +  2d b ,  а коеффиц1енты а, Ъ, с 
независятъ отъ v .  При этомъ, на основан1и заключитель- 
наго положеи]‘я въ дoпyщeнiи III ,  точки, им'Ьвш1я при 
первомъ перем’1;щен1н координаты х, у, г, подучаютъ теперь 
то положен1е, которое при первомъ перем'Ьщен1и заняли точки 
съ координатами x +  dx, y +  dy, s -h d z .  Это разсужден1е мы 
можемъ повторять сколько угодно разъ.

При каждомъ такомъ перем'Ьщеп1н точки съ координа
тами {х ,^ , г) б у д у т ъ  переходить соответственно ypaвнeнiямъ 
(3 )̂ въ {x +  dx, y +  dy, z +  dz), какъ и въ первый разъ. Про
должая непрерывно эти перемещен1я, мы пайдемъ, что коеф- 
фиц1енты а, Ь, с уравнен!й (3*) остаются постоянными, между 
темъ какъ V  растетъ проиорц1ональво времешг, х, у , z, если

О



нхъ отнести къ определенной точк^ подвижной системы 
будутъ изм'Ьеяться, какъ указываютъ уравиен1Я (3*), причеыъ

^  ^  должны быть разсматриваемы какъ производныя.

Чтобы произвести интегрироваше уравнен1й (3 )̂, мы 
отыскиваемъ четыре новыхъ постоянныхъ посредствоиъ сл^- 
дующихъ уравнен1й:

Ш =  1а^+та^ +па^ 

т Ь  =  1Ъ„ +  тЪ, +  пЬ.,
I

(!•)

nh =  lc  ̂+  mc  ̂ -¥пс,̂

Исключен1е изъ этихъ уравнен1й т ,  п даетъ определитель: 

а — \  о ,, й,

с., с — \

к
с0 5

= 0, (4^0

Это уравнензе третьей степени отпоснтельно h  им^етъ три 
корня; каждый изъ нихъ, будучи вставленъ въ уравнен1я (4«), 
доставляетъ систему значен1й для I, т, п, причемъ одна изъ 
этихъ постоянныхъ остается произвольною.

Если уравнен1я (4 ") удовлетворены, то изъ уравнен1я 
(3 )̂ вытекаетъ:

^ ^ 1х +  ту +  П2  ̂ =  h^ lx  +  my +  nz^ (4 *̂ )

или, обозначая буквою А  постоянную интегрирования,

1х  +  ту +  пг==Ае^'^', (5)

конечно уравнен1я (4 “̂ ) и (5) им^ють м’Ьсто для каждой изъ 
трехъ системъ значен1й, доставляемыхъ уравнен1ями (4“ ) и (4*).

Всл'Ьдств1е уравнешя (4 ) одно изъ значен1й h должно 
равняться нулю. Для него имеемг:

1̂ х +  т^у +  п^г^ const. (5«)

Два другихъ \  и \  могутъ быть вещественныя или сопря
женно комплексныя величины. Въ первомъ случай и соотв4 т- 
ствующ1я I, W, п — вещественны, во второмъ— комплексны.



Е с л и  оба корня \  и \  вещественны, то изъ уравнен1й 
формы (5) сл'Ьдует'Ь, что соотв’Ьтствующ1я величины

l^x +  m^y-\-n^z и l^x +  m^y +  n^s

могутъ изменяться непрерывно отъ О до ± о о ,  но безъ обрат- 
наго движен1я (Umkehr) или скачка он^ не ыорутъ возвра
титься къ прежнему положен1ю, какъ того требуетъ посту- 
латумъ IV ; поэтому и х ^ у ,г  не ыогутъ снова принять гЬхъ- 
же значений. То-лге самое им1>етъ ы'Ьсто и въ томъ случай, 
если \  и равны по зпачеп1ю. При этомъ получается одна

линейная фупкщя ж, у, г  равная и другая, равная 
Тоже самое им^етъ м^сто и въ томъ случа'Ь, если и 
одновременно исчезаютъ. Тогда можно составить три линей- 
ныхъ фупкщи, изг которыхъ одна постоянна, другая равна 
V  и третья равна v \

Если и им^ютъ папротивъ комплексныя значен1я, 
то то-же самое пы^етъ jiicTO для cooTBiTCTByroninxb I, т, п. 
Полагая тогда:

7i, =  ^ +  a i  =  д — a i

Щ  =  /̂ 0 +  '>̂ 2 =  ,“ o—

будемъ им^ть;

'К x +  u^y +  'i ẑ== Ae^'^cos{cov +  c)

\ x +  u^y +  \î z =  A e ^ '^ sin {a v  +  c).

Въ такомъ случаЬ мы им^емъ

{ \ x + u ,y - ^ ^ ^ z Y  +  { \ х +  u^y +  \ z r  =  A^e‘̂ ^'^. (5 )̂

Это ypaBHenie также не допускаетъ, чтобы ж, у, z  безъ обрат- 
наго движеп1я и скачка возвращались къ старымъ значен1ямъ, 
если только i9  не равно нулю.

Итакъ постулатумъ (IV) моя;етъ быть удовлетворенъ 
только въ томъ случа'Ь, если корни уравнен1я (4*), не рав
ные нулю, д'Ьлаются чисто мнимыми. На основан1и y p a B H e n itt  

(4*) это им'Ьетъ м^сто, если

а , -t-5, + с ,  =  0. (6)



Мы им4 емъ такимъ образомъ окончательно для опред’Ьлен1я 
ж, у, г  какъ функц1й отъ v  три уравнен1я:

l^x +  m^y +  n^s =  const 

\ х + u^y +  ^ ẑ =  Acos{cov +  c) 

\ х + u^y +  'j^2 =  A sin{(ov +  c)
(6“)

Определитель

0̂,

,^0)

можетъ равняться нулю только въ томъ случай, если суще
ствуете уравнен1е, определяющее V ,  какъ постоянную вели
чину т. е, если не существуетъ движен1я. Сл'Ьдовательно ве- 
личинм X ,  у ,  Z  могутъ быть изъ трехъ уравнен1й (6“ ) одно
значно определены, какъ функщи v .

Вычнслен1е значительно упрощается, если мы введеыъ 
вм'Ьсто велнчипъ х, у, z  три выше найденныя:

Х ^ 1̂ х^т ^у +  п^г 

Z  =  \ ,% +  LL,y +  '\ z  ,

(6^)

Обратно изъ нихъ всегда могутъ быть выведены однозначно 
ж, у ,  Z.  ,

Мы изсл'Ьдовали до сихъ порь одинъ родъ вращеньч, 
при котороыъ должна остаться неподвижною точка .
Но на основаши (6“ ) при нзследуеиомъ двнжешн

dX
dv

=  0 .
с1У_
dv

■7 Т7-coZ, =  ы У
dv т

Две последп1я величины равны следовательно нулю для техъ 
точекъ, для которыхъ y = Z  =  0 . Эти точки и остаются въ 
покое при разсмотрениомъ движен1и.

§ 3 .

Мы должны теперь изследовать друг1е виды вращен{я 
системы. Какъ и было выше замечено, мы можемъ во время 
вращен1я считать неподвижною каждую другую точку системы.



Разсматривая второе вращеше, при которомъ остаются 
въ n o K o i  t o 4 k h X = Z  =  0 и  называя переменную возрастаю
щую пропорщоиальпо времени v ',  ыы ыожеыъ писать:

f - = . z + o + r , z (7)

Средн)й столбецъ коеффиц1ентовъ долженъ быть равенъ пулю 
такъ какъ для X  =  Z  =  0 производныя, стоящ1я въ л'Ьвой 
части, должны обращаться въ нуль.

Оба условиыя уравпен1я (4) и (6), которымъ должна 
быть подчинена всякая система коеффиц1евтовъ, если враще- 
iiifl должны быть замкнутыми, приводятся теперь къ

=  (7")

Въ третьемъ вращен!и пусть остаются на м-Ьст^ т^ точки, 
для которыхъ Х = 5̂ ==0 . Если пере&гЬнная, растущая про- 
порщопально времени, есть г/", то мы можеыъ писать;

" I ,  = a.X H -b .F H -0  

g  =  « .X + 6 .F + 0

(8)

при услов1и а„ +  =  0.
Изъ формы коеффиц1ентовъ, данной уравнентемъ (3), 

вытекаетъ, какъ уже и было выше зам'Ьчено, что если дв'Ь 
системы коеффиц1ентовъ удовлетворяютъ услов1яыъ задачи, 
то и суммы соотв^тствующихъ кoeффицieнтoвъ должны со
ставлять систему, удовлетворяющую этимъ услов1ямъ.

Прим'Ьняя это К7> (6'") и (7), ыы иы'Ьеыъ:

а»

а.

О, Г о  

о, у - с о =  0



Такъ какъ коеффищенты каждой изъ этихъ системъ за- 
ключаютъ произвольную постоянную въ вид'Ь множителя, то 
мы должны им’Ьть отдельно: == О и также =  О, дал'Ье

« ./о  =  0-
Но не можетъ равняться нулю, если мы не хотиаъ 

противоречить постулатуму 1У ; ибо въ случай =  О изъ урав- 
нен1й (1) сл^дуетъ

^ = 0  т. е. Х = С ,  
dv

Z = a f i v ' ^ C  

Y =  а .  C v '- r y ,  C 'v ’ +  C v '^  +  C ",

гдЪ с ,  о  'В. O ' суть постоянныя величины. Ташя уравнен1я 
представляли-бы не замыкающееся вращен1е.

По этой-же причин'Ь не можетъ равняться нулю. 
Такъ какъ у^ не можетъ быть равно нулю, то уравне- 

Hie а ,у „  =  0 удовлетворяется, только полагая =  система 
коеффищентовъ уравнен1й (7) приводится поэтому къ

О, О,
о, о, у,
а ,,  О, 0 .

Т'Ьмъ-же самымъ путемъ получаемъ для системы коеффиц1ен- 
товъ уравнешй (8):

а, =  Ь ,= 0

Зд'Ьсь и не могутъ быть нулями по той-же причин^, 
какъ и у^. Следовательно а, =  О, и система приводится къ

О, О 
а „  О, О 
О, Ь „ 0 .

Наконецъ, составляя сумму всЬхъ трехъ системъ, получаемъ 
услов1е:

О, К ,  у ,

а,, О, 7 , — м  = 0

а „  Ь^+со, О



или b o ( / i — " ) « . + / » =  ( 9)

Такъ какъ это уравнен1е должно иы’Ьть ьгЬсто и въ томъ 
случа'Ь, если коеффищенты, принадлежащ1е одной и той-же 
систеы'Ь, умножаются па произвольную постоянную, то от
дельно:

7 о « . — ( 9«)  

К Г Л - О  ]

(10)

«.Ь, / „ = 0

Но такъ какъ ни Ь, и а ,̂ ни а^ пу^  не ыогутъ обращаться 
въ нуль, то

у ,  =  О и bj =  0 .

П олагала, = — 90, y^ =  v-q), им^емъ изъ уравнешя (9«)

Ь „ = — Х’/'-
Отсюда мы получаемъ окончательно полную систему воз- 

можныхъ преобразован1й въ случай безконечно-малыхъ пере- 
м4 щен1й:

d X =  —  V d v "  +  Y.(pZdv'' 

d Y =  ip X d v "— (oZdi) 

d Z  =  — g jX d v ' 4- Y d v . ,

Эта система заключаетъ три произвольныя перем'Ьнныя вели
чины d v , d v ',  d v "  и должна поэтому включать всЬ возмож- 
ныя вращешя.

Величина х должна быть положительна, если система 
даетъ только мниыыя значен1я для /г.

Изъ уравнен1я (10) сл^дуетъ, что при каждомъ нронз- 
вольно-ыаломъ вращен1и системы:

- X d X + y d Y + Z d Z  =  ^
И

т. е. Z ’ +  x F ‘ 4 - x Z ’ =  co«sf.

Выражая X  F, Z  съ помощью уравнен1й (6^) и (2«) по- 
средствомъ dr, ds, dt и полагая:

fZS’ = (J^dr -h m̂cfs + n̂ d:t) ’ +
X(}\^dr-\- a^ds +  v„dt) * +  

x("Xj dr +  w, ds +  ^̂ d̂t) ’



находимъ, что d S  есть величипа, остающаяся HCHSMiHHOK 
при всЬхъ вращен1яхъ неизм'Ьняемой системы около точки: 
tir =  ds =  dt О и пм'Ьющая nsMipeHin дифферепщаловъ 
dr, ds, dt.

Эта величина можетъ быть поэтому разсматриваеыа, какт. 
независящая отъ вращательныхъ движен1й ы'Ьра простран- 
ствеппаго различ1я точекъ (г, s, t) и {r +  dr, s +  ds, t +  dt).

§  4 ,

Такпыъ образомъ мы пришли къ исходному пункту 
изcл’Ьдoвaвiй Риыанна, показавъ, что существуетъ однород
ное выражен1е второй степени отъ диффереиц1алов-ь, ко
торое остается неизм'Ьннымъ при каждомъ движеЕ1и двухъ 
неподвижно соединенныхъ между собою безконечно-близкихъ 
точекъ. Такъ какъ мы применили выше данныя a itc io M H  II 
и IV , выражающ1я возможность совм'Ьщешя между различными 
частями пространства, только къ безконечно-малымъ элемеп- 
тамъ пространства, то обнаруживается, что допущен1е Ри
ыанна тожественно съ допущен1емъ, что пространство моно- 
дромно, и что безконечно малые элементы пространства, во
обще говоря, совместимы, если не о?)ращается вниман1е на 
ихъ границы. Смыслт; этого предложен1я сд'Ьлается ясн'Ье, 
если мы ограничимъ его двумя HSMipeHiflMH. Изъ допущеы1я 
Риманна сл4 дуетъ въ этомъ случя'Ь, что способы nsMipeHia 
пространства совиадаютъ съ т^ми, которые учитъ применять 
наша аналитическая геометр1я на произвольной кривой по
верхности. Д’Ьйствительно безконечно-малые поверхностные 
элементы произвольной кривой поверхности ыогутъ быть раз- 
сиатриваемы, какъ плоск1е и совпадаюице между собою, если 
не обращать вниман1я на ихъ очертан1я.

Дальнейшее изсл1;довап1е отпосится къ вопросу о сл^д- 
ств1яхъ, которыя вытекаютъ изъ допущен1я, согласно посту- 
латуму III, совместимости конечныхъ частей пространства 
независимо отъ границы и при вс^хъ возможныхъ вращен1ахъ. 
Какъ въ этомъ случай д.та двухъ изм’Ьрен1й кривая поверх
ность должна превратиться въ поверхность шара (*) и.1и въ 
поверхность, происходящую изъ пея сгибаьпемъ безъ растя- 
ж е тя , такъ и для случая трехъ и большаго числа H3MipeHiS 
Риманнъ показалъ, что величина, называемая имъ м4 рою 
кривизны, должна быть постоянною. Я не буду излагать 
здесь эту часть моего изследован1я, заключающуюся неяв- 
нымъ образомъ въ изследован1и Риыапна.

{ * )  [1882] или псевдосферы.



Мон результатъ заключается въ сл'Ьдующемъ.
Предполагая, что выполнены наши 10пущен1я I— IV , 

самая общая система геометр1и будетъ та, которая получи
лась бы по правиламъ нашей обыкновенной аналитической 
геометр1и, нриы'Ьненной къ шароподобному пространству (*) 
трехъ нзм'Ьрен1й, котораго уравнен1е въ четырехъ ирямоуголь- 
ныхъ координатахъ можетъ быть представлено подъ видомъ:

X ^ + Y ‘ -¥Z^ +  {S +  R y  =  B \

Зд'Ьсь X , У, Z  могутъ сд'1!латься безконечно большпип 
только npnJR =  co . Этотъ посл-Ьдн1й частный случай соотв'Ьт- 
ствуетъ нашей д'Ьйствптельной геометр1и, основанной на aKcio- 
махъ Евклида. При этомъ X , У, Z  могутъ им'1;ть только 
тогда конечиыя зпачеп1я, когда S = 0: уравнен{е 5  =  0 есть 
уравнен1е нлоскаго образа. Въ виду этого мы должны счи
тать, пм'Ьст'Ь съ Рпманномъ, Евклидово пространство по 
отношен1ю къ прострапствамъ большаго числа nsMipcHifl—  ̂
плоскиыъ пространствомъ.

Накопецъ замЬчу еще, что, отбрасывая постулатъ IV , 
получаемъ системы reoiiexpin, совершенно отличныя отъ на
шей, но которыя могутъ быть однако проведены вполн'Ь по
следовательно. Легче всего это можно показать для двухъ 
коордипатъ. Если-бы величина & ypaBHCHifl (5*) не равнялась 
нулю, то линейныя и:ш'1;рсн1я каждой плоской фигуры возра
стали бы въ постоянпомъ oTHomenin при вращеп1и на по
стоянный уголъ въ одномъ и томъ-же направлен1и’, геометри
ческое M'liCTo вс'Ьхъ точекъ, физически равноотстоящихъ отъ 
некоторой данной точки, будетъ въ этомъ случай спираль.

Другой легко изучаемый прим^ръ получается, если въ 
аналитической геометр1и плоскости при прямоугольныхъ ко
ординатахъ разсыатрипать координаты у мнимыми. Это со- 
отв'Ьтствуетъ предположен1ю, что /г, и вещественны, а

+^2 =  0.

М'Ьсто точекъ равноотстоящихъ отъ неподвижной точки 
была-бы тогда равносторонняя гипербола.

Изсл'Ьдовап1я Риманяа и мои, EM'IiCTi взятыя, показываютъ 
такимъ образомъ, что выше данные постулатумы въ соеди- 
нен1и съ сл'Ьдующими двумя цоложен1ями:

V . Пространство им15етъ три изм4 рен1я.

(*)  Илп псепдосферпчеекому.



Y I. Пространство безконечно протяженно
составляютъ достаточное основан1е для развит!я учен1я 

о npocTpaHCTBt (*). Я уже указалъ, что эти постулатумы 
должны быть предполагаемы и обыкновенною геоыетр1ею, 
хотя и не упоминаются ею; наши постулатумы допускаютъ 
такимъ образомъ мен^е, ч^мъ предполагается обыкновенно 
геометрическими доказательствами.

Вм'Ьст^ съ т'Ьмъ нельзя не обратить вниыан1я на то, 
что вся возможность системы нашихх пространственныхъ 
HSMipeHifi зависитъ, какъ показываетъ предъидущее изложе- 
Hie, отъ c y i4ecTB0BaHiM такихъ т'Ьлъ природы, которыя доста
точно близко подходятъ подъ паше понят1е о твердыхъ т^- 
лахъ. Независимость совместимости отт> положения и паправле- 
н1я совмещающихся пространственныхъ формъ и отъ пути, 
которымъ они приведены кт. совпаден1ю, есть тотъ фактъ, 
па которомъ основывается возмолшостьизм'1>рен1я пространства.

С') Оик не разд^ляют'ь геомецип Евклида ot’j. reo^ieipin .1пбачевскаго.



З М Ч А Н г а  н и  РА БО Т? ГЕЛЬМГОЛЬЦА:

„О Ф и н х г ,  к ж А Щ И х г  в ъ  о с н о в л н и  г е о м е т р 1 и “
С О Ф У С А  л и  ■).

Переводъ Д . М- Стцова.

Знаменитая работа Гельмгольца „Ueber die Thatsachen, die 
del’ Geometric zu Grunde liegen “ разсматриваетъ задачу, стоя
щую Бъ т'Ьсп'Ьйшей; связи С'ь повой теор1ей группъ пре- 
образован1й. Побуждаемый Елейномъ, я поэтому решился 
применить къ этой важной, хотя и частной задач'Ь методы моей 
Tcopin преобразован1й. При этомъ я дришелъ къ уб'Ьж детю , 
что прокладываюиця новые пути изсл'Ьдован1я Гельмгольца 
еще не могутъ быть считаемы посл'Ьдыимь словомъ по этому 
вопросу.

Именно, во 1-хъ дедукц1я Гельмгольца содержитъ въ 
себ4 проб'Ьлъ, который впрочемъ не оказываетъ никакого 
влiянiя наконечный результатъ,— по крайней м'Ьр'Ь для трехъ 
изм'Ьрешй; w n i однако пе удалось заполнить этотъ проб'Ьлъ 
т’Ьми-же простыми аналитическими средствами, которыми обхо
дится Гельмгольцъ въ своей рабогЬ.

Съ другой стороиы, мн'Ь кажется, я доказалъ, что въ 
нростраиствахъ трехъ nsji'bpeHin акс1ома мoнoдpoмiи, играющая 
такую большую роль у Гельмгольца, излишня, если истолко
вать надлежащимъ образомъ его aKcioMy свободной подвиж
ности.

’) Bericlite (lev Koiiiglicli Siichsischen Gescllschal’t dev Wi^setiscliat'ten za 
Leipzig. Matheiii.—pliysilc. Classe. 15Л. 3S. 1886.



Наконецъ я считаю Ц'Ьлесообразнымъ заменить Гельмголь- 
цевы акйомы другими, которыя представляются мн4  бол'Ье 
простыми.

Во всякомъ случай изсл'Ьдован1я, которыя привели меня 
къ этимъ результатамъ, въ сравнен1и съ Гельмгольцевыми 
представляются кропотливыми и требуютъ бол4 е длиппаго 
счета. По этому я ограничусь зд'Ьсь т4 мъ, что изложу нЬ- 
сколько обстоятельнее выше указанные свои результаты, чтобы 
сд’Ьлать возможно яснымъ ихъ значен1е. При этомъ я точно 
также буду держаться пространства трехъ изм^репШ.

B e t  движеп1я Евклидова или неевклидова пространства 
трехъ nsMipenifi изображаются тремя уравнен1ями преобра- 
зован1й:

( 1 ) {  2/ i = 95(*,2/A « i:« 2- •■)

гдЪ «J, «5,... суть параметры. Е с л и  дадимъ этимъ параметрамъ 
опред'Ьлепныя значен1я, то получимъ определенное движение, 
при которомъ каждая точка ху^ занимаетъ повое положеп1е 

Если, напр., мы находимся въ Евклидовомъ простран- 
ств4  и считаемъ xyz  за декартовы координаты, то три функц1и 
f\q) и \р липейпы относительно х,у,з. Если же возьмемъ 
другую систему координатъ, то аналитическое выражен1е для 
движен1й Евклидова пространства получаетъ вообще нели
нейную форму.

Задача, которую поставилъ себ'Ь Гельмгольдъ въ цити
рованной работе, въ существенныхъ чертахъ следующая. Онъ 
ищетъ так1я свойства аналитическаго выpaжeпiя движен1й, 
которыя пе зависятъ отъ выбора координатъ и характери- 
зуютъ эту совокупность преобразован1й возможно простымъ 
образомъ. Свойства, вибрапныя Гельмгольцемъ, которыя при
сущи какъ Евклидову, такъ и неевклидову пространству, мо- 
гутъ быть, по моему MHiHiro, резюмированы сл^дующимь 
образомъ.

В о  1 -ыхъ: функц1и f,(p и \р, являющ1яся въ соответствую- 
щихъ уравнешяхъ преобразован1я, суть аналитическ!я функц1и 
ихъ аргументовъ.

В о  2 -ыхъ: две точки х̂ у г̂  ̂ и х^у г̂  ̂ имеютъ по отношешю 
къ каждому движен1ю инвар1антъ

x ,y ,z ,) ,

ихъ разстоян1е по обычному выражен1ю. Въ Евклидовомъ



пространств^ при употреблен1и декартовыхъ координатъ этотъ 
инвар1антъ им^етъ, какъ известно, форму

V{x  ̂— x J ^ + { y — y , y + { 2, — s J \

К акъ  3 -е свойство, Гельыгольцъ выбираетъ свободную 
подвилгность соотв’бтствующаго пространства, которой онъ 
даетъ такое опред'Ьлен1е. Каждая точка пространства можетъ 
перейти въ каждую другую точку пространства. Если закр^- 
пимъ точку то всякая другая точка х у̂ г̂  ̂ молгетъ еще
занимать вс^ положен1я хуг, которыя удовлетворяютъ одному 
ypaB seniro именно:

Щ х  у Z х^у г̂ )̂ =  ^{х^У.г^х^у^г,)

Если удерживаются неподвижными дв'Ь точки иж,2/,г^, 
то всякая третья точка х у̂̂ г̂  можетъ еще занимать вс4  поло- 
жен1я, опред’Ьляемыя двумя уравнен1ями

а { х  у  Z x ,y^ z^ )^ i2{x^y,z^x^y,zj
П { х  у  Z ) - -  n { x ^ y , z , x ^ y , z ^ ) .

Если наконецъ три точки закреплены, то возможныя положе- 
Hia четвертой определяются тремя подобными уравнен1ями. Въ 
этомъ случаЬ всЬ точки пространства остаются неподвижными, 
— за исключен1емъ т^хъ случаевъ, когда третья точка 
занимаетъ особенное положен1е въ отпошен1и первыхъ двухъ.

Наконецъ въ4 -ыхъ Гельмгольцъ совершенно определенно 
приписываетъ пространству еще следующее свойство: если 
твердое тело вращ ать, не меняя направлен1я вращен1Я, около 
двухъ точекъ, остающихся въ покое, то это вращен1е приводитъ 
его наконецъ въ начальное положеше.

Гельл1гольцъ определенно утверждаетъ. что это последнее 
свойство— MOHOApoMifl пространства п измерешй— не есть след- 
CTBie трехъ выше названныхъ; но кроме случая п = 2 , онъ 
не даетъ доказательствъ своего утвержден1я.

Чтобы доказать теперь, что четыре имъ установленныя 
свойства характеристичны для Евклидовыхъ и неевклидо- 
выхъ движен1й, Гельмгольцъ старается вообще определить все 
системы уравнен1й npeo6pa30BaHifl, которыя обладаютъ этими 
свойствами. Какъ я уже сказалъ выше, мне кажется, что вы- 
полнеЕЙе имъ этого определен1я содержитъ пробелъ. Именно, 
если удерживаемъ неподвижно одну точку произвольно лежащую, 
то, какъ показываетъ Гельмгольцъ, возможно еще безконечно-



много безконечно - малыхъ движeнiй, т. е. преобразован^. 
Каждое такое движен1е, если ненодвижную точку взять за 
начало координатъ. можетъ быть определено уравпешями та
кого вида:

д х a ^ x + \ y  +  c^z+  . . .
drj

cjl
dri

dz
d)]

Правыя части суть при этомъ безконечныя строки, располо
женный по возрастающимъ степенямъ хуг. Теперь а priori 
легко представить себ^, что между представленными такимъ 
образомъ безконечно - малыми движешями существуютъ так1я, 
въ paзлoжeнiяxъ которыхъ совершенно отсутствуютъ члены пер- 
ваго порядка, и въ особенности можетъ это представиться при 
всЬхъ т'Ьхъ движeнiяxъ около неподвижной точки, при кото
рыхъ остается неизменною еще и соседняя точка. При та- 
кихъ безконечныхъ малыхъ движен1яхъ оставались бы въ по- 
ксЬ и все точки безконечно-близк1я къ началу координатъ, 
если пренебрегать величинами безконечно-малыми второго по
рядка. Эта возможность, по моему MHiniio, Гельмгольцемъ во 
всякомъ случае недостаточно принята во внимаше. Я могъ 
бы поэтому спросить, действительно ли такъ само собою 
понятно, что кoэффицieнты не могутъ одновременно
уничтожаться, если наши у р а в н е н 1 Я  n p e o 6 p a 3 0 B a H i H  обладаютъ 
соответственно выше указанными свойствами? _

Мое второе 3aue4aHie относится къ акс1оме монодром1и. 
Здесь я долженъ прежде всего поставить на видъ, что ташя 
ypaBHeHifl преобразован1й, которыя удовлетворяютъ тремъ 
первымъ Гельмгольцевымъ aKcioMaMb, необходимо образуютъ 
непрерывную группу. Понят1е группы не выступаетъ однако 
у  Гельмгольца явнымъ образомъ, а между теыъ именно свой
ство составлять группу является въ высшей степени важнымъ 
для уравнен1й преобразован1й; это свойство само по себе 
уже значительно ограничиваетъ возможные случаи.

Чтобы различить теперь, будетъ ли монодром1я след- 
ств1емъ трехъ первых'ь свойствъ, нужно прел;де всего съ боль
шею точностью определить свойство свободной подвижности. 
Именно, или можно удовольствоваться тpeбoвaнieмъ, чтобы 
свободная подвижность имела место для точекъ, произвольно



расположенныхъ одна относительно другой; или же можно 
поставить TpedoBaHie, идущее дал’Ье, чтобы свободная подвиж
ность внутри известной области им'Ьла м^сто безъ исключен1я.

Гельмгольцъ хогЬлъ, по всей вероятности,— судя по бук
вальному смыслу его изложен1я,— чтобы его требоваше сво
бодной подвижности было выполнено внутри известной области 
безъ исключен1й. Не смотря на это, мн’Ь казалось ц^лесо- 
образпымъ попробовать положить въ основу предположеше, 
что свободная подвижность им^етъ м’Ьсто только для точекъ 
произвольнаго взаимнаго положен1я. Въ этомъ пред пол олсен1и 
я и опред'Ьлилъ всЬ группы уравнен1й преобразован1й, кото- 
рыя удовлетворяютъ тремъ иервымъ изъ выше устаповленныхъ 
Tpe6oBanifi. _

K p o iii группъ Евклидовыхъ и неевклидовыхъ движен1й 
оказалось еще н'Ьсколько различпыхъ группъ, изъ которыхъ 
дв'Ь ') содержатъ даже каягдая параыетръ. Но эти добавочныя 
группы, пе удовлетворяютъ требован1ю свободной подвижности, 
если это требован1е распространимъ на вс1 точки произвольно 
малой области. Въ каждой изъ этихъ группъ пространство 
разлагается на систему оо® кривыхъ, которыхъ совокупность 
остается неизм'Ьппою при преобразован1яхъ группы, между 
т^мъ какъ отд'Ьльпыя кривыя переменяются между собою. 
Но бол'Ье того. Е сли закршимъ одну точку пространства, 
то останется въ покогь не только проходящая черезъ точку 
кривая этой системы, но и каждая отдельная точка со- 
отвшпственной кривой. Въ другомъ м'ЬсгЬ я остановлюсь на 
этомъ подробнее. Можетъ быть, можно спорить о томъ, бу- 
детъ ли монодром1я сл'Ьдств1емъ трехъ первыхъ акс1омъ или 
н'Ьтъ. Она будетъ непрем'Ьнпо сд'Ьдств1емъ, если въ акс1ому 
свободной подвижности вставимъ определенно, что со^ точекъ 
пространства пе могутъ быть такъ разделены н ао о * системъ, 
что вс'Ь о о ’ точекъ такой системы всегда одповременпо остаются 
въ покое.

Перехожу теперь къ третьему своему замташю, кото
рому придаю главное значете. М не удалось и при томъ до
вольно простыми соображен1ямп доказать, что уравнен1я Евкли
довыхъ и неевклидовыхъ двпжен1й пространства трехъ изме- 
penifi могутъ быть характеризованы слёдующимъ простымъ 
образомъ;

1 “. Они определяютъ непрерывную группу преобразован1й 
пространства трехъ измерен1й.

’) 0 6 t  группы , о которыхъ говорится въ  текст4, подобны впрочемъ  
одна другой чрезъ посредство воображаемаго преобразоваБ1я. Прим. авт.



2 “. Въ этой rp yn n i свободвая подвижность существуетъ 
въ сл^дующемъ смысл^: если внутри известной области закрЬ- 
пимъ произвольную точку и въ тоже время произвольный 
черезъ нее проходящ1й линейный элементъ, то все еще воз
можно непрерывное движеше. Если же закр'Ьиляемъ не только 
точку и проходящ1й черезъ нее линейный элементъ, но въ 
тоже время и элементъ плоскости, который проходитъ какъ 
черезъ точку, такъ и чрезъ линейный элементъ, то бол4 е не 
возможно уже никакое непрерывное двин:ен1е.

Мн'Ь удалось, по моему Mniniio, строго, хотя п не совсЬмъ 
кратко доказать и для пространствъ бол Ьс, чЬмъ трехъ изм'Ь- 
рен1й, что совокупность Евклидовыхъ и неевклидовыхъ двп- 
жен1й можетъ быть характеризована совершенно аналогичнылъ 
образомъ.

Въ предыдущемъ излoжeнiи я принялъ, что уравнен1я 
преобразовап1я (1) суть аналгтичестя относительно ьходя- 
щихъ нерем'Ьнныхъ. Если это предположегпе отбросить и 
предположить только, что соотв'Ьтствующ1я функц1и непре
рывны и им^ютъ известное конечное число производныхъ, то 
методъ, который былъ мною нрим'Ьнепъ при разбор'Ь Гельм- 
гольцевыхъ акс1омъ, уже не примЬнимъ. Бъ этомъ случай я 
не решаюсь поэтому утверждать, что указанный пробЬлъ въ 
дедукц1и Гельмгольца остается безъ вл1ян1я на результатъ, 
и еще того мен^е,— что его aKcioMa монодром1и есть сл'Ьд- 
C T B ie другихъ его аксшмъ.

Положивъ об4  свои акс1омы въ основу, я могу, какъ мн'Ь 
думается, строго доказать, что соотвЬтствующая группа и въ 
этомъ случай остасляетъ неизм'Ьняемымъ квадратичное выра- 
жен1е

^  iifilcdXidXfi ,

такъ что элементъ дуги въ Риманновомъ смысл'Ь продолжаетъ 
существовать.



ОБЪ ОСНОВНЫХЪ ГЙПОТЕЗАХЪ ГЕ0МЕТР1Й.

г. П У А Н К А Р Е  ’).

Иереводъ Д .  М . С и н ц о в а .

Въ логик'Ь изъ ипчего нельзя и вывестп ничего', въ 
каждомъ доказательств'Ь заключен1е предполагаетъ изв4 стныя 
посылки. Поэтому математическ1я науки должны опираться 
на изв'Ьстпое число положен!й, не ыогущихъ быть доказан
ными. Можегь идти р'Ьчь о томь, давать ли этимъ положе- 
н1ям'ь назван1в акшмъ, гипотезъ или постулатовъ, должно 
ли пхъ разсматривать какъ факты, получаемые изъ опыта, 
или какъ сужден]‘я аиалитическ1я, или наконецъ какъ суж- 
ден1я спптетическ!я, апр1орпыя; но самое существован1е 
ихъ иесомп'Ьпно.

Мы приходииъ такимъ образомъ къ задач'Ь, интересной 
съ логической стороны: каковы предварительный дoпyщeнiя 
reoMeTpin, положен1я, которыя не могутъ быть доказаны и 
на которыхь основывается эта наука? мы не считаемъ разу
меется т'Ьхъ допу1цен1й, которыя уже пололсены въ основу ана
лиза,— потому что, приступая къ изучению reoM erpiH , мы счи- 
таеыъ уже пзвЬстными основы алгебры и чистаго анализа. 
Хотя эта задача давно ул:е занимаетъ геоыетровъ, вопросъ 
однако нельзя считать исчерпаннымъ.

Установлено, что постулатъ Евклида не ыожетъ быть 
доказапъ. Но не на одпомъ этоыъ постулатЬ зиждется гео- 
MCTpiii; MHorie результаты можно получить, не прибегая къ 
его П0М0И1.И.

Нельзя удовлетвориться и предложен1ями, ном'Ьп;аемымп 
подъ назван1еыъ акшмъ въ начал'Ь руководствъ геометр1и. 
Если подвергнуть ихъ внимательному изсл'Ьдован!ю, то ока
жется, что нп одна изъ этихъ акс1омъ не должна бы зани

*) Bulletin  (1е 1а sociote matliemati(iae de France. Tom. XV. .’б 7. p. 
•203-216.



мать Micxa среди основныхъ допущен1й геометр1н. Одн'Ь пзъ 
этихъ акс1омъ необходимы уже для обоснован1я анализа; если 
это и гииотезы (что можно оспаривать, впрочемъ), то во сся- 
коыъ случа'Ь это гипотезы не исключительно геометриче- 
ск1я; такова, папр., акс1ома: двгь величины, равныя одной и 
той же третьей, равны между собой. Друг1я акс1омы суть 
просто опред'Ьлен1я. Наконецъ, третьи нельзя относить къ чи
слу „не могущихъ быть док азан н ы м и так ова яапр., ол'Ьдую- 
щая; прямая лингя есть кратчайшее растояте между дву
мя точками.

Но кром'Ь aKcioMT., указываемыхъ явнымъ образолъ, су- 
ществуетъ большое число гипотезъ, которыя допускаются не
явно при доказательств* различныхъ теоремъ.

Эти гипотезы обыкновенно ускользаюп. отъ лниман1я чи
тателя, если только оно не будетъ особенно напряженно; по
тому что предположен1я эти хотя и далеко не очевидны съ 
•чисто логической точки зр'Ьшя, представляются намъ одна
ко очевидными благодаря укоренившимся привычкамъ иашихъ 
чуствъ и нашего ума.

Впрочемъ эти гипотезы, явныя или не явныя, не всЬ 
пезависимы; можно ограничиться введен1емъ меньшаго числа 
и хъ,— и тогда друг1я явятся уже какъ сл'Ьдств1я.

Задачу пашу можно поэтому формулировать такъ: пере
числить вс’Ь необходимый гипотезы, и притомъ только необ
ходимая. Я думаю, что эта задача еш;е не разрешена и потому 
хочу способствовать ея рЬшен1ю.

Сначала мы разсмотримъ геометр1ю двухъ изм4 рен1й, илп 
плоскую reoMCTpiro.

Квадратичны й гео1иетр1и.

Намъ уже известны три геометр1и двухъ изм'Ьрен1й:
1". Евклидова reO M eTpifl, въ которой сумма угловъ тре

угольника равна двумъ прямымъ;
2 “. Геометр1я ]Риманна, въ которой эта сумма бол4 е 

двухъ прямыхъ;
3 “ Геометр1я Лобачевскаго, въ которой эта сумма мен'Ье 

двухъ прямыхъ.
Эти три геометр1и покоятся на одп'Ьхъ и т^хъ же ос

новныхъ гинотезахъ, —  за исключен1емъ постулата Евклида, 
привимаемаго въ первой изъ нихъ и отбрасываемаго въ осталь- 
ныхъ. Кром'Ь того, принципъ, по которому дв'Ь точки ВПОЛН'Ь 
опред'Ьляютъ прямую, подлежитъ одному исключен1ю въ гео- 
метр1и Риманна и не имЬетъ исключен1й въ двухъ другихъ.



Если ограничимся двумя изм’Ьрен1ями, то геометрия Рд- 
манна допускаетъ очень простое истолкован1е,— она нич^мъ 
не отличается, какъ известно, отъ сферической геометр1и, 
если условимся давать назван1е прямыхъ большимъ кругамъ 
сферы.

Я  обобщу сначала это истолкован1е такъ, чтобы его можно 
было распространить и на геометр1ю Лобачевскаго. Разсмо- 
тримъ какую нибудь поверхность второго порядка. Условимся 
называть прямыми плоск1я д1аметральныя ci4eHifl этой поверх
ности и окружностями плоск1я С'Ьчен1я не д1аметральныя.

Остается опред'Ьлпть, что нужно разуметь подъ угломъ 
двухъ перес'Ькающнхся прямыхъ или подъ длиною отр'Ьзка 
прямой.

Черезъ точку, взятую на поверхности, проводимъ два 
плоскихъ д1аметральныхъ сЬчеп1я (который мы условились 
называть прямыми). Разсмотримъ теперь касательпыя къ 
двумъ этимъ с'Ьчен1ямъ и дв'Ь прямолинейныхъ образующихъ 
поверхности, проходящихъ черезъ взятую нами точку. Эти че
тыре прямыхъ (въ обыкновенномъ смысл'Ь слова) им'Ьютъ неко
торое ангармоническое oTHouieaie. Уголъ, который мы хотимъ 
определить, будетъ равепъ логариему этого ангармоыическаго 
отношения, если дв'Ь пройзводящ1я действительны, т. е. если 
поверхность будетъ однополымъ гиперболоидомъ; въ против- 
номъ случай уголъ будетъ равенъ тому же логариему, де
ленному на ^— 1.

Разсмотримъ дугу коническаго с4чеп1я— часть плоскаго 
д1аметральнаго сЬчен]я (то, что мы условились называть от- 
ргьзкомъ прямой). Два конца дуги и дв4  безконечно удален- 
ныя точки коническаго ceчeпiя им^ютъ некоторое ангармо
ническое отношен1е, какъ всякая система четырехъ точекъ, ле- 
жащпхъ на коническомъ сечен1и. Условимся называть д.гиною 
разсматриваемаго отрпзка логариемъ этого отвои1ен1я, если 
коническое сечен1е есть гипербола, и тотъ же логариемъ, де
ленный па У — 1, если коническое сечен1е есть эллипсъ.

Между углами и длинами, такимъ образомъ определен
ными, будетъ существовать рядъ соотпошен1й, которыя соста- 
вятъ совокупность теоремъ, аналогичныхъ теоремаыъ плоской 
геометр1и.

Этой совокупности теоремъ можно дать назван1е ква- 
дра,тичной геометрш, потому что точкою отправлен1я было 
для пасъ разсмотреп1е основной поверхности второго по
рядка (quadrique).

Есть несколько Евадратичныхъ геометр1й,— потому что 
есть несколько родовъ поверхностей второго порядка.



Если основная поверхность есть эллипсоидъ, то квадра
тичная геометр1я не огличается отъ геометр1и Риманна.

Если основная поверхность— двуполый гиперболоидъ, то 
квадратичная геометр1я не отличается отъ геометр1и Лоба- 
чевскаго.

Если эта поверхность есть эллиптичесый параболоидъ, 
то квадратичная геометр1я сводится кт, Евклидовой; это пре
дельный случай двухъ предыдущихъ.

Очевидно, что этимъ не исчерпываются всЬ возможныя 
квадратичныя геометр1и-, ибо ыы не разсмотр^ли ни однопо- 
лаго гиперболоида, ни его ывогочисленныхъ впдонзм^нен1п.

Мы можемъ следовательно сказать, что существуетъ три 
главиыхъ квадратичныхъ геоыетр1п, соответственно тремъ 
родамъ поверхностей второго порядка, имеющихъ центръ.

Мы должны будемъ впрочемъ прибавить къ этому гео- 
ыетр1и, соответствующ1я пред'Ьльнымъ случаяыъ; между ними 
зайыет'ь JiicTO и геометр1я Евклида.

Какъ могло случиться, что геометр1я однополаго гипер
болоида ускользала до сихъ поръ отъ вниыан1я ученыхъ тео- 
ретиковъ? Причина этого та, что въ этой геоыетр1и им^готъ 
MicTO следую щ1я положен1я:

1° Разстоян1е двухъ точекъ, лежащихъ па одной и той 
же прямолинейной производящей основной поверхности, рав
но нулю.

2 “ Есть два сорта прямыхъ, отвечающихъ первыя д1аыет- 
ральнымъ сечеп1ямъ эллиптическиыъ, вторыя д1ай1етральнымъ 
сечен1ямъ гиперболическимъ; никакимъ движен1емъ нельзя 
совместить прямую 1-го рода съ прямой 2-го рода.

3 " Невозможно совместить прямую саму съ собой по
мощью действитедьнаго вращенш около одной изъ ея точекъ, 
подобно тому какъ это совмещеп1е возможно въ геометр1и 
Евклида, при обороте прямой на 180° около одной изъ ея
точекъ. .

В се геометры неявно допускали, что три эти положетя 
ложны и действительно, онп слишкомъ противоречатъ при- 
вычкамъ нашего ума, чтобы основатели геометр1и могли по
думать, что отвергая ихъ, они делаютъ некоторую гипотезу, 
и постарались ее формулировать.

При1я^нен!е теор1и группъ .

Согласно вышесказанному задача, которую я псставилъ 
въ начале этой работы распадается на две части:

1°. Каковы гипотезы, общ1я всемъ квадратичнымъ гео- 
ы етр 1я 11Ъ ?



2 ”. Каковы Т’Ь гипотезы, которыми геоыетр]я Евклида 
отличается отъ другихъ квадратичпых'ь геометр!й?

Вторую часть задачи можно считать разрешенною; по
этому предстоитъ заняться только первою частью.

Дв’Ь гипотезы должны быть сд’Ьлапы при начал'Ь всякой 
гсометр1и двухъ изм'Ьреп1й,— он’Ь могутъ быть формулированы 
такъ. _

A . Плоскость кмтетъ два измгьретя.
B . Положвте плоской фигуры во плоскости опредгь- 

ляется тремя услов1ями.
Лица, мало знакомыя съ новейшими работами геометровъ, 

сочтутъ невозможпымъ изт, подобпыхъ посылок-Б вывести оп- 
ред'Ьленпьтя заключеп1я. Но результатъ этотт, не удивить 
ыатемахпковъ, читавших'ь зам'Ьчательныя работы Софуса Ли 
по теории груцпъ. С. Ли выводить действительно сл'Ьдующ1й 
результатъ, удивительный на первый взглядъ и выражаемый 
на язык4  геометр1и такъ;

Если noioacenie плоской фигуры въ ея плоскости зави- 
ситъ отъ конечнаго числа услов1й, то число этихъ услов1й 
не можетъ превышать восьми )̂.

Мы будеыь и дал'Ье пользоваться мемуаромъ норвеж- 
скаго учепаго.

Изсл^дуемь, как1я заключен1я позволительно извлечь изъ 
двухъ гипотезъ Л  и В. _

Р1сли плоскость им'Ьетъ два изм§реп1я, то положеп1е точки 
вь ея плоскости определяется двумя координатами х  и у.

Мы не сд'Ьлаемъ въ настоящую минуту никакой гипоте
зы о выборЬ координатъ х  п у, предоставляя себ'Ь оиреде* 
лить ихъ ближе впосл'Ьдств1и.

Предполо1кимъ, что плоская фйгура перем-Ьщается; пусть 
X, у  начальпыя координаты точки этой фигуры; ж, и у ,— ко
ординаты той же точки посл'Ь перем'Ьщен1я; будемь им'Ьть:

х̂  =  (р{х, у, а. в , у )  2/,=V^(a;, у, а , Д, у ),

гд'Ь (р ТА лр дв'Ьфункщп отъ х , у  и трехъ нараметровъ а , Д  у  
(нараметровъ три потому, что положен1е фигуры зависитъ отъ 
трехъ у слов! й,

Операц1я

[х, у, д){х, у, а , /5, / ) ,  ^р{х, у, а, /5 , у )]

>) См. напр., S. Lie. Tlicnrie (1. Transrorm atioiisgrappen. (Math. An. В. 

XVI). § 1 8 - 2 0 .



определит!, одно изъ nepeiiiiiieHiS, возыожныхъ для плоской 
фигуры; совокупность такихъ операц1й или псреыЬщеьпй 
образуетъ группу. Эта группа, по терлгинолог1н С. Ли, не
прерывна и порядка 3 , — потому что операц1Я зависнтъ отъ 
трехъ параметров!..

Между onepa^iflMH группы должна находиться тожест
венная операщ'я. Следовательно для hsbIjcthhxt. зпачен]й па 
раметровъ а , у  должно быть

9Р =  ж, ^̂  =  y.

Мы можеыъ всегда предположить, что для этого должно 
взять

а = ^  =  у  =  0.

Будемъ называть опсрац1ей безконечно-малой (или без- 
конечно-малымъ перем4 щен1емъ) операщю, при которой 
им^ютъ безконечно - малыя зпачен1я, и которую мы можемъ 
изобразить такъ:

/ дер одф , дф\

зд^сь въ производвыхъ ^ , 0  и т. д. сд'Ьлапа подстановка:

а = / ?  =  у  =  0.

С. Ли обозначаетъ подобную onepan,iio такъ:

так-ь что, если положимъ

то всякая безконечно-малая операц1я представится:

S  ~ и Л  + /З В + у  С

гд4  Л , Б , С  суть функц1и отъ х  а у, р ж q.
Операц1п Л , В , С  можно назвать основными подста

новками, и всякая безконечно-малая операц1я есть линейное 
ихъ сочетан1е; выборъ основныхъ подстановокъ остается впро- 
чемъ до известной степени произвольныыъ,— потому что эти



три операц1и А , В , С  ложно заменить тремя какими-либо ли
нейными комбииац1ями изъ нихг.

С. Ли показалъ, что если положимъ:

др' дх д х ’ др dq' ду ду dq

и если а  и /S суть два как1я-иибудъ безконечио ыалыя ко
личество, то операц1я

{ а А ) ( Щ { а Л Г '( ^ В ) - ' ,

которая необходимо прииадлежитъ къ rp yn ni, есть безконеч- 
ио-малая подстаиовка 2-го порядка и ыожетъ быть написана 
такъ:
_____________________  с^(^[А,В] )̂.

, (?фОперац1Я (а^) персводптъ х  въ л:+а у въ •

(Ы d̂h „
Операд1я фВ) переводцтъ х въ У с-’̂ 'Ьдователыхо

, dcp (2ф , „<гф , „  Й ’ ф  '^ T '^  /„ ч
То̂  • 53 ■ W

и аналогично для у .

Операп,1я ( а Л )~ ^  переподитъ обратно ж + а  въ а: и у-Ь » ^  в ъ  у ,

следовательно, иыражен1е (а)—въ такое:

Дф <Jcp й'̂ ср .  [  d \  dcf (£ф\
ЙЗ Ir fx d a ’ dp ' d y d a . ' d ^ l  \ d x d ^ '  da. d y d } '  d x i  '

Oiiftpauia (3B )“ ‘ , лереводящ ая аЧ-Р въ a: и 2 / + Р ^  “ 'ь У, буду

чи 11р п « 1 нена къ вы раж енш  (и), оставляетъ члены второго порядка безъ
псре.и'Ьиы, и такимъ образомъ сложная операд]'я.

(х Л )  (аА )—  ф В ) ~ '

переводитъ

'  \ d x d x '  fV^ d i jd a . '  d x d } *  d% ‘ d x d ^ '  c lx ^dijdcc'

f r  u  , d 'ji d-^s
V  ̂ У  ' ^  (/p ' d y d a '   ̂ 'd x d f i '  d% ' d y d ^ '  d x )  '

Умножая iipnpau;cuie x  на ирпращсн*1е у  ua им^елгь no обоз
. „  _ _ d '^  d A  d^'^ d A

начсшям'Ь С. Ли, если зам^тимт., что — = и w -т-т— ’r q  -г—г  =  - г ’ dcL d p  d x d x  d xd %  dv.
к т. д.

(.-1) ® « ) М Г ' е я г ' —



Отсюда слЬдуетъ что [А ,В ], [А ,С ]  и [В ,С ]  суть ли- 
веГишя функщн отъ А , В , С:

[А ,В ]= ^ \ А  +  а В  +  'Ю
[Л ,С ]  =  Л ' Л + а ' Б  +  ’/ ( 7  (1 )
;1?,(7] =  л " Л  +  а " В  + v"(7.

Зд'Ьсь Л, а ,  у суть постоянные коэффиц1епты, но пе 
проиоволыше^— они должпы удовлетворят!- тогкеству:

[ А , [ В М  +  [ В . { С , А \ ] ^ Ш А М - ^ -

Из.южепное выше составляетъ исходпую точку пусл'Ь- 
доваи1я; но это п;!СЛ’Ьдоварпе можотъ быть значительно упро
щено надлежащимъ выборомъ координатъ ж, у и трехъ ос- 
повпыхъ подстаеовокъ А , В  п С. Можно выбрать эти ос
новный подстановки такъ, чтобы )v =  v =  0, пли чтобы

[ 4 В ]  =  ,и Б .

Можно затЪмъ выбрать систему координатт, так'ь, чтобы 
и сл'Ьдовательпо, чтобы

[А ,В ]  =  Ч - . В - ,

тогда для В  получится такое выражен1е:

В  =  е'м-о[1гв̂  iy) +  q e ,(y ) l

Мы сд'Ьлали сейчасъ гипотезу о выбор'Ь системы коор
динатъ, но этою гипотезою система координат-ь определяется 
не вполне. Не нарушая услов]‘я А = р ,  моааю вместо у  взять 
произвольную функ1цю отъ у  и прибавить къ X также про
извольную функц1ю отт, у. Этимъ новымъ пзы'Ьнен1емъ коорди- 
натъ MOJKHO воспользоваться для унрощен1я В .  Если (9  ̂ пе 
пуль, то можемъ такъ изменить координаты, чтобы ft,, =  1, 
^ , = 0 . Если JKC 6'., = 0 , то она 0стан(!тся нулемъ и носл'Ь пз- 
M’liHeHiH координатъ, и тогда можно привести или къ 1 или 
къ у. Мы нриходимъ такимъ образомъ къ сл'Ьдуюнцшъ тремъ 
шпотезамъ:

^, =  0, ^, =  1; ^, =  1, ^ ,^ 0 ; ^,=2/, ^, =  0.

Можно различать два случая:



1. Когда =  т. е. двЬ подстановки А  п В  комму
тативны (зам'Ьтныъ мимоходомъ, что гипотезу существован1я 
коммутатывиыхъ двнжепхй ложно разсыатривать, какъ одно 
изъ выражеп]'й Евклидова постулата).

Тогда ны'Ьемъ, или

А ^ р ,  B  =  q или А = р ,  В==ур.

2. Или же а  не равно нулю. Тогда пм'Ьсмъ:
НЛП A = p ,B = ^ qev-3i или А==р, В  =pei '̂«, или А=^р, В=руе^^. 

Мзсл1>дуемъ посл'15довательно эти 5 случаевъ.
1-й случай.

А ^ р ,  B  =  q.

Уравпеп1я (v) приводятся тогда къ виду:

9̂ ~ h 'p  +  u 'q  +  4'C
дх

^ ^ ^ 'K " p + u " q  +  4''C  
ду  ̂ ‘ ^

Если v' и v" не равны одновременно пулю, то уравпе- 
П1я будут'ь совместимы только въ томъ случа-Ь. если

Я" IX" V"

Тогда мо/Тлю  предположить, что W =  'k ''=  u '  =  и "  =  О 
откуда:

C=ev'a!+v"2/(e^ +  Jg)

гд'1; а W Ь постоянныя.
Группа

А = р ,  B  =  q, C = e ^ '^ + '^ ' '! / { a p  +  bq)

опред'Ьляетъ совершенно новую геометр!ю. Почему пе встре
тилась она Ев1слиду? пли лу'ние, какая гипотеза, доиуи1еп- 
пая пнъ неявно, по-мЬшала ему изучить эту геометр1ю. 

Какая-нибудь безконечно-малая подстановка выразится:

+  Ъд).

Как1‘я точки остаются неподвижными при такой подста
новке?



Точки эти определяются уравнен1ями:

Q4'X+^"y =  ^  ^
уа Ьу ’

а |(?
откуда заключаемъ: если не существуетъ равепстиа - то

сь о
ни одна точка не останется неподвижиой. Если же равен

ство - =  г выполнено, то безчпсленцое ыножсстсо точекъ ос
а Ь ’

таются въ HOKoi.
Но легко заметить, что Евклпдъ постоянно д'Ьлаетъ, 

не высказывая прямо, следующую гипотезу:
Е сли плоская фигура не покидаетъ своей плоскости и

если двгь ея точки остаются неподвижгшми, то и вся она
остается неподвижной.

Эта гипотеза и заставить отбросить ту особенную гс'о- 
метрйо, которая основывается па разсмотр'Ь1йи только что 
упомянутой группы.

Если же v' =  v'' =  o то находимъ

С’ =^?(л'ж +л''?/) +  q{u'x  + ц"у)\

такая группа изъ А , Б  в С  приводитъ насъ къ геометр!и 
Евклида.

2-случа’й: А = р ,  В ^ у р .
Въ самом'ь общемъ случай находимъ

(7 =[аа?+/-(г/)]г> +  4

гд^ а к Ъ постоянный, а f{y) произвольная фупкц1я отъ ?/, 
которую можно положить равною пулю при надле;1;ап;емъ 
выбор’Ь системы координатъ.

К акая-нибудь безкопечпо-малаи подстановка предста
вится:

{a + fty  + ayx)p  +  {yh)(i.

И эта группа должна быть отброшена пъ силу сдЬлап- 
ной гипотезы.

Д'Ьйствительис если уЬ пе равно нулю, то ни одна точ
ка не остается неподвинаюй, если же напротивъ уй  =  0, то 
вс'Ь точки удовлетворяюи^я уравнен 1ю

a + / 3y +  ayx=^Q 

остаются неподвия;пыми.



3 -й случай'. А = -р , В==руе\^^.
Паходны'ь

С = — -̂ +  <1.
У

Подстановки А  vi С  зам'Ьияготъ другт. друга, следова
тельно приходимъ къ одному изъ разсмотрЬппыхъ уже случаевъ.

4 -й  случай: А = р ,  В  =
слова находи.мъ, что А  и 6’ коымутатнвпы, и потому прихо- 
дтгаъ къ одному иг>ъ двухъ первыхъ случаевъ.

Ь й  случай: А = р ,  Б  =  де1̂ ®.
Зд^сь для С  находвмъ четыре различныхъ выражеп1я:

1". С=е'^'^[ар -i- и(ау +  Ь)д], (а, Ь и с иостоянпыя).
2 ". C = [a p -h (b y  +  c)q] '

3 °. C=c^^^[ap-^-(bx— auy-i-c)g]

4 “.(7 = el^ [̂(ay +  Ь)р +  (|г/ ’ +  &г/ +  с)].

Первый и трет1й должны быть отброшены, потопу что 
В  я С  коммутативны, второй потому, что А  и С  коммута
тивны. Принимая одно изъ этихъ выражен1й, придемъ 
всегда къ одному нзъ первыхъ двухъ случаевъ.

Остается четвертая форма С, которая приводить пасъ 
къ квадратичнымъ геометр]’ямъ.

Тотъ же результатъ могъ би быть полученъ изъ раз- 
CMOTpbnifl  трехъ соотиопюн1й, связывающихъ девять коэффи- 
ц1ентовъ "Х, а ,  v и получаемыхъ изъ тожества (2).

Заключен1я.

Мы моагеыъ перечислить сл§дующ1я гипотезы, служащая 
необходимыми и достаточными предварительными допущеп{яыи 
плоской геометр1и:

A. Плоскость им'Ьетъ два HsiiipeHifl.
B. Положеп1е плоской фигуры въ ел плоскости опреде

ляется тремя услов1ями.
Двё эти нервыя гипотезы даютъ возможность д'Ьлать 

выборъ между различными квадратичными геометр1ями и 
двумя геометр1ями, характеризующимися двумя следующими 
группами

р , q, ^ {ap +  b q )l п {р, УР, aorj)-^Ьд).



Эти посл'Ьдн!я reoMeipin исключаются, если припять сщи 
слЬдующую гипотезу:

C. Когда плоская фигура не ыокидаеть своей плоскости, 
и когда дв'Ь точки ея неподвижнгл, тогда п вся фигура не
подвижна.

Посл'Ь этого остается дЬлать выборъ между раялпчяы- 
лн квадратичнылш геомет1)1ями. Сд'Ьлаемъ еп\е двЬ гипотезы:

D. PascTOflnie двухъ точекъ можетъ быть иулеыъ только 
тогда, когда Д13'Ь эти точки совпадаютъ.

E. Когда ДВ'Ь прямыя нересЬкаются, то враи1,ая одну 
изъ нихъ около точкп перес'Ьчен1я, ложпо привести ее въ 
совпаден1е съ другою.

Дв'Ь эти гипотезы неразрывно связаны между собою; 
допустивъ одну изъ нихъ, необходимо принять н другую и 
исключить этимъ геометр1ю одпополаго гиперболонда.

Введемъ еще следующую гипотезу:
F. Дв'Ь прямыя могутъ пересекаться только въ одной 

точке, и сферическая геометр1я исключается въ свою оче
редь.

Остается только ввести постулатъ Евклида:
G. Сумма угловъ треугольника постоянна.
Можно заметить, что этотъ постулатъ д'Ьлаетъ излиш

ними гипотезы В , Е  и F ,  которыя суть его необходимыя 
cл'I>дcтвiя.

Различныя зам^чан1я.

Если читатель, сл'Ьдивш1й за мною до сихъ иоръ, пе- 
!ренесется мысленно къ знаменитому ыеыуару Рнманна 

(ТЗеЬег dieHypothcsen, welche clerGeometrie zu Gruncle liegen), 
TO заы4титъ“ некоторую разницу въ методахъ и выводахъ. 
Риманнъ характеризуетъ геометр1ю выражеп1емъ элемента 
дуги въ функщи координатъ. Оиъ приходить такимъ обра- 
зомъ къ весьма большому числу reoMOTpiS, логически воз- 
можныхъ, о коихъ я даже и не говорилъ. Это происходитъ 
отъ того, что за точку отправ.1ен1я я взялъ возможность пе- 
рем'Ьщен1я, или лучше сущсствован1е группы перемещен!», 
пе изм4 няющихъ pascTOflH in.

Можно спросить себя, что представляютъ собою эти 
гипотезы^ Факты ли это полученные изъ опыта, или сужде- 
н1я аналитпчесмя, или синтетическ1я а priori? Мы должны 
ответить отрицательно на три эти вопроса. Если бы эти ги
потезы были фактами опыта и наблюден1я, то геометр1я под
лежала бы постоянному пересмотру, и не была бы наукою



точною; если бы это были синтетическ1я апр1орныя сужде- 
Н1Я, а т'Ьыъ бод'Ье аналитичесия, то невозможно было бы 
отр'Ьшпться отъ нихъ, и на и хг отрицан1и ничего нельзя бы
ло бы построить.

Можно показать, что анализъ основывается на изв^ст- 
ноыъ числ'Ь синтетическихъ сужден1й а priori; но не то въ 
reoMeTpiii. Что же мы должны думать о дoпyщeнiяxъ геомет- 
piu? Въ каком'ь, напр., CMHCii можно говорить, что посту- 
латъ Евклида в'Ьренъ?

Согласно тому, что нами выше было сказано, геометр1я 
есть не что иное, какъ u3y4eHie н'Ькоторой группы движев1й, 
п въ этомъ смысла можно сказать, что справедливость гео- 
jie T p in  Евклида нисколько не противор4 читъ справедливости 
геометр1п Лобачевскаго, —  такъ какъ cyutecTBOBanie одной 
группы вполн^ совместимо съ сущоствован1емъ другой.

Мы выбрали между всЬми возможными группами одну 
особенную для того, чтобы къ ней относить физическ1я явле- 
н1я, подобно тому какъ мы выбпраемъ систему трехъ коор- 
дпнатныхъ осей, чтобы къ нимъ относить геометричесыя 
фигуры. Что л;е определило нашъ выборъ? это во-первыхъ 
простота выбранной группы; но есть и другое основан1е: въ 
природ'Ь существуюгъ замечательныя Ti.ia, называемыя тве})- 
дьши, и опытъ говоритъ наыъ, что связь различныхъ возыолг- 
ныхъ иерем^щен^й этихъ т^лъ выражается со значительною 
степенью приближен1я т'Ьми-же самыми cooTHOniCHiflMn, какъ 
и различныя оиерац1и выбранной группы.

Такимъ образомъ, основный гипотезы геометр1и не суть 
факты, добытые изъ опыта; но наблюден1е надъ некоторыми 
физическими явлен1ями приводитъ къ выбору именно нхъ 
изъ числа вс’Ьхъ возможныхъ гипотезъ.

Съ другой стороны выбранная нами группа только 
удобнее, чёмъ друпя, и нельзя уже сказать, что Евклидова 
геометр1я верна, а геометр1я Лобачевскаго лсжлая,— совер
шенно подобно тому, какъ нельзя сказать, что декартовы 
координаты верны, а полярныя неверны.

Я пе буду более останавливаться на этомъ вопросе, 
такъ какъ эти истины становятся уже избитыми,
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