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Аннотация: в работе рассматривается набор преобразований, которые 
обобщают известное дискретное преобразование Фурье (ДПФ). Эти обобщения 
определяются при помощи группы перестановок комплексных корней из единицы.

Summary: we consider a class of generalizations of the discreet Fourier trans
form. They are defined by a group of permutations of roots of unity.
Ключевые слова: дискретное преобразование Фурье, корни из единицы, мат
ричная форма.
Keywords: discreet Fourier transform, roots of unity, matrix form.

Дискретное преобразование Фурье (ДПФ) является одним из самых из
вестных и полезных на практике математических инструментов. Это преобра
зование широко применяется, например, при проектировании и оптимизации 
различных автоматизированных систем, в электродинамике и оптике, теории 
кодирования и криптографии, при анализе систем связи и фильтрации сигна
лов, в алгоритмах сжатия информации и вычислительной томографии.

Важность ДПФ для приложений определяется в том числе и тем, что за
дачи о вычислении ДПФ, циклической свертки последовательностей, произве
дения больших чисел или многочленов по существу эквивалентны. Фундамен-

372



тальное значение также имеют быстрые алгоритмы ДПФ, в которых число не
обходимых операций уменьшено по сравнению с обычным бесхитростным вы
числением за счёт изощрённой оптимизации порядка выполнения действий. 
Наиболее известны быстрые алгоритмы Гуда, Кули и Тьюки, Винограда, Рей
дера. Фундаментальную роль ДПФ играет в современной криптографии.

Несмотря на общеизвестность преобразования ДПФ, некоторые стан
дартные задачи для него имеют незнакомые широкому кругу специалистов 
свойства. Рассмотрим в качестве примера естественную задачу о нахождении 
спектра ДПФ при любом п . Решение этой задачи отсутствует в основной лите
ратуре по преобразованиям Фурье и нетривиально. Известно, что четвертая 
степень ДПФ есть тождественное преобразование, поэтому собственными зна
чениями могут быть лишь числа ± 1, ± /. Основная сложность состоит в вычис
лении кратностей этих собственных значений. Аналогия с непрерывным преоб
разованием Фурье, для которого четыре этих значения совершенно равноправ
ны, приводит к весьма правдоподобному предположению, что хотя бы в случае 
размерности п = 4т собственные значения ДПФ также равноправны, и, следо
вательно, все имеют кратность т.

Однако вычисления уже при п = 4 опровергают это предположение. В 
этом случае значения -1 , - /  являются простыми, значение 1 имеет кратность 
2, а значение / вообще отсутствует в спектре! Всё это нарушает симметрию 
спектра, присущую непрерывному случаю.

Определение. Рассмотрим множество корней степени п из единицы, 
упорядоченное произвольным способом г = (rl,r2,...rn) . Назовём модифициро

ванным дискретным преобразованием Фурье (МДПФ), построенным по данной 
перестановке г множества корней из единицы, оператор с матрицей размеров 

п х п следующего вида

Г 1

F, =

1 л

\ r
п —1 п —1 r, . п - 1 

п J

Ясно, что в результате получается с точностью до множителя некоторая 
степенная матрица (Вандермонда). Всего при данном п получится п\ различных 
модифицированных преобразований. Обычное классическое ДПФ и его обрат
ное также входят в этот набор, остальные являются новыми. Так при п=4 полу
чаются 24 различных МДПФ, при п=5 получаются 120 преобразований.
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Целью работы является изучение спектральных свойств указанных новых 
модифицированных преобразований Фурье. В частности, представляют особый 
интерес преобразования при п=4т с симметричным спектром (а при /7=4 ещё и с 
простым), в котором все собственные значения имеют одинаковые кратности. 
Это не выполняется для обычных ДТТФ ни при каких размерностях, как следует из 
приведённой выше таблицы 2. Такие преобразования с симметричным спектром 
являются в определённом смысле более естественными, чем обычное ДТТФ, так 
как они ближе к своему непрерывному аналогу в плане равноправности точек 
спектра. Не исключено, что такие МДПФ за счёт более простых спектральных 
свойств могут оказаться полезнее в различных вычислительных приложениях.

Отметим, что ДПФ широко применяются в криптографии. На основе ре
зультатов настоящей работы можно в принципе предложить следующий алго
ритм шифрования информации. Отправитель и получатель заранее знают, ка
кой из вариантов МДПФ данного порядка используется при обмене, а против
нику это не известно. Ввиду огромности числа п\ подобный алгоритм может 
быть не менее стойким, чем стандартные алгоритмы с большой длиной ключа. 
Кроме того, при данном методе требуется минимальная модификация сущест
вующих алгоритмов и программ, сводящаяся к простой замене одной матрицы 
на другую. Кроме того, модифицированное ДПФ находит применения в теории 
операторов преобразования и компьютерной графике [8-14].
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