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Оценки интегралов типа потенциалов в весовых 

пространствах 

Estimates of  Potential Type Integrals in Weighted Spaces 

Аннотация: Приведены оценки интегралов типа 

потенциала с разностным ядром в весовых лебеговых и 

соболевских пространствах. Рассмотрены также 

сингулярные интегралы, полученные их 

дифференцированием, которые  понимаются в смысле 

Кальдерона-Зигмунда. 

The estimates of integrals of potential type in weighted 

Lebesgue and Sobolev spaces are given. The Calderon-Zygmund 

singular integrals which are received by their differentiation are 

also considered. 
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Введем в рассмотрение интеграл 
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где ядро  ;, yxk  однородно степени 1  по переменной 

 21,=  . Предполагая, что функция   равна нулю вне 

единичного круга, применение обычного неравенства 

Гельдера [2] 10,||)()(  yxCyx  дает pL -оценку интеграла 

(1). 

Лемма 1. Пусть ядро  ;, yxk  непрерывно и ограничено по 

переменным ,, 2Ryx  1.|=|  Пусть  ,2RLp 1p  и   обращается 
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в нуль вне круга 1}.|{|= yB  Тогда определяемый (1) оператор 

   компактен в  BLp  и для его нормы справедлива оценка 
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где постоянная 0>C  зависит только от .p  

Прежде чем перейти к обсуждению дифференцируемости 

интеграла (1), заметим, что для однородной степени 1  

функции )(k  производные 
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0,=)sin,cos( dK  которое является необходимым для 

существования аналогичного (1) сингулярного интеграла 

типа Кальдерона- Зигмунда [3] с ядром )(K . 

Через  21, RW p  обозначим соболевское пространство всех 

функций  ,RLp  обобщенные производные первого порядка 

которых принадлежат ).( 2RLp  Обобщенные производные здесь 

понимаются в смысле теории обобщенных функций. 

Аналогичным образом пространство  DW pn,  определяется для 

любой области .2RD   Относительно соответствующей нормы 

это пространство банахово [1]. Следующую лемма 

показывает, что при дополнительных условиях гладкости на 

ядро  ,;, yxk  интеграл (1) принадлежит классу pW 1,  и для его 

обобщенных производных производных справедлива 

формула дифференцирования. 

Лемма 2. Пусть ядро  ;, yxk  принадлежит классу 

  ,,221,  RRC 1> ,)( pLy p  и обращается в нуль вне 

единичного круга .B  Тогда  BW p1,  и справедлива формула 

.1,2=,);,();,()()(=)(
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В частности, ,|||||| 1,1, p
LCp

W
kC   с некоторым 0,>  где 

постоянная 0>C  не зависит от k  и  . 

Доказательство. Заметим, что второе утверждение 

леммы есть следствие известной теоремы Кальдерона-

Зигмунда [2], примененной к сингулярному интегралу в (3) и 

первого утверждения данной леммы. Используя эту теорему, 
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лемму 1 и тот факт, что класс  2
0 RC  плотен в  2, RW pn  при 

любом n , доказательство первого утверждения сводится к 

обоснованию формулы (3) для функций  2
0)( RCy   В этом 

случае оно проводится обычным образом, «вырезая» 

сингулярную точку и интегрируя по частям. 

 Лемма 1 позволяет рассматривать интегралы (1) с 

плотностью  ,;2 FRL
p


  где пространство  FRL
p

;2
 определяется 

следующим образом. 

Определение. С каждым семейством вещественных 

чисел  F  ,=  (весовым порядком), где F  есть конечное 

множество сферы Римана ,= 22 RR  содержащее  точку ,=  

свяжем весовую функцию   .
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xx  Весовое 

пространство  FRL
p

;2
  состоит из всех измеримых функций  , 

для которых    принадлежит pL -пространству 

относительно меры dxx)(2 , которое обозначается  FRL
p

;2
0 . 

Таким образом, пространство );( 2 FRL
p
  задается нормой 
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Аналогичным образом введем и весовое соболевское 

пространство  ,;21,
FRW

p
  которое определим условиями ,pL 

pL 1  . 

Теорема. Пусть ядро );,( yxk  непрерывно и ограничено по 

переменным 2, Ryx   и 1.|=|  Пусть  ,;2 FRL
p


 1,p  с весовым 

порядком ,  удовлетворяющим условию .  1,<<2    Тогда 

функция )(x  из (1) принадлежит pL   с соответствующей 

оценкой норм .|||||| 0
1

p
L

p
L

kC


 


Если дополнительно функции 

);,( yxk  и 1,2=, j
k

j


, принадлежат классу  21, RC   по каждой 

переменной yx,  равномерно по 1,|=|,2  R  то оператор K  

ограничен .1,

1

pp WL    
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