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длементарное йзложен1е н^^которыхъ св^ д̂^^н1й изъ 
leopiH опред'Ьлйтелей.

Изъ элементарной алгебры известно, что, если уравнен1я;

совм'Ьстиы, то 

(1)

а^х-

а^х

■bi =  0

&а =  0

.Ивую часть этого равенства называютъ ((Oupeдtлитeлeмъ» 
и обозначаютъ сл’Ьдующимъ образомъ:

(й)
К

а , , « 2, \  и называются «элементами» определителя; такъкакъ

(а)
а,

«а К

то отсюда ясно видно, какъ изъ обозначен1я (а) получить выра- 
жен1е ( 1), именно: для этого надо взятьсъплюсомъ произведен1е 
элементовъ, расположенныхъ по д1агонали сл^ва направо и со 
знакомъ минусъ нроизведен1е элементовъ, расположенныхъ по 
д1агонали справа налево. Определитель, составленный изъ'че
тырехъ элементовъ называется «опред1;лителемъ 2 -аго порядка».

Въ обозначен1и (а) определителя элементы Oj и а ,, располо
жены, какъ говорить, въ первомъ столбце, а элементы \  и Ь,
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во второмъ. Дал4е, элементы bj расположены въ первой 
CTpoKt, а элементы и во второй.

Разсмотримъ свойства определителя 2-arc порядка.
1) Если мы въ определителе 2 -аго порядка поставимъ 2-ой 

столбецъ на м^сто 1 -аго, то получимъ:

«а «1
=  а А  — <̂ Л2>

т. е. при перестановкгь одного столбид на мжто другого, опре- 
дгьлителъ мгьняетъ знакъ.

2) Если мы элементы, расположенные въ столбгл/Ы, располо
жишь въ строки, то получимъ:

К к
т. е. опредгьлитель не мгьняется.

Такъ какъ опредгьлитель мгьняетъ знакъ при перестановкп> 
одного столбца на мжто другого, то онъ т акж е мпняетъ знакъ 
отъ перестановки одной строки на мжто другой.

Если въ определители два столбца одинаковы, то определи
тель равенъ нулю.

Если мы въ определителе все элементы перваго столбца умно- 
жимъ на одно и то же число к, то получимъ:

А:а, bj 

ка  ̂ \

т. е. при умножети ваьая элементовъ одною столбуд начжлок, 
умножается и опредгьлитель на то ж е  число.

Если мы имеемъ такой определитель, въ которомъ элементы 
перваго столбца не суть одночлены, напр.;

а. ■̂ 1 \



« 1  к « 1 Ц
ч - i 7

« а  \ «2 2̂1
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то определитель этотъ равенъ 

(й, -ь aj) ~ (®2 “2) ̂ 1 ~ 2̂ ~ ®2 ̂ 1 h  ~ “2 ̂ 1 =

т. е. равенъ суммгь такихъ двухъ опредгьлителей, у  которыхъ 
вторые столбцы одинаковы со вторымъ столбцомъ даннаго опре-  
дгьлителя, а элементы перваго столбца суть слагаемые элемен- 
товъ перваго столбца даннаго опредгьлителя.

Аналогично получимъ, что

'а ,н - а ,н - а 2 \
« X  к « 1  \ « 2

_____'
1 - н

« 2  ^ 2 ! P i  \ \

Изъ этого сл^Ьдуетъ, что опредгълитель не шмгьнится, если 
къ элементдмъ перваго ст олбт  прибавить кратные^ соотвгьт- 
ствующиосъ элементовъ 2-аго столбца, т. е. что

а, -+- Щ «1 к

«J, -+- кЬ̂ К «2 h

Разсмотримъ теперь систему двухъ уравнен1й 1-ой степени 
съ двумя неизвестными, т. е. систему:

а^ х -¥ -\ у  — с  ̂— {̂ у

а^х-\-Ь^у — с  ̂=  о\(1)

Если мы одно изъ неизвестныхъ, напр, у,  на время будемъ 
считать изв'Ьстнымъ, то изъ необходимаго услов1я совместности 
ур. (1) получимъ:

«1 \ у  с.
=  0 , т. е.

«1 ^ «1 с,
У

«2 «2 \ «2 С,
= 0 ,

аналогично, считая на время х извЬстнымъ, получаемъ:

а^х —•Cl \ «1 с,
=  0= X —

К а^х — «а <̂2
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или, что одно и то же:

«1
X ----

Cl
_ _ _

«2 К 2̂ К

откуда, при условш, что не нуль, получаемъ:

х =
Cl h Cl

«2 ^2
;  у = «2 С2

“ 1 N «1 h
ч h «2 h

т. е. получаемъ p’bmeHifl системы (1). Пров'Ьримъ, что получен- 
ныя pimeaifl дtйcтвитeльнo удовлетворяютъ даннымъ ур.

Подставляя въ ур. системы (1) вместо жиг/,  полученныя 
для нихъ значетя, им'Ьемъ:

«1 (̂ 1 \  —  2̂ ̂ i) \  («1 —  «2 ̂ i) —  К  К — \)  =  О

«2 (<̂1 h  — 3̂ ̂ l) \  к  2̂ —  «2 ^l) — 2̂ («1 К — «2 ̂ l) =  О,
т, е. тождества.

Если мы им'Ьемъ три ур. первой степени съ двумя неизве
стными, т. е. ур.;

№j ж  - I -  f e j - ь  C j =  О ( а )

а^х-л~\у-+-с^ — 0 (3)

a8£CH-&82/H-Cs =  0 , (у)

то, подставляя вместо х ж у  ихъ значен1я изъ ур. (J3) и (у) въ 
ур. (а), получимъ, что необходимое услов1е совместности этихъ 
ур. есть;

(1 ) а.
h с, 

h с*

«2 2̂ «2 К  

«8 \
= 0,

л^вая часть этого равенства называется «опред'Ьлителемъ 3-яго 
порядка» и обозначается^сл'Ьдующямъ образомъ;

«1 «1 <*8

с, с, Сз
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«1 «2 а.

Cl

Определитель 3-яго порядка состоитъ изъ 9-ти элементовъ, 
расыолагаемыхъ по три въ столбецъ.

Такъ какъ

( ^ )

равенъ выраженш (1 ), то отсюда видно правило, какъ изъ обо- 
значешя (а) получить выражеше (1), именно надо 1 -ый элементъ 
перваго столбца умножить на определитель 2 -аго порядка, со
ставленный изъ элементовъ не стоящихъ ни въ одномъ ряду, ни 
въ одномъ столбце со взятымъ элементомъ 1 -аго столбца, зат^мъ 
надо взять со знакомь минусъ 2 -ой элементъ перваго столбца и 
умножить его на определитель 2 -аго порядка, составленный изъ 
элементовъ, не стоящихъ съ ни въ одномъ столбце, ни въ одной 
строке, и наконецъ надо взять третш элементъ перваго столбца 
и умножить его на определитель 2 -аго порядка, составленньп!
изъ элементовъ, не стоящихъ со взятымъ ни въ одной строй;,
ни въ одномъ столбце.

Разсмотримъ свойства определителя 3-яго порядка.
1) Если мы въ определителе

I h  Cj

s К
5 ^3 ^3

который для краткости будемъ обозначать черезъ Д, переставимъ 
2 -ой столбецъ на место перваго, то получимъ:

=  \ ( « 2  <̂3 —  « 3  —  ^2 («1  ^3 —  «3  C l) \ ( « 1  Сз —  ^ i)  =

=  —  «1 { \  Сз —  \  с )̂ -н  «2 Сз— с̂ ) «3 —  \  с^\

откуда видно, что при пер ест ановш  одного столбца на мгьсто 
другого, опредгьлитель мчьняетг знтъ.
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Если мы въ oпpeд'feлитeлt Д элементы, расположенные въ 
столбцы, расположимъ въ строки, то получимъ:

«1 «2 «3 

2̂ 3̂
=  « 1  Сз —  \  Сд) —  « 2  (&1  С з — &3 С , )  И -  « 3  ( b j  Cg —  bjj C j ) ,

т. e. определитель не меняется. Мы видели, что при переста
новка одного столбца на м^сто другого определитель м^няетъ 
знакъ, следовательно и при перестановке одной строки на место 
другой определитель также изменитъ знакъ.

Если мы все элементы перваго столбца определителя А по- 
множимъ на А:, то получимъ:

Ьг ^1

К
,  j ’

Ъ C j \  с .
« 1  \ С,

к а ^ ^2 =  к а ^ - к а ^ X 1
н - Ь з = к « 2  К Са

к а ^ С з

^ 3  ^ 3 \  Сз

/ ® 3 ^ 3 Сз

т. е. определитель Д умножится на к. 
Если имеемъ определитель:

а,-4-а, &, Cj
\ (̂2 К с, \ Cj

«I «2 3̂ = («J Н- aj) -(«ан-аз) -̂ («3-̂  «з)
7 К Сз 2̂ Cj«8-*-«3 К 8̂

то легко заметить, что онъ равенъ следующей сумме двухъ 
определителей:

«1 Cl Cl

«2 К Са “а Са

«3 Сз «3 Сз
и аналогично докажемъ, что

« i - * - “i - b p i  \  С, а, Ь, Cj «1 Ь, с, ^  с,

®2“ ~̂“2"^Р2 К 2̂ = «2 2̂ 2̂ «2 к -н р2 2̂ Са

«3-+-“3-^Р8 3̂ Сз «а г>з Сд «3 3̂ Cs Рз 3̂ Сз
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Если въ опред'Ьлител'Ь Д два столбца одинаковы, т. е.

« 2  « 2  Са

«3 «3 Cj

то переставляя второй столбецъ на м-Ьсто перваго, мы, по раньше 
доказанному, должны получить — Д, но въ данномъ случа-Ь Д = —Д, 
сл^доват. Д равно нулю, откуда сл-Ьдуетъ, что определитель

a^-i-hb^ Cj <fj &j Cj

д = \  Сз = «2 2̂ 2̂

аЗ-i-Aig ig Cg ®3 3̂ *̂3

Раньше мы им^ли, что определитель

«1 «2 « 3
^2 К h ^2

Д  = ^2 =  «1 —  « 2
i

- 4 - а з
1 2

Cl ^2 Сз
«̂ 2 ^3 Cl Сз Cl «2

но, какъ легко проверить 

А=Ъ, « 3 « 2
- ^ 2

« 3 « 1 « 2 ^ 1 fl j  йд a ,  Og « 1 « 2
=  c , - ^ 2 •^C g

C gC , C jC , b * b g b i& 3

Определители 2 -аго порядка, которые стоятъ множителями 
при Oj, Од, «3, Ь,, &з, &з, Cj, Cjj, Сд, называются минорами и обозна
чаются, соответственно черезъ А^,А^,А^,В^,В^,В^, С^,С^,С^, 
такъ что, согласно этимъ обозначен1ямъ,

Д = a ,^ j — «2^-1-ад Jg  = b j5 j — — с, Cj — CgCg,

отсюда видно, что

\  -^1 ^2 -^2 3̂ -̂ 3 — - 3̂ ~
®1 ®2^2 Сд -Вд =  0 .

«1 — «2 <?2 «3 G, =  О, ъ, С , ~ \ с , — Ьд Сд =  о:
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Изучивъ свойства определителя 3-яго порядка,_ переходимъ 
къ р^шенш системы трехъ уравненш первой степени съ 3 -мя 
неизвестными. Положимъ, что им^емь следующую систему ур.:

-Ъ^у-+-с^г —  =  О

-\ y~ ^ c^ z  —  d„ =  0

- \ у -

а^х

а,х — <̂з =  о )

(а).

Считая на время одно изъ HensBecTHbixb за известное, напр. 
г ,  мы изъ необходимаго услов1я совместности ур. (а) получаемъ:

=  0 ,

«1 \ с , г «1 К d.
«2 с^г - d . =  0 , т. е. «а 2̂ г  — «2 К d.
«3 с^г- «3 К «3 ds

откуда, при условш, что

Д =

а.

получаемъ
а, Ь, d,
«2 Ь» 2̂
“з Ь» <̂3

$ 0 ,

аналогично получимъ, что

У =

;«1 dl Cl 1d. h
«2 d. c,| d. bz Cj
®3 Сз 1 и X — d. h Сз

для проверки подставляемъ полученныя для х^у ж г  значен1я въ 
левую часть перваго ур. системы (а), тогда получаемъ:

d̂ \ «1 d. Cl «1 d. «1 h Cl

«1 d. К « 2 d. ^2 - H C i « 2 К d. -d . « 2 h «2

ds к Сз «3 d. Cs « 3 К ds \« 3 К Cs



т. е. выражеме, которое называется опред'Ьлителемъ 4-аго по
рядка и обозначается сл'бд. образомъ:

®1
к  Ь,

d a

d, d, d„

при чемъ раскрывается онъ по тому же правилу, какъ и опре
делитель 3-яго порядка, очень легко проверить, что определи
тель этотъ, имеющ1й два одинаковыхъ столбца, равенъ нулю; 
подставляя вместо х, г/, полученныя для нихъ значен1я л^выя 
части 2-аго и 3-яго ур. системы (а) получимъ:

, т. е. нули,

сл^д. X, у, 0 удовлетворяютъ систем-Ь ур. (а). Совершенно анало
гичными разсужден1ями получили бы мы p-fcuieniH системы 4-хъ 
ур. съ 4-мя неизв’Ьстными первой степени и т. д.

Переходимъ теперь къ изсл'6дован1ю р’6шен1й системы ур. 
Начинаемъ съ системы двухъ ур. съ двумя неизвестными первой 
степени, т. е. съ системы:

«2 «1 «2 a . «3 «1 «2 «3

К К и bs к К h

Cl 2̂ Cs 8̂ Cl 2̂ Cs
d. d. ds ds d, C?2 ds

а ^ х ч - \ у  — с  ̂=  0^ 

a^x -^b^y — c  ̂=  o\
(а)

Если

то изъ равенствъ

хА —

Д =
«1 К

5 0 ,

c ,  \ «1 с,
=  0  и г/Д —

2̂ \ «2
= 0,



получаемъ для х ж у  конечный опред'Ьленныя р’Ьшешя, если же 
Д =  О, то, для изсл’6дован1я полученпыхъ р-Ьшенш поступаемъ 
cлtдyюIциыъ образомъ: обозначаемъ выражен1е a ^ x - t - \ y  —  с, 
черезъ Sj, а а^х-+ -\у  —  черезъ s^, тогда и суть вели
чины, зависящ1я отъ зваче1ай х w у  и обращающ1яся одно
временно въ нуль только при гЬхъ значен1яхъ жиг/, которыя 
суть корни системы ур. (а).

Помножаемъ об^ части равенства (I ) a^x -t-b^y  —  c  ̂=  ŝ  
на «3, а o6t  части равенства (2) а ^ х ч - \ у ~ с ^  =  з  ̂ на и 
почленно вычитаемъ, тогда получаемъ

(3) X  (й, «2 -  0^) н - у (Ь̂  Ъ̂ ) _  (с^ с^) =  Sj .

Помножаемъ об'Ь части равенства (1) на а равенства (2 ) 
на и почленно вычитаемъ, тогда получаемъ:

(4) x(ajb^-a^l>j)-+-y (Ь̂  \  \  6,) — {с̂ Ъ̂  — с  ̂Ъ̂) = — Sj .

Изъ равенствъ (3) и (4) видно, что при Д =  О возможны 
два случая: случай (а) ур. совместны, тогда при Д =  О, непре
менно одновременно c^b  ̂— c^ \ z= 0  и — а с̂  ̂=  О, мы по
лучаемъ, ^  ^  т. е. вместо двухъ ур. имеемъ одно
и можемъ только одно изъ nensBtcTHbixb выразить въ зависи
мости 0Т1, другого.

Случай (Ь), если при Д =  0, с^Ъ^-с^\%0, то не с ущ е-  
ствуетъ конечныхъ рышенш  для х и  у  и говорятъ, что систем^ 
УР- (а) удовлетворяютъ а: =  оо и ^ =  оо.

Если въ системе (а) с, =  Cj =  О, то подобная система ур.:

—  10 —

называется системою «однородныхъ уравнен1й» и для опред. х и 
у  мы им^емъ равенства: ж,Д==0 , у  Л  =  изъ которыхъ видно, 
что если х ъ  у  одновременно не могутъ равняться нулю, то не
пременно Д =  0.
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Разсмотримъ теперь ptmeHifl системы 3-хъ ур. съ тремя не- 
изв-Ьстными первой степени, именно:

ж -н  у  -н Cj г  — dj =  О 

=  О

^зУ-^Сзгг — 3̂ =  0й,®
Ф)-

Для опред. X, у  ж г  мы им-Ьемъ, обозначая

черезъ Д, cл'Ьдyющiя равенства:

d  ̂ \  Cj (Zj bj dj

ж Д — d  ̂ \ = 0 ; у А - 2̂ 2̂ = 0 ; г А - 2̂ 2̂ 2̂

ds h  8̂ 8̂ 8̂ ®S 8̂

=  0 :

если Д < 0 , то для х,  у  ж г  получаемъ значен1я опред’Ьленныя 
и конечныя. Если же Д =  О, то для изсл'Ьдован1я получен- 
ныхъ значен1й поступаемъ слЬдующимъ образомъ: обозначаемъ 
a^x-t-b^y -t- с ^ г  — черезъ S j, а ^ х - + - \ у  -*-c^z  —  черезъ 
Sj, a^x-t-Ъ^у -*-с^г — d  ̂ черезъ Sj, тогда Sj, Sj и Sg суть вели
чины, зависящ1я отъ х,  у ,  г  а  обращаюидяся въ нуль только при 
т^хъ ихъ значен1яхъ, которыя суть корни системы ур. (Р).

Умножаемъ об^ части равенства а ^ х -* -\ у -* - с^ г  — d̂  =  ŝ  
на A j, 064  части равенства а ^ х -* -\ у  -*-с^г  — d  ̂=  s^
на —  А ,̂ а o6t  части равенства а^ х -* -\ у -+ -с^ г  — d  ̂=  ŝ  
на ^ 3, гд-Ь

л  =

«=2
, Л  = и ^ 3  =

Cl

К 8̂ j \  h К 2̂

загЬмъ складываемъ почленно, тогда получаемъ:



а; К  Л  —  «2 Л «3 Л ) Л  — 2̂ Л 3̂ Л ) -+-
-н Z (Cj А-̂  А^ч- Сд Ag) («?, А̂  А^-*- Ag) =
= = S iA ^ -s ,A ,4 -S gA g ..................................................(1).

Совершенно аналогично нолучимъ;

ж(й1 а^В^ч-  «3Bg)-+- у  S j  — Ъ^В^-\- bgBg) -+- 
н -  ̂(с, в ,  ~ с , В , ч -  Cg Bg) —  {d. В , -  d. В , -+- dg Bg) =  
-= s ,B ,  —  s^ B ^ -^ S g B g ..............................................(2)

и X («j Cj a^G^-+- ttg 63) -I- у  (&j (7i —  &2 ^2 \  ^3)
-b  ̂(c, (7, —  c, (7, C3 Cg) —  {d, G, —  d,G,-+-dg Gg) =
^ S i C ;  — s^C^-HSgC;.................................................................... (3 ).

Изъ равенствъ ( 1), (2) и (3) видно, что ур. системы (Р), если 
они совместны, им^ють конечныя ptnieniH только тогда, когда 
при Д =  О, одновременно

с?1 A■̂ d  ̂А̂  н - dg Ag =  О

d ,B , - d ^ A ^ 4 - d g A g := Q  (4).

d̂  Cj —  d  ̂G2 -+- dg Gg =  0
*

Если же условия эти не выполнены, то система (Р) им-Ьетъ 
только безконечныя ptuieHifl.

При вынолнен1и же условш (4) для х, у  ш г  онред'Ьленныхъ 
ptmenift не получается, что указываетъ на то, что число различ- 
ныхъ ур. въ систем4 (р) меньше 3-хъ, сл-Ьд. тугь можетъ быть 
или два различныхъ ур., или же можетъ быть, что всЬ три при
водятся къ одному; для ptmeHifl этого вопроса, мы cлtдyющимъ 
образомъ разсуждаемъ: предположимъ, что при Д =  0 суще- 
ствуетъ одинъ изъ миноровъ, не равный нулю, пусть это будеть 
миноръ J j ,  тогда мы o6 fe части равенства a^x^b^y-t-c^z—d^^Q 
умножаемъ на —А̂  ̂ а об'Ь части равенства agX^bgy^CgZ—dg=Q 
на Ag и почленно складываемъ, тогда мы получаемъ:

х{— a2A^~HagAg)4-y(— b^A ,4-bgA g)-t-
- * -z (— c^A^-h- Cg Ag) — (d2A^ — dgAg) =  0,
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но изъ равенствъ
« х Л  — « а Л - + - « 8 Л  =  0

fcj A j  -^2 3̂ -^8 ^

Cl Л  — С 2Л -+ -< ^ зЛ  =  0

и изъ услов1я coBMicTHOCTH ур .: —  d ^ J^ - + - d g A g  —  0 , по

лу чаемъ : —  х А ^«J —  щ A ^ 4 -d ^ A ^  —  О, но такъ какъ

^ j^ O ,  то мы получаемъ a J X - l - b ^ ^ - + - c ^ 0  —  =  О, т. е. въ

этомъ M yHat первое ур. есть сл’Ьдств1е двухъ другихъ и значить 

различныхъ ур. два и мы только можемъ два HensBtcTHbixb вы 

разить въ зависимости отъ 3 -яго.

Разсмотримъ теперь сдучай, когда всЬ миноры 2 -аго порядка 

нули, тогда непременно одинъ изъ коэФФИщептовъ а^, а^, а^, 

^11 2̂> <̂ 2) 8̂5 ие равепъ нулю, пусть будетъ « i < 0 . Умно-

жаемъ o 6 t части равенства а ^ х - + - \ у - * - с ^ г  —  d  ̂—  ŝ  на 

а o6 t части равенства а^х -+- Ь^у с^г —  d^ =  s  ̂ на а , и по

членно вычитаемъ, тогда получимъ:

x^a^a^—a^a^)-^-y{\a^—aJ)^)-^-з{a^c—a^c^)—{d^a^—a^d^)=s^a^—s^a  ̂

и необходимое услов1е совместности ур.

а ^ х -\ -Ъ ^ у -\ -с ^ г  —  6̂ j =  О |
) будегь: d^a^ —  «2^ ,̂ =  0 , 

a ^ x - i - b ^ y  —  ^2 =  О j

аналогично получимъ, что необходимое услов1е совместности ур .;

X - ь  bj 1/ и -  с, гг —  о(, =  О I

—  13 —

а^х • ^ з . ^ н - С з г г  — ^ з  =  о (
будетъ: d^a^ —  Oj<̂ g =  0.

Имея эти услов1я, поступаемъ теперь следующимъ образомъ: 

умножаемъ левую часть ур .: (1 ) а , ж -+- bj ^ -н  г  —  rfj =  О на а^, 

тогда получаемъ: а^а^х - + - \ а ^ у  -л- с^а^г —  d^a^ =  О, но, при

нимая во BHHManieуслов1я, что миноры с^а^—а^с^— О

и услов1е совместности d^a^ —  d^a^ —  0 , получаемъ 
• •

{ a^ x -i -\ y -* - c^ z  —  (ij) =  0 .
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а такъ какъ, по предположешю, а, 5  О, то a^x-\-b^y-*-c^z—d^=Q^ 
помножая Bct члены ур, ( 1) на аналогично получимъ

а^(йзЖ-1-Ь з2/-1-Сзгг — ^з)==0, т.е.  a^x -i -% y-+ -c^z— d  ̂=  0,

следовательно въ этомъ случай ур. 2-ое и 3-ье изъ системы ур. 
(р) есть сл^дств1е ур. ( 1) и мы можемъ только одно неизвестное 
выразить въ зависимости отъ двухъ другихъ.

Если въ системе ур, (j3) известные члены равны
нулю, то мы получаемъ сл^д. систему ур.:

«J а: - f-  bj г/ и -  Cj г; =  О

a^ x -+ -\ y - i - c^ z  =  Q

a^ X 4r -\ y - i - c^ z  =  0,

такая система ур. называется «системою однородныхъ ур.»; для 
определен1я х, у  ъ г  мы имеемъ сл^д. равенства: жД =  0, 
у/^=0, г\  =  0. Если X, у  ж г  одновременно въ нуль обращаться 
не могутъ, то непременно долженъ Д =  0.

Совершенно аналогично ведется изследован1е системы съ 4-мя 
и более неизвестными первой степени.

Докажемъ теперь следующее тождество Эйлера-Лагранжа:

(«J»-t- а/ н - а^) (6/н - Ь/ -+- V ) —  («1 \  « 3 =

=  («1К —  «2 («2 3̂ —  « 3 -+- («3 —  «1 ^з)'-

Для доказательства этого тождества раскрываемъ следующ1й 
определитель 2 -аго порядка

(S)
Oj O i-t-«3 « 2 -н  йз «3

получаемъ, что

( 0)  =

«1 «г 1 «2 \ «1 «3 h «3 Рз

6̂2 \ «2 Ра
1

«3 Ъд “з % .
а, \
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Полагая же — а.̂  — а ,̂ аз =  Яз, =  =  и
Pg =  &3, получимъ:

-+- V ) — («1 «3&з)' =К

=  К  2̂ —  «2 ̂ l)' -+- («2 ̂ 3 — «3 ̂ 2)® -»- К  —  «1 ^з)'-

Выведемъ теперь правило для умножетя двухъ опредп>ли- 
телей.

Разсмотримъ сначала случай умножетя двухъ опред'Ьлителей 
2 -аго порядка; им’Ьемъ два определителя:

=  S,

требуется составить определитель равный Д.§ ,  съ этой ц^лью 
разсматриваемъ следующ1я дв^ системы ур. первой степени съ 
двумя неизвестными:

«1 ^ «1 Pi
=  Д и

2̂ «2 Р2

a^x-+ -\y =  X'i 

а ^ х -+ -\ у = т \
( 1) и

а , Х - 4 - р , Г = Ц

« , Х н - р з Г = 0 (
(2).

Ь Ъ "S'Изъ системы (1) получаемъ х — —— —, подставляя изъ 

системы (2 ) значешя Х = | 2 и Г = —у ,  получаемъ: 

но для опред. X мы могли бы вместо X  и F  подставить ихъ вы- 
ражен1я изъ системы ур. ( 1) во (2 ), тогда мы получили бы:

Ьг «г________Ж = a,aj-4-ajP,
Oj ОС2  и -  « 2  Ь ,  « 2  Ч -  b j  З 2

откуда видно, что 

A .S =
«1 «1 Pi « 1“1^ - « 2 р1 bj «1-4-62^1

«2 ^ “2 к «J -t- «2 ад bj Og -+- &2 Рг

Совершенно аналогично поступаемъ для образовашя произ- 
веден1я двухъ определителей 3-яго порядка, при чемъ въ этомъ
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случай разсматриваемъ сл'Ьдующ1я дв^ системы ур. первой сте
пени съ 3-мя неизвестными:

а̂ х ч-Ъ̂ у с-̂г ~  X 
а ^ ( с - \ - \ у с ^ г  — Y  

а^х - i -b ^ y  с^г =  Z  

обозначая

r - ^ x , Z = l  

(1) и + p , r - b - Y , Z = 0

а з Х - + - р з Г + у з ^ = 0

черезъ S,

(2),

«1 Pi Yi

«2 черезъ Д и «2 P. Ts

«8 &3 Cs «3 Ys
подучаемъ изъ системы ( 1)

(а ) ..................... х =
X

bj Cj
-  Y

bi Cj
-t-Z

bi Cl

®3 8̂ ®a Ьг Cj

изъ системы (2 ) им^емъ:

&2 T2 “2 ТГ2 02
З3 Тз . Г - «3 Тз . -г — *3 1̂3

следовательно

X

&2 T2 &2 С,
-H “2 T2 bi Cl

-t- “ 2 &2 bi Cl

З3 Тз 3̂ ®8 «3 Тз ^3 C3 “ 3

если же мы подставили бы изъ системы (1) выражен1я для
X, Г, Z  въ систему (2 ), то для х мы получили бы следующее
выражен1е:

bi'ttj -н Ьг Рг -ь 63 Тг «1 “2 -ь 1̂2 <̂3 У2
Ь| Яз-н -н Ьз Ys ag-t-C2 S3H-C3 ТзX =

- O j l i i - i - a g T f i  b j a i - b^&i-t-bgn Cia,-i-Cj&,-HC3-ri
■ l>2 p2

«1 “3 “2 ■азТз b, aj-t-bjl
-ЬзТг Cia2-HC2&2-*-C3T2 
- h  Тз с, ttg C2 03 C3 Тз

bi Cl «2 02 H- bi Cl “ 2 T2 -H b2 C2 &2 T2

bj C2 ®3 03 3̂ <̂3 “3 Тз 3̂ C3 33 Тз
ajai-HOjPi-i-aa-ri 6i a j b j  3 i 3̂ Ti q “i C j  l ^ i C3 Ti
«1 -+-«2 P2 “3 "Г2 Ь1а2 -нЬ2 3г-<-Ьз-Г2 Cj а2-нС2 &2“*“ «3 Тг
a, аз Ч -aj Р з «3 Тз bi ag-t-b j ^з "►■ ^з Тз Ci ag-t-Cj Рз-н C3 Тз

(b).
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Изъ сравнешя выражен1й (а) и (Ь) для х, зам'Ьчаемъ, что 

Д .§  =

«̂ 1 Cl «1 T i

«2 ^2 ^2 • ^2 ъ
«3 &3 Сз '̂з Рз Тз

+  - н  р ,  н - с ,

с,«2-^-С2р2-^СяТ2

«'1«з-^«2?з-^«зТз с,аз-^-С2Рз-+-СзТ8

Прилагаемъ нгьсколько примгьровъ на примгьнете опредгьли- 
телт.

1) Р'Ьшить систему у р.;

ж н - -+- Зг =  14,

За;-н ^ и - 2г: =  11,

2 х - * - Ъ у - \ - S  =  I I .

Получаемъ;

х =

14 2 В 1 14 3 1 2 14
11 1 2 3 11 2 3 1 11
11 3 1 2 11 1 —  0 • ^ —  . 2 3 11
1 2 8 У 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2
2 3 1 2 3 1 2 3 1

=  3.

2) Доказать, что

13 17 4 1 0 0

28 33 8 = 4 - 3 - 8

40 54 13 1 1 9

3) Доказать, что 

1  а  а *  

1 Ъ W 

1  с  с ®

— Q) — а) (с —  а) (с —  6).
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4) Доказать, что
1 0 0 1 ж уiCj ж 2/
1 12/i У Ух

® % У 1 1я?2 X у ж, Уг
5) Доказать, что

-+- с ® —  Ъ о Ь с  =

а с  Ъ 

Ъ а с  

с  Ъ а

=  (а -+- & -4- с) [(а — с) (a — b)-t-{b — с)’*].

6) Доказать, что
1 т п

0 « 1 \

0 « 2 \

7) Доказать, что

1 2 5 1 3 8

3 4 7 =  10, 2 4 9

6 8 9 3 5 11

=  —  2.

8) - 1 1 1

1 - 1 1

1 1 - 1

=  4.

9) Доказать, что

«1 \ 2 й / -ь а /

«2 \ fl!j &J -+- (?2 &2 V h-V
и отсюда получить, что

(а,2 -н  а/) ^
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