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АВАЛИЗ СТОХАСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПРОЦЕССА 
ПЛЯЖЕФОРМИРОВАНИЯ 

Р.ассматрвваетса способ учета фJIIOii:Tyaи..Oi в береговое системе 1<пиф - nJliOIC ва 
осво- стохастичеСJtого уравнеив. Ито-ФоJ:>.:ера-Пnазn:а. Лолучено формалъиое решеиве 

· DOC~eJ;"O уравн.еми. при помоши оператора эвоmоЦИit и его д/UIЪнейшее пpeJJ,cтaвneiOie , 

nркгоциое ДШI раовитв.а теорВIJ возuущеиий, тeopJm поля. В простеiпnем линейном cny­
,_ ПOJI)"Ie&o ~шение в IDtAJJ,Paтypax , а.:оторое имеет опрецеле:вный npa.l<:TI!'iea::ий интерес с 
ТОЧJЕ8 ареива ~и процесса пп.ажеформирова&ID!. . 

Стохастическое уравнение баланса пляжеобра.3ующеrо материала пред­

лагается нами в виде уравнения Ито [5] : 

dw =[аН !(w) - <p(w) + u(t)]dt + g(w)dp(t) , (1) 

rде w - объем пляжеобра.3ующеrо материала на единиц • длины бeperoвoii ли­

шш ; а = const - доля . пляжеобразующего материала в породах, слага щих 

клиф (береr:овой уступ); Н = const - высота клифа ; f (w) скорость отстуnа­
ния клифа; <р( w) - интен.сивность истирания пляжеобра.3ующего материала ; 
u(t) - интенсивность искусственной iши естественной nодпитки (11 > О) или 
укоса (и < О) материала; p(t ) - переменная , описывающая вклад случайных 
флю~:туаций .в приращение w; g(w)- фунжция , описывающая зависимость ам­
ПЛИТУдЫ флюктуаций от величины w . 

Па dp(t) наложеиы условия [5] 

< dp(t) >=О , < (dp(t ))2 >= dt . 

ЗДесь< ... >= J0
00

( • •• )M(w ,t 1 wo,to)dw- статистичесl(ое усреднение; М- ве­
рWIТВость тоrо , что в моме~т времени t объем материала бУдет равен w при 
усоовин , что в моиеит времени t 0 он бьrn равен w0 . 

Харажтерны.е пол)"3мпирические виды фующий f(w), <p(w) для д~терми­
нированноrо уравиенИJI баланса ПJiяжеобразующего материала предложены в 

работе [3) . 
Из уравнения (1) и статистической независимости dp(t ) и w едует 

уравнение для фующии распределенИJI вероятности [5] 

дМ~w, t ) =-д~ {[aHJ(w ) - <p(w) + u(t)] M(w, t)} + ~ д~2 (g 2(w)M(w , t)) , 

(2) 
которое JmJJЯeTC.И уравнением тиnа Фоккера-Планка, свJшанным со стохасти­

чеанм уравнением Ито (1) . 
Получим формальное решение уравнения (2) при по ощи оnератора эво­

люции [1) . Если имеется уравнение 

rде it - некоторый линейный оnератор , действуюший на n~ременные i Е n_n 
и :эавиСJIЩИЙ от t , то решение этого уравнения можно представить в виде 
"IJ'(x, t ) = U(t)Ф(i , 0), где U(t) - ол р тор эволюции ; Ф (i, О) = tp(x ) -= nроиз­
вопьнu фунхция координат . Подставовка та.:ого решения в ур .нение ( 3) дает 
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drJ(t ) ... .. 
vравнение для оnератора зволюuии dt = L1U(t), решение которого имеет 

вид U(t) = Техр { J; Lтdr} . . 
СлеJIОflательно, решение исходного уравнения такое : 

где Т - оператор упорядочения Дайсана 

ТА( )в(')= {. А ( т)В(+) , 
т J - . В( f)А(т) , 

f <т, 

. f >т, 

(4) 

который применяется в случае , если коммутатор [Lт , Lт J = i.,. i1 - L1 Lт не 
равен нулю [1]. Применяя формулу (4) к уравнению (2), nолучаем его фор­
мальное решение : 

М (w , t) = Техр { [ ~ Ьg2 (ш) - d: (аН f(w)- <p(w))] t­

- J~ и ( т)dт d:,} M(w , 0). 
(5) 

Исполь:зуя формулу [d:,,f(u1)) = J(w), где [А,В] = АВ-ВА -коммутатор 
оnераторов А и В [1), приведем выражение (5) к виду 

M(w , t) = Техр { [Hg2(w)i& ~ 2(g2(w))t /w+ 
+(g2 (w))и)- (аН f (w) - rp(ш))d';;, - (а.Н f! (w)- <pf(u ~ ))]t­

- J~ и (т)dт а:} M(w , 0). 

Последние две формулы по:зволяют предска:зывать распределение вероятно­

стей при i >О . 
Для дадьнейшего анали:з а. nостроим оператор ;эволюции (5) , ддя -чего 

обо:зна-чим 

. d 
--d (аНf(ш) - <p(w) + u(t,J):: A(t). 

Ui 

Тогда формула (5) примет BИJI 

М (ш, t ) = Техр {1
1

-dт(А (т) +В) } M.(w , 0). 

Введя операторную функцию Z(i) и:з соотношения 

Техр {lt dт(А ( т) +В ) ~ = Техр {lt dтА(т)} Z(t) 

получим уравнение 

причем 

dZ = Те- I: А (т)dт вте.Го' А(т )dт Z(t ) 
dt ' 

rr - J.' А ( т ) d .,. в~ J.' А ( т ) dт R+ 
1е о .teo = -

(6) 

(7) 

.f. I::=l ( -] )" Х J;n=t dtn-1 f,~" - 1 dt r; - 2 . .. J~ 1 dto[A(tn-1)[ .. . [A(to) , В] ... ]) , 
. . (8) 

где квадратных скобок под системой интегралов n. 
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Итак, получена формула (7) в виде , nригодном дпя ра:эвития сист~ма­

тической теории · во;эмущений, подобно тому, i'ак :это делается в хвантовой 
теории поn.а [2] : 

M(w , t ) = Техр {lat А(т)dт} Техр {1t Ё ( т)dт} м(w , 0), (9) 

B(t) = Техр { -11 

А(т)dт } ВТехр {1t А(т)dт } , (10) 

Видно, что превратить формальное решение (5) уравнения (2) в решение 
:этого уравнения в квадратурах во;эмож:но лишь nри сравнительно nрстом виде 

операторов А. и В . Вооьмем g(w) = const и линейное приближение для аН f (w)­
<p( w) , тогда 

d . d 
. А = --d (ow + u(t) ) = - (ow + u(t)) -d - о, w . w 

где 

о= (аН J(O) - <Р' ( О ) ). 
Отсюда 

Следовательно , 
В= Вехр{- 2от} . 

В :этом случае 

M(w, t)::: Техр {J~ А(т)dт} Техр { 1 - ~:~о • g 2 fw.,-} M (w, О) = 

Техр {J~ А(т)dт} f~oo -Jfiexp { -112 + Т]g.j 1 -expi- 2ot) -/;;;} M (w, О) = (11) 

= Техр {J; А(т)dт} f~oo ~е-'12 M (w + ТJ9V 1 -expi-2ot), 0). 

Вводя замену Vl- exp(- 2ot) 
Wl = W + ТJ9 ' 

о 

получаем 

_ W э - W 

ТJ - :J 1-••r(-2o t ) ' 
gy о . 

M(w , t) = Техр {J; А(т)dт} f~oo dw1g- 1 х 
Х (П( l-exp( -2ot )) )-; ехр {- o (w-w t)

2 
} M (w О) = 

о g:f( l-exp(- 2ot)) 1> 

= f~oo dw1g- lexp(-ot ) (П( 1 -ех~( - 2оt)) ) - ! х 
хТехр { - (owt + J; и(т)dт) d:} ехр {- g ~ (~i~x~(-~Xot)) } M(w1, 0) . 

Дn.а дальнейшего анализа , с у~том (9 ), рассмотрим выражение 

Техр { - [owt + J; u (т)dт] d:} = 

= ехр { - owt d:} ехр { J; dт ( -и( т) d:)} . 
Согласно выраж:еви.11м (8) , (10) имеем 
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Итак, имеем 

Техр { ~[awt + J~ ~(т)dт]d~} = 

= ехр { -awt d~} ехр {- J~ dтехр( -aт)u(т)fw}. 

Используя выражение (11) , получаем 

Пусть в начальный момент времени распределение вероятности таково , что 

с вероятностью , равной 1, реализуется какое-либо определенное значение w. 
Предположим , что nри t = О вдоль всей береговой линии с одинаковыми ма­
I<роусловиями и:зъят весь пляжеобразующий материал , тогда в зтот момент 

времени бере!'О ая СИСТеМа будет НахОДИТЬСЯ В МИКрОСОСТОЯНИИ W = 0 С ве­
рОЯТНОСТЬЮ l, что ра носt!ЛЫЮ М ( w1 , О ) = 6(w1 ), где 6 - дельта-функция 

Дирака . Тогда nлотн.ость вероятности в дальнейшие моменты времени будет 
иметь ·вид 

) 
_1 (II(e2at- 1)) - ! { a{w - J~ dтexp(a(t- т) ) и ( т)] 2 } 

М ( w, t = g х ехр - 2 ( 2 1 ) · · 
а · . . g_e 0 -1 

Следовательно , зта. nлотность вероятности nредставляет собой гауссс>­

всrий колокол с характерной шириной g ( . ~ .. ~- 1 )! и вершиной в точке 
w:: J~ dтеа(t- т)u(т). Таким образом , он ·будет со временем двигаться в П<>­
ложителъном или .отрицательном направлении оси w в зависимости от знаков 
и(т) и а : При зтом наиболее вероятное значение w (которое чаще других 
будет обнаружено в результате измерений) будет совпадать с вершиной га­
уссовсtюго колокола и уДовлетворять уравнению (линейноr.1у детерминирован­
ному уравнению баланса nляжеобразующего материала) 

dw _ ( ) ·dt = qw+ и t . (12) 

В npoue.cce наблюдений мы чаще всего будем обнаруживать согласие с уравне7 
нием (12), однако отклоне~ше от него, т.е . от w; будет nорядка .g ( exp(2:t)-l) .· 
При а > О зти отклонения б.)>дут возрастать неограниченно с течением вре­
мени, nри а< О - во:зраста.ть , стремясь. к ~. причем зтот рост при а# О 

. y lal 
будет nорядка e a t. Легко nока:за.ть , что nри u(t) =О M(w ,t ) ;эволюциони-
рует к стационарному расnределению вероятности: 

{ 
о , 

~m M(w , t) = .Jiai . {-l alw~ } 
t оо ;Тnexr. --gr- , 

а>О 

а< О . 
(13) 

Итак , пр~I t -+ оо в лучае er > О обнаружить систему в состоянии с кс>­
нечным объемом пл.яжеобра,;зующего материала w невозможно , следовательно , 

система уходит на бесконечность, что согласуетс.я с реw~нием уравнения (12). · 
При а- < О нанболее вероятно о бнаружить систему в состоянии с w = О , что 

также согласуется с решением того уравнения. Однако возможны оrклоненuя 

13 



от :этого 3Начения, nричем почти всегда :эти флюктуации будут о рин адлежа'lъ 

отрrоку . . Среднее 3начение w в :этом случае будет 

~ r oo { 1 а 1 w
2 

} g < w >= ГтТ 1 dwexp - ~ w = /lli(;l ' 
gv п J o g~ 2\ n 1 а ! 

т.е. прямо пропорционально амплитуд.е флюктуаций g и обратно пропорци~ 

нально 1 а 1 . Стационарное состояние (lз ; достигается системой 3а характер­
ное время nорядка е = ГаJ. Для некоторых реальных береговых систем :этu 
время порядка 17 лет [4]. · 

Стационарное поведение стохастической nинами'iеской системы клиф­

nляж ПОЛУЧИМ И3. диффу:ЗИОННОГО уравнения (2) ( ддУ = 0) С учеТОМ условиi1 
lin1",-00 MI(w) = limM(w) = О , 

M(w ) = 92~w ) exp{2 j g·:(:) [aH f (w) -<p(w)+uc]}, 

где константа. интегрирования С находится и:з условия нормировки, причем 

u(t) = ua =const является слецствием стационарности. 
При g( w) = const_ ':экстр ем умы плотности вероятности находятся из уел~ 

вил 

аН f (w) - <p(w) + ua =О , 

т.е. являются стационарными точками детерминированной динамической си­

стемы клиф-пляж [3 , 4) , при'IСМ очевидно , что точка максимума функции М ( w) 
является устойчивой стационарной точкой системы , а точка минимума- не­

устойчивой. При одной устойчивой стационарной точке . н1tиболее вероятно 
обнаружить систему в ;этой точке. иначе говоря , большую часть времени си­

стема будет проводить в :этой точке и ее ближайшей окрестности. При :этом 

распределение вероятности в достаточно малой окре стности :этой точки при­

ближенно будет иметь гауссовский вид (13). 
Наименее вероятно обнаружить систему в неустоiiчивой стационарной 

точке . При нескольких устойчивых стационарных точках система может быть 

обнаружена в любой И3 них, nричем отношение .времени пребывания (вероят · 
н ость обнаружения) в одной и:з них ко времени пребывания в другой 

z~::~ = ехр { : 2 j dw[aH f(w ) - <p(w) + uo) ~~ ~ } , 
где w1 , w2 - координаты соответствующих устойчивых точек . При g( w) # 
=J const наиболее вероятные ;значения w находятся и:з условия 

dg(w) 
аН f(w) -<p(w) + ua- ,q(w)--;;:;;;- =О. 

Отсюца видно , что поведение стохастической динамической системы nри 

g( w) =J const суще ственно отличается от поведения системы при g = const. 
Действительно , уже в линейном случае может быть несколько максимумов 

M(w) или они могут отсутствовать вообще Б :зависимости от вида функции 

g(w ). 
С фи;зическоi1 точки :зрения :это о:значает следующее. Ранее было пока­

;зано , что при а < О и g(ш) = const наиболее вероятн<.' обнаружить систему 

в состоянии w = О (13) (отсутствие пляжа). В этом же случае при вводе 
переменной амnлитудной функции (g(w) =J const ) могут во:зникать неиулевые 
устойчивые точки , свидетельствующие о формировании пляжа. 

Представляет интерес для дальнейшего ра;звития стохастической дина­

мики береговых систем тиnа клиф-пляж ра:зработать методы вычисления фун­

кций g(w), f (w),<p(w) , что во:зможно только на основе постооения микроск~ 
пической теории динамики береговых систем подобно тому , как вычисление 
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термодннамичесJСИХ функций вооможно лишь на основе мнкросJСопических те­
орий статистичесJСоЙ физики . 
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ИДРОУПРУГИХ ВОЛН В УПРУГОМ 

ИЛИ ЖИДКОМ СЛОЕ, КОНТАКТИРУЮЩЕМ С ВНЕШНЕЙ 
СРЕДОЙ 

Исс~уетсв расrrространеш1е r р онич.ес-.:пх волн в ГидРоупругих си=емах: жид­
~о:ий саой-:::-.руl'аи сре;~,а, ynp)TIIЙ cлoЙ- ;.•шD.Jo:WI среда. ПолучеНы дисперсвонвые уравневиа, 
провецен их асимптотпческiiЙ и ЧJtспенвый аиашю. РезуJIЬтаты Д"ПJ[ фазовых и груiПIОВЫХ 
сtrоросте:й ъ зависи:мос-rи от ДIIIIНЪI вonllbl при разшмиьrх соотвошевиах плотиостей иред­
ет пены в виде графшюв. РасСМАтриваютсв таАJКе моды, соответствующие сииметричиым 
и аитиСJDОtетр.IIЧIIЫМ хопебав:и..им упругого слаs . 

ИссЛедуетсв распрос рrtнение гармонических волн в гидраупругих си­
стемах двух тиnов : уnругий слой толщиной 2h., nомещенный в жидкую среду , и 

жид;кий слой, ограниченный упругими полупространствами . )Кидкость пред­

полагается идеалыt i'1 У- сжим,аемой , движение уnругой среды оnисывается ура.·· 

внениями классической линейной теории упруГости. · Укааанные задачи ча­
стично рассматрива.лись в [1}- [6] . 

Цель исследования состоит в определении и анализе условий распростра­

неНИJI гармонических ВОJIН (си метрitчnых и ан,rисимметричкых) и основных 
характеристик распространяющихся ~олю фазовых и Групповых скоростей и 

мод . 

Введем обооначения об.п тей ,в nрямоугольной декартовой системе •-··,.. 
орр;иват х1 , х2 , х 

h < хз· < со } 
xr. < oo(k = 1, 2), -h :5 хз :5 h . 

-оо < хз < -h 

В предnоложетш, что волны расnростраВJiются вдоль координаты х 1 , 
" • 1 

nриходим к nлоек и задаче , ДIIЯ котарои исJСомые функции не зависят от к ор-

динаты х2 . :Задача ,в случае упругого сло.11 формулируется следующим обра.зом. 

Определить функцf и cкaru rнюrо и векторного потенциалов упругого поля 1.р н 
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