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В различны х при лож ениях приходится 
рассм атривать линейны е обы кновенны е 
дифференциальные уравнения первого порядка с 
периодическими коэффициентами следующего вида:

^Г = Чо+ Я1 cos(u>,t)-{р0 +■ р , с-05'(со,/))С, 
at

(1)

-=q6+ ^ e ia>: + ^ е Ча'  -  
d t 0 2 2

С (2 )

Представив решение уравнения (2) в виде интеграла 
Фурье

С ( / ) =  —  cfe

и подставив его в уравнение (2), получим

— forx((o)c?'“'<:/<o = — [5(со-(о;У а'я?со +
>гг J J2п

ъ .
2
— |б ((0 + с>,)е"0'с/со + q0 j5(cc>y"'dco -

| Pi с '(м+а>г)' _)_ Pj_ е '(т-ьь)' 
? 7.

(3)

[х№Н Pr>e “2л J l
что дает функциональное уравнение для х ( ® ) : 

hdx(g>) = - ю , ) +  n q ,8(a  +  ю; )н

+ 2жд08((й)~ р 0%(“ )+  у х ( о - м г )+
(4)

+ ^ у х (ю  + и г ),

где — дельта-функция.
Из уравнения i 1) следует линейное неоднородное 

дифференциальное уравнение для Х,{ш)

.E l
2

d d
  —tu ---

+ Р о + й 0 Щ < в )=

(5)

C \ ^ o  = 0 ' Чо'Ъ-Ро’Рг®*-®! = const > 0  
Уравнение (1 ), например, описывает динамику 

концентрации примесей в окрестности морского 
мидиевого биофильтра с переменным коэффициентом 
биофильтрации (для мидий характерен суточный цикл 
фильтрации) при переменном поступлении примесей при 
сборе сточны х вод [1 ] , причем 
4o= Q Q : ^ > lh - CoQi/ V ‘ Q ’Q) — средние 
кон центраци я и расход сточных вод, V — 
рассматриваемый объем в окрестности биофильтра в 
котором определяется концентрация C(t).

Ниже предлагается один аналитический метод 
решения этою уравнения.

Перепишем уравнение (1) в виде:

clc

2 щ 0 5(ю)+ nql [б(<в + со,)+6(0 - 00,)]
При выводе уравнения (5) мы воспользовались

а —
известным тождеством е * • / (х ) = /  (х + а) [2]. 

Формальное решение уравнения (5) имеет вид:

й (со )=   1
Pi 2 г/со + е с/»

(6)

х {2nql)b((a)+nqI [б((о + w, )+б(ш-©,)]} 
Используя известную формулу для операторов А и 

В [3]:

-  = (А + B Y  =  [а(1+ А - 'в ) ] '  = (l + А ' В } '  =
А + В

l + l_ B A n=oV̂ 4 j  А 
А

будем иметь

Х Н  = -
Pi

•1 Т
е & +е

2(p0+io)

х  \ - 2~ —  8 (а > )+  [8(со +  « о ,)  +  й(со -  и , )] 1  =
[Р „+ гю  P0 +i о  J

со
= 1 :

Р,
>2"{p„+mf

,1X J 5 (ю) + [5(со I 03,)+ 5(со -  (0,)] U
IР0 + т  Р„ + т  j

* 2 щ ()ё(а  + (и -  2k)саг) 

Р„
= У  Ei J Ус*

п=о 2п{рр + гсо)1

у с * ™h
" p„+i(<>> + (n -2 k )w^j 

- 5(ю -со , +(п~ 2к)и) , )]}

- [б(ш + (о ,+ ( п -  2к)а2)

Подставляя выражение (7) в интеграл Фурье для 
СИ) получим
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C(0 = Z I P l C knq0ei(n-2k)fo3i

2 "{p0 +i{2 k ~ n )® 2y  p 0

2 "*‘{Ро -  ' ^ i X po -  + ‘{2к -  » Ь з У
C k„qlP:e-°“'e ^ - 2t^

2"*'{p0 ~ *'®,Xp« -  *“ y + ‘(2k -  " W " .
Вьщеляя из выражения (8) действительную часть, 

полупим

JL-C(i) f f j  Р 'С”Чо С°^'П ~ 2k^ht ~ W(p] 
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, с* соМр ~ ~ У ~ n(Pi] .
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(9)
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По признаку Даламбера ряды сходятся [4]:

s±L = h^ +.1). = b ( j  + L \  Hm2s+L = b'<l

Очевидно
\ReC(t}\

„ тем меньше, чем меньше ? и
I -П Д К  ~ Р »

^  чем больше ри и (02 •

Пусть [4] b ^ l  + = S^”~N̂  < 1 , ч  — р = Л!,

а. =&>„_, = $ 4 - 1  = 5М Ч .
а? A f - J  so N  - I  _

Z в- = S  Я» + а* £  ̂ " = S а-+
Я = + й*|) /» = W

тогда

'»! с.а
Г Г  УЯ^  пдк ^пдк г<>

и Г  - ^
II El
pJs2PoJ
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где

Ф = arg (р 0 + i(2k -  n)m2),

Ф; = arS  (Po ~ ' “ /)+  arS  (Po ~ i(a, +  i(2k ~ «)»г).
Ф, = arg (p 0 + (© ,)+  arg (p 0 + ia>, + i(2k -  и)ш,).
Полное решение уравнения (1) состоит из частного 

решения уравнения с нулевым свободным членом. 
Последнее решение естественно не зависит от qu и qr 
Следовательно, решения (9) есть решение задачи (1) с 
условием C\4llMi = 0 ■

Решение (9) состоит из двух частей: первая — 
пропорциональна постоянной составляющей расхода 
примесей при сбросе сточных вод, вторая — 
пропорциональна переменной составляющей этого 
расхода.

В случае q ~ 0  мерой работы биофильтра может
„ ..SapLj

CoQo
С VP^ лм  lQ

■
{ Л

Л-/

Z р ,

А '/,р=0 Р ё  + ® : /  ,

2РЧ

(2р+/)н

рГ‘(2» + 1)
2{р1+^Р I - р\* к  J 1 

■U «# :

ШеСШ
Формула (11) позволяет оценить -----------  поданным

предельно-допустимая концентрация загрязняющих
веществ.

Тогда

ПДК

Со> Cm v  Q f V- Ро> Pv в случае qt~0.

В случае qu = Qn =  0 и Я/ ~ ® (переменная

составляющая твердого расхода сточных вод деленная 

на рассматриваемый объем V) имеем:

Q,c„ .
('пдк v{p l+  со;’ Y2 Спак

Р,п
( Г Г \ \

p i А е 1 _8

1 ^ / )

+ Ё -
Р,п

Ро +

1
п Ш_? -  CD,

-1 ) J

( 1 2 )

Необходимым условием сходимости этих сумм является где f ( x ) — целая часть числа X-
Формула (12) дает оценку работы биофильтра при 

фильтрации переменной компоненты (qu = 0, </( ^ 0 ) ,  
из нее видно, что качество фильтрации тем выше, чем

Вестник МСУ, 2000, т. 3, _Nb3 51



Т Е Х Н И Ч Е С К И Е  Н А У К И

больше величина р 20 +  СО̂ и чем меньше рг Аналогичное 
оценки могут быть получены при q0, qt ф 0.

Отметим, что стандартный подход к решению 
уравнения ( I ) с использование формулы Коши приводит 
к очень громоздкому и трудно интерпретируемому 
решению.
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ПРОБЛЕМА ОПИСАНИЯ 
ФРАКТАЛЬНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ

К андидат  ф и зи ко -м а т ем а т и ческ и х  наук  Ю. П. Вирченко 
Н аучно-исследоват ельский  и н ст и т ут  м онокрист аллов

Теория фрактальных структур в современном 
состоянии довольно сильно отличается от других 
разделов теоретической физики, в которых наработан 
большой опыт конструирования математических 
моделей. Большинство из основной массы 
теоретических работ, в которых исследуются 
физические фрактальные структуры, выполнено на 
уровне оценок и качественных рассуждений. Это 
указывает на необходимость развития эффективного 
математического аппарата теории, который бы 
позволял ставить и решать конкретные физические 
задачи, связанные с фрактальными структурами. 
Исследования в этом направлении приводят к 
фундаментальным вопросам теории фракталов, 
которые настоятельно требуют своего решения для еу 
развития.

Фракталами с физической точки зрения 
называются такие структуры, которые ведут себя 
самоподобным образом при изменении масштабов в 
широком диапазоне их изменения ГТрмчцм, гак как 
объектом теории являются стохастические 
физические явления, то самоподобие должно 
пониматься в статистическом смысле (см., например, 
[1]). Поэтому с математической точки зрения 
фракталы должны описываться случайными полями, 
которые обладают инвариантностью при изменении 
масштабов (точную формулировку см. ниже). 
Утверждение о самоподобии случайного поля, хотя и 
является жцстким требованием к возможной 
вероятностной модели описываемого физического 
явления, но оно вен же имеет довольно общий 
характер и недостаточно для построения адекватной 
вероятностно феноменологической модели изучаемого 
явления и получения на еу основе количественных 
результатов. Из-за отсутствия же руководящих 
физических принципов для построения моделей 
такого типа остацтся единственный путь — 
математически исследовать все совместимые с 
принципом самоподобия возможности. Поэтому 
возникает задача о классификации возможных 
математических моделей стохастических фракталов.

В этой работе мы будем изучать частный тип 
самоподобных стохастических структур — 
самоподобные сепарабельные поля. Будет’ показано 
как для таких структур исследование 
сформулированной выше глобальной задачи сводится 
к более традиционной для теории случайных 
процессов задаче изучения стационарных процессов.

2. Самоподобные случайные ноля.

Случайные самоподобные ноля, т.е. случайные 
функции а(м),  зависящие от пространственных
точек д:. и обладающие специальными 
трансформационными свойствами при
преобразовании подобия пространства, описывают 
фрактальные распределения физических величин в 
пространстве. Математическое понятие случайного 
поля приобретает прикладную ценность только в том 
случае, когда его случайные реализации хотя бы к 
какой-то слабой степени обладают свойством
непрерывности. Таким свойством, которое мы будем 
предполагать далее выполненным, являегея 
сепарабельность [2]. Без предположения о 
сепарабельности случайных нолей бессмысленно
ставить в общем виде принципиальные вопросы 
теории случайных фракталов, описываемых этими 
полями. Например, без свойства сепарабельности 
поля а( х)  в общем случае нельзя придать смысла 
вероятности того, что это поле не превосходит 
некоторого фиксированного значения о, изменяясь в 
некоторой области, и, в связи с этим, нельзя также 
придать смысла фрактальной размерное™ 
реализациям этого поля.

Дли сепарабельного случайного скалярного поля 
а( х) ,  х  6 R распределение вероятностей можно 
задавать, согласно теореме Колмогорова (3]. 
посредством набора конечномерных многоточечных 
распределений для произвольной конечной 
совокупности пространственных точек. Эти 
многоточечные распределения должны удовлетворять 
естественным требованиям согласованности. В 
случае, когда все многоточечные распределения J’lt 
имеют плотности

I,,(<'!■ а2, х 2 ; а„, х„) =
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