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П Р Е Д И С Л О В 1 Е .

Teopiii интегрирован!}! уравнен1й съ частными производными нер- 
ваго п оряд ка  одной неизв'Ьстной (|iVHi;ri,iH излагалась много разъ  различ
ными учеными. Труды Л агран ж а ,  К о т и  и Лкоби относительно интегри- 
рован!я разсм атриваемы хъ уравнен1й были изложены съ большимъ ис- 
кусствомъ В. Г. И мш енецкимъ '). Посл'Ь того паука обогатилась откры- 
т1ями М айера и С. Ли, и разсм атриваемая теор1я достигла  высокой сте
пени совершенства. Интегрировап1е уравнен1й съ частными производ
ными приводится къ i)’I;nieniio уравнеп1й въ обы кновенпы хъ  или нолныхъ 
ди(1|ференц1алахъ. И нтегралы  ихъ ,  которые, съ точки зрЬн1я Якоби, не 
им'1;ли зиачен1я для и н т е 1'рирован 1л уравнен1й въ частны хъ  производ- 
ныхъ, въ iiacTOJin;ee время, благодаря  работамъ С. Ли, всЬ служ атъ къ 
умен1,шен1ю трудностей р еш аем ой  задачи. И если н'Ькоторыя изъ от- 
крьпчй С. Ли не нользуютса eni,e широкою извЬстностью, то это можно 
объяснить  слолсностыо сопровождаюн;ихъ ихъ  вычислен1й Гурса, из
л а га я  и х ъ  въ своихъ изв'Ьстиыхъ лек 1и я х ъ  ^), пе ввелъ  съ своей сто
роны сущ ественныхъ унрош,ен1й. Н астояп 1,ее сочинен1е нредставляетъ  
опытъ упрощ енна1’о излo^Gнi)^ изсл'1;дован1й С. Ли и д аетъ  очеркъ 
основныхъ положен1й Teoi>irf 14зсматрива(>мыхъ уравнен1й.

Читатель, знакомый съ ли те 1>атурой вопроса, легко  замЬтитъ , 1'д1; 
авторъ  предлагаемаго  сочинен1я сл'Ьдуетъ въ своемъ изложен1и за дру
гими писателями тЬмъ болЬе, что всЬ эти мЬста, по возможности, от
м ечаю тся  ссылками на не{)воисточники. ])0Л'1;е самостоятельныя мысли

') Im schenetsky, Sur I’in tegration  ties equations aux derivees p artie lles du prem ier  
ordre. Traduit du russe par J. Ilo iie l. P aris, 1869.

2) C m . no этому поводу указан1я въ co'inueniflxb самого С. Лн, „M athem atische  
A m ialen “, Bd. V llI , S S. 2 1 6 —217; Bd. IX , S. 246, и у Клейна, „Confёrences sur les  
M athem atiques t'aites au C ongres de M athem atiques tenu a I’occasion de I’exposition do 
Chicago", французск1й переводь .1оге.1я, стр. 9.

’ ) Goursat, Lemons sur I’in tegration  des equations aux d erivees partielles du p re
mier ordre, Paris, 1891.



и coo6i)ii;Keiiij£ автора  были частью опубликованы въ „Comptes Ilen(liis“ 
Нарилгской Лкадем1и И ау к ъ  и „Сооб1ц е 1п я х ъ  Харьковсиаго М атематиче- 
скаго Общества" *), частмо являю тся  впе])вые въ иастоящ емъ сочине- 
и1и. Менсду ними молшо назвать  изложен1е теор1и ли и ей н ы хъ  vpaBueiiiti 
съ частными производными и капоническихъ  въ иолныхъ ди(()(})ерец- 
1й алахъ ,  выражен1е услов1й замкнутости системъ уравнен1й съ частными 
нроизводыми, доказательства су1цествован1я и единства и х ъ  и и те 1'раловъ, 
излол;ен1е способа Якоби и М айера иптегри1)ован1я уравнен1й, заключаю- 
щ и х ъ  явно неизвестную  ф унк 1цю, изучен1е зависимости между задачами 
интегрирован1я уравнен1й съ частными производными и въ иолныхъ 
диф(1)еренщалахъ, теор1ю и х ъ  главны хъ  функц1й, изложен1е усовершен- 
ствован!я С. Ли способа интегрирован1я Якоби и М айера и критиче- 
ск1я зам'Ьчан1я относительио изложен1я этого усовершецствован1я Май- 
еромъ, p in ie n ie  задачи С. Ли и друг1л бол'1;е незначительный вещи, 
к ак ъ  доказательство изв^стнаго  тож дества Якоби, изложен1е Teopin по- 
сл'Ьдняго м нож ителя его  и проч.

IV

')  Comptes R eiulus, t. C X X V IIl, p. p. I(i6, 225, 274. Coo6iueni)i Ха])ьковск11го 
М атематичесиаго Общества, т. V I, Обобщен1е перваго способа Якоби интегрирован!^ 
дифференц!альнаго уравнеи1я съ частными производными перваго порядка одной не- 
изв^стной функции.
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Объ йнтегрированш уравнен1й еъ чаетвыми производвыми 
верваго ворядка одвой веизв^Ьетвой функщи.

ГЛАВА I.
Объ образован!и уравнен1й съ частными производными. Понят1я 

объ ихъ интегралахъ.

1. Ураниененш съ частными производными иолучаютсл ири 
исключен1и изъ функц1опальныхъ уравнен1й и ихъ  проикиодныхъ мходл- 
щ и хъ  въ иихъ проиавольпыхъ иостолнныхъ или произвольныхъ фуЕ1кц1й. 

Назовемъ черезъ z  функц1ю независимыхъ перем'Ьнныхъ

а-1, а;„

и предиоложимъ, что сущ ествуетъ  равенство

^  I ^ 2  > ■ • • ’ ^ 1  ’ 1 •  • • > ( 1  )

|-дЪ C l ,  с , , . . .  —  ироизвольныл чостолнныя. Обозпачимъ черезъ

i> i . > • • • L \

частиыл ироизводныл иерваго иорлдка  ф упкщ и z  соответственно но 
нерем-Ьннымъ

аг;, ж ,,

У 1)авпен1е (1), диф ференцируя его но всЬмъ ж-амъ, даетъ  п  нро- 
изводныхъ

г = ] ,  2 , . . .  п.

(2)

Если число q меньше » г + 1 ,  то всегда возможно исключить изъ 
равенствъ  (1) и (2) всЬ нроизвольныя ностоянныл, не дЬлая какихъ-ли-



бо частны хъ  предположе1пй  относительно функщ и f .  Т аким ъ  образомъ 
нолучаются зависимости между нерем'Ьнными х ,  ^  и производными р ,  
или к ак ъ  говорлтъ. уравнен1« съ частными производными нерваго но- 
п я . к а  функщи Если равенство (1) не заклю чаетъ нроизвольныхъ 
ностоянныхъ, то vpaBHeHia въ частныхъ производныхъ представляются 
совокупностью равенствъ (1) и (2). Посл11дн 1й случяй мы исключаемъ 

изъ разсмотр'Ьн1я, и ноложимъ, что

q =  n  —  т - \ - \  ,

при чемъ
п ^ т -

Н аконецъ , предположимъ, что уравнен1я ( I )  и посл'Ьдн1я п  —  т  
системы (2) разр1;шаются относительно всЬхъ С ,  т. е., что функцю- 

нальный онред'Ьлитель *)

D
Л

d f \
дх. >+1 дх т + 2

дх^ (3)

\ б \ ,  с , ,

отличенъ отъ пуля. Результатъ  исключеп1я полученныхъ значенш  С 
изъ  остальныхъ уравнеп1й (2) нриводитъ къ  уравнен1ямъ въ частныхъ

производныхъ

Р ,  +  н м  , Х ^ , . . . Х „ ,  г ,  ,  Р,„+2 . • ■ • P j  =  ® ’ I 

й =  1 ,  2 , . . . w .

Если одна изъ ностоянныхъ С concU vu  не заключается въ урав- 
нен1яхъ (2), т о - ( 4 )  пе зависятъ  отъ  я .  Т а к ъ  носл'Ьдн1й случай имЪетъ 
м'Ьсто всяк1й разъ, когда уравнен1е (1) дается въ вид'Ь

г  =  f { X i , х.^, , C j , С.2, ■■■ C ,^ _ J  +  • (5)

* ) Мы будемъ всегда обоииачать функц1ональный определитель

‘ 2 ^'fn
ду. ду, ' ■

<̂ 'Р„
ду. ^У, ■ ' Ч

=  1) ■?«
\v ^ ,  У ^у-У п

<̂Уп ^Уп дУп



Впрочем'!, всякая система уравнеп1й (4) увеличеп1емъ числа неза- 
иисимыхъ перем'1'.нныхъ на единицу приводится къ  уравпен1ямъ, не за- 
ключающимъ явно неизвестной функц1и. Д'Ьйстнительно, если равенство

F ( ^ j , ^2 ,  . . .  , ^) =  О

опред1;ляетъ pbnieHie системы (4), то для этого достаточно принять  V  но
вой неизвестной функщ ей и bcJ; ж ,  г  независимыми перем1нными.

2 . Изъ самого способа образовав1я уравнен1й (4) ясно, что ина- 
чен1е (1) функц!и s  утож дествляетъ  ихъ, т. е. п редставляетъ  ихъ  p i -  
menie, или и н те 1ралъ.

Условимся называть полнымъ интеграломъ уравнен1й съ частными 
производными ихъ  p 'tu ienie,  заключающее произвольныя постоянныя, 
которое не утож дествляетъ  уравнен1й меньшаго или одинаковаго по
р я д к а  съ данными, но отличны хъ  отъ нихъ.

Возвращаемся къ  уравнен 1ям ъ  (4). Чтобы p tn ieH ie  (1) было ихъ 
полнымъ инте 1'раломъ для этого достаточно услов1я

—  3 —

2)
г. d f d f  \

’ ■ ■

с ,  ,
> О ,

ибо при этомъ мредполол;ен1и въ результат'!; исключен1я вс4хъ С  изъ ра- 
венствъ (1), (2) не могутъ получиться уравнен1я въ частныхъ производ- 
ны хъ  первого порядка, отличныя отъ (4). Вообще же необходимо, чтобы 
только 11 —  т - \ - \  каких  ь-либо уравнеп1й изъ (1), (2) разреш ались отно
сительно всЬхъ С-

Пусть урапнеп1я (4) не зависятъ  явно отъ г  и равенство (5) пред
ставляетъ  ихъ  p tn ie n ie .  Это р 'Ьшен1е~полпый интегралъ, если

г)/' d f  d f  ^

D

Наконецъ, функц1ональпая зависимость ме:1сду переменными и п])о- 
извольными постоянными можетъ быт1. дано въ ви д е

i ' ( a j j , х . ^ , . . .  г ,  C j , , . . .  ) =  О . (6 )

Пусть п  —  т  последнихъ  изъ производныхъ ея перваго порядка

d F . d F

г =  1 , 2 , . . .  W ,

Г



разреш аю тся совм'Ьстно съ (6) относительно BcixT> С ,  и результать 
исключен1я посл’Ьднихъ изъ остальныхъ производныхъ ураинен1й пред- 
ставляетъ  равенства (4). Обратно, чтобы уравнен1е (6) было полнымъ 
интеграломъ (4)-ыхъ, для  этого достаточно услов1я

D

F ,
d F d F d F

С,

Д М ствительно ,  въ этомъ случай уравпен1е (6) и его п  —  т  по- 
сл'Ьднихъ производныхъ уравнен1й иерваго п о р яд ка  разреш аю тся  *) 
относительно всЬхъ С ,  и результатъ исключен1я и х ъ  изъ остальныхъ 
производныхъ уравнен1й д а ет ъ  только зависимости (4).

3. Дифференщальныя ypaiiHeniH (4) получаются такж е изъ (1) въ 
иредположеши, что величины С  представляю тъ функц1и независимыхъ 
перем'Ьнныхъ х , удовлетворяющ1я услов1ямъ

« -» + !

дх,
3 -\

г =  1 ,  2 ,  . . .  W.

(7)

Въ самомъ д ^ л е ,  уравнен1е (1) и его ироизводныя перваго по
р яд ка  сохраняю тъ преж нш  видъ, въ силу равенствъ (7), следовательно, 
и результатъ исключен1л всЬхъ С — прежн1й. Мы приходимъ такиыъ 
образомъ къ  опред'Ьлен1ю р'Ьшен1я уравнен1й (4), выраженнаго  сово
купностью уравнен1й (1) и (7). Въ этихъ  равенствахъ  заключается нис
колько р4шен1й различнаго вида.

Разсмотримъ систему п  —  т - \ ~ \  уравнен1й

п —т-} -1

Z j  дС^ д х ,

дС,

п—m-4-l

у ,  - . > ^ = 0.d f  -iC, _

5 = 1

v =  1 , 2 , . . .  и  —  т -

*) См. Jordan, Cours d’A nalyse, t. I, 2-me ed., p. 85 , n“ 94.
Cp. Jordan, Cours d’A nalyse, t. I l l ,  ,1-re ed ., p. 327, n” 255.



т

К аж д ая  изъ этихъ системъ, соотв'Ьтствующая одному изъ зпаче- 
н1й к  о'п, 1 до ш , даетъ , или равенства
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или услов1е

D =  0 .

(8)

(9)

Въ иервомъ случа'Ь равенства (7) уничтожаются тождественно и 
результатъ  исключе.пя вс-Ьхъ С  изъ уравненш  (1), (8) нредставляетъ 
тмкъ называемый особенный интегралъ  системы (4).

Во второмъ предмоложен1и услов1я (9), соотв^тствугоиця т  раз- 
личнымъ значен1)1мъ 1с, ноказываютъ, что одна изъ величинъ С  есть 
произвольная фупщця остальныхъ. Пусть

Поэтому равенства (7) нринимаютъ видъ

п —т

V / 4 -  \ _  А

Ь у с + и с , _ , ^ , , ю , ) - д х Г

г =  1 , 2  , . .  . и .

Называя

к  _  л

разсмотримъ пг -f- 1 системъ

дС.оь

/< Ht

X
5 =  1

д С .

дх. ^ +i+v
= 0 ,

’’ = 1 ,  2 , п  —  т  —  1,  

получающихся изъ послЬдней, давал к зиачен1я отъ 1 до w - p l



Р азсуж дая какъ  выше, мы получаемъ, или новый иитегралъ  урав- 
нен1й (4), иредставляемый совокупностью уравнен1й

Z =  , Х ^ ,  ■ ■ ■ Х ^ ,  Cj , 62 5 • • • С п _ т  > >

d f , d f d ( p ^  
дС, ^  д<р дС^

S =  1 , 2 , п  —  т ,

или заключаемъ о существованш ещ е одной зависимости между С-

Продолжая T i  же разсужден1я, приходимъ къ онред'Ьлен1ю инте- 
граловъ вида

г =  f { x ^ , ж , , . . .  , C j , , • . .  , 9 i . Ф2 > • • 9>р).

Z j д<р dCg 
'1-1

S =  1 , 2 , и  —  W  —  р  +  1 ,

гдЪ С — переменные параметры, 9  —  ихъ  нроизвольныя функц1и. Число 
произвольныхъ зависимостей между ф ункц 1ями С  можетъ быть лю- 
бымъ отъ 1 до п  —  т .  Если это число есть п  —  »и 4 - 1  , то функц1и С  
становятся произвольными постоянными И’ мы возвращается къ  полно
му интегралу ( 1 ), изъ котораго исходили.

Назовемъ общимъ интеграломъ уравнен1й съ частными производ
ными p 'tu ienie ихъ , заключающее переменные параметры и произволь- 
ныя ф ункц 1и, результатъ  исключен1я которыхъ изъ интегральны хъ урав- 
нен1й и ихъ  производныхъ не даетъ  ди ф ф еренщ альны хъ  уравпен 1й 
меньшаго порядка или одинаковаго  съ данными, но отличпы хъ отъ нихъ.

Уравнен1я (10) представляю тъ обпцй интегралъ  (4)-ыхъ.

В ъ  самомъ д'Ьл'Ь, дифферепц1альныя уравнен1я перваго порядка 
получаются исключен1емъ всЬхъ С и 95 только изъ уравнен1й (10) и 
производныхъ перваго порядка перваго изъ нихъ. Но это уравнен1е и 
его производныя, въ силу остальныхъ ( 10 ), им'Ьютъ видъ равенствъ ( 1 ) 
и ( 2 ) ,  ГД'Ь величины , • • • обозначены че-

резъ 9Dj, Но предположеп1ю pbiuenie  ( I )  разсматриваемой

системы— полный интегралъ . Следовательно, въ результате Hamei’o ис- 
ключен1я невозможно получить уравнен 1й перваго порядка, отличпыхъ 

отъ (4).
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Т ак ъ  общ1й и н те гр а л ъ  системы ураваен1й

Pi +  2 =  О ,

представляется совокупностью равенствъ

— а?! — Сх2-{-— х^
z  =  e  ф ( С ) ,

^2 +  j y , x ^  =  (p '{C ),

рд^ с  переменны й парам етръ , ф —  его произиольная функц1я. 
YpaBHenie

Pi +  Р2Р3 =  О

им1;емъ обиий интегралъ

^ ^3  С  <Р { О  , X.-, С х ^ ) ,

Xs =  9 , - X i< p . , ,

г д ^  с  nepeMiiHHHft параметръ, <р —  произвольная ф упкщ я С  и ар гу 
мента С х^, а qPj, ^2 обозначаютъ соотв'Ьтственпо по иимъ ея част-

ныя нроизводныя перваго поряд ка .  П оследнее уравнен1е им ^етъ  
такж е p'bmeuie

xg ix^  —  С)
г  = --------- -----------------ф ( 6 ) ,

х ^ - \ - х , ( р '{ С )  =  0 ,  

которое, но исключен1и С ,  можно представить однимъ уравнеп1емъ

Х о Х ,^ '3

\ x j

гд'Ь ^ — произвольная функц1я. Р езультатъ  исключем1я С , д) и ^  со- 
отв'Ьтствеино изъ эти х ъ  р'Ьшеп1й и ихъ  производныхъ даетъ, кром'1'. 
исходнаго ypaвнeпiя , ещ е  отличныя отъ него.

TaKie интегралы называются частными.



Наприм'Ьръ, система уравнен1й

Pi +  f  =  0 .3-1

им ^етъ  частное p tm e n ie

'  ^  (^3^ 4) >

гд ^  ^  —  произвольная фупкщ я.

4 . И зложенная теор1я полныхъ, особенныхъ и общ ихъ интегра- 
ловъ нринадлежитъ Л агранж у. Якоби сд’1;лалъ к ъ  ней существенное 
прибавлен 1е, доказавъ, что всякое p in ie n ie

z  =  ^{ x^,  ^ 2 ,  . . .  X, )

уравнен1й (4) получается изъ  ихъ  нолнаго интеграла  и заключается въ 
одномъ изъ pimeHifi,  только что опред1;ленпыхъ *).

Пусть уравнен1е (1) есть полный интегралъ, для  котораго опре- 
д'Ьлитель (3) отличенъ отъ  нуля. Опред'Ьлимъ изъ услов1й

=  a n

нсЪ С  ВЪ функц1яхъ н ерем ^н н ы хъ  х ,  что всегда возможно, въ силу 
сд ’Ьланнаго предиоложен1я относительно определителя  (3).

Uo услов1ю мы им'Ьемъ тож дества

Х^, X. , ,  . . .  х „ , f ,

= 0 ,
' »д -   ̂ • с»х„+, a . r j

~  Нг.
‘'кдх, ' * *

дЬ пЬ \

' '  ■ J

d f d f \

^^’«1+1 •  • •

= 0 ,

для всЬхъ значен1й 1с отъ  ] до т .  Второй р яд ъ  равенствъ снравед- 
ливъ  и для 3Ha4enift С ,  опред'Ьлепныхъ услов1ями (11). Поэтому для 
нихъ  находимъ тож дественно

*) Jacobi, G esam elte W erh e, Bd. V, S. 397. Въ § 4 этого ыемуара Якоби раз- 
сматриваемъ сдучай одного уравнен1я сь частными произиодными.



д х ^  дх,^ ' 

й  =  1 ,  2 ,  . . .  т .
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(12)

Дифференцируя по всФ,мъ х  тождество, полученное изъ перваго 
равенства (11), въ силу онред'Ьленныхъ значеп1й С ,  заключаемъ, на ос- 
нован1и остальны хъ тож дествъ  (11) и (12), что функц1и С  удовлетво- 
ряю тъ  услов1ямъ (7)

у  JL ^  = o
L  дО^ дх, ’
S = 1

г =  1 , 2 , . . .  и ,

которыя содерж ать  въ ceoii опред'1;лен1е всЬхъ указанны хъ  выше ин- 
теграловъ .

Возвращаемся къ последнему npHMtipy нредыдун;аго 
Полный интеграль  разсматрииаемыхъ уравнен1й есть

г  —
{ x l x , - G . f  С ,х ,  +  С ,

4С^Х^Х2Х^ Х^Х.2Х^

г д ^  C j ,  Cg, (7з —  нроизвольныя ностоянпыя. У казанны й выше частный 

интегралъ  наш ихъ  уравнен1й получается изъ этого нолнаго, д а в а я  С 
функцюнальныя значен1я

а С, =  0 ,

С'з =  о ^3 У’ ' —  (Жзх ^ ) .

Между посл'Ьдними суп1,ест11уетъ одна произвольная зависимость, 
ибо C j , С’з являются ф ункщ ями одного только аргум ента  х^х^^. С л е 

довательно, наш ъ частный интегралъ  находится въ обп1,емъ, заклю- 
чаюш,емъ два nepeMiHHHXb параметра н ихъ  одну произвольную функц1ю.

Ураипен1я (4) могутъ им'Ьть еще такъ  называемые и н т е 1ралы К о
ши, которые, для д а н н ы х ъ  значен1й независимыхъ нерем'Ьнпыхъ х ^ , 

, . .  . д;,„, нринимаютъ выражен1я онред'Ьленныхъ функц1й отъ x^_^■^, 

Если так1я р'Ьшен1я существуютъ, то по доказанному они 

получаются изъ нолнаго интеграла.  Но во всякомъ случай вонросъ о 
суп1,ествован1и интеграловъ Коши требуетъ  особаго разсмотр1;и1я.



5. До сихъ поръ мы изучали происхожден1е диф ференщ альны хъ 
уравнен1й съ частными производными. Все да л ьн е й ш ее  изложен1е посвя- 
щ аетсл рЬшен1ю обратнаго вопроса— HHTerpnpouaHiro этихъ  уравнен1й. 
К а к ъ  было указано, изсл'Ьдуеыыя уравнен1я образуются изъ одного 
функц10п альнаг0 черезъ ncorow en ie  произвольныхъ функц1й и пере- 
м1знныхъ аргументовъ, опред'Ьленныхъ системой уравнен1й. ЦросгЬй- 
ш1й случай— тотъ, когда д ан н ая  функц1ональная зависимость заклю- 
чаетъ только одну произвольную функщ ю и при томъ опред'Ьленныхъ, 
данны хъ аргументовъ. Если число посл’Ьднихъ меньше числа незави- 
симыхъ nepeMiiHHHXb, то получаемыя дифференц1альныя уравнен1я ли
нейны относительно частны хъ  прокзводныхъ перваго порядка неиз- 
в^стной функц1и. Когда числа аргументоиъ и независимыхъ нерем^н- 
ны хъ  разнятся  на единицу, то нолучаемъ одно уравнеп1е, въ осталь- 
ны хъ  с л у ч аях ъ — систему линейны хъ  уравнен!й. Вопросъ интегрирован1я 
таких 'ь  уравнен1й состав;шетъ содержан1е следую щ ей главы. Эта тео- 
р{я заслуживаетъ  гЬмъ бол^е вниман]я, что задача  интегрирован1я 
вс1;хъ разсматриваемыхъ зд^сь  уравнеш й приводится къ интегриро
ван! ю липейныхъ.
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Г Л А В А  II.
Объ интегрирован1и линейныхъ уравнен1й.

1. Teopifl интегрироианш  л инейны хъ  уравнен1й создана трудами 
Л агран ж а ,  Коши и Якоби. Р а зв и ™ м ъ  своимъ она обязана Майеру, 
устанонившему связь между задачами интегрирован!я  совокупныхъ ли
нейны хъ уравнен1й съ частными производными и ypaBHenift въ пол- 
ны хъ  и обыкновенныхъ дифференц1алахъ. Н аконецъ ,  С. Ли изучалъ 
случаи, когда интегрирован1е разсматриваемыхъ у р а 1ш ен 1й совершается 
при номош,и к вад ратуръ  *). Л а гр а н ж ъ  и Якоби дали два  способа изло- 
жеп1я д ля  ириведен1я интегрирован1я линейнаго уравнен1я к ъ  разсмо- 
тр'Ьн1ю обыкновенныхъ дифференц1альныхъ. Они указаны во второй 
глав'Ь изв'Ьстнаго сочинен1я В. Г. Имшенецкаго. Изсл'Ьдован1я М айера 
и изложен1е ихъ  Ж орданом ъ заключаютъ въ c e 6 i  дальнейш ее развит1е 
идей Л а гр а н ж а  и Якоби **). Н а  посл'Ьдующихъ строкахъ  теор1я лн- 
нейиы хъ  уравнен1й разсматривается съ нисколько иной точки spiHiii.  
Р у ко во д ящ ая  мысль нриводимаго изложен1я состоитъ въ томъ, чтобы 
по характ ерны мъ свойствамъ ф ун к ц т , рпт аю щ ихъ  задачу интегриро- 
вангя уравненш  въ частныхъ производныхъ, пост роит ь для  вычислетя  
ихъ сист ем у ур а вн ет й  въ обыкновенныхъ или  полныхъ диф ф еренщ алахъ.

2 . Пусть им'Ьемъ линейное  ypauHeuie

и-1

1̂ 1 +  ^
V - 1

гд'Ь X v ,  X  — функщ и перем-Ьниых-ь ‘ ^

*)  M athem atische A nnalen , Bd. о, 448 (||)ранцузск1й переводъ этого мемуара 
М айера находится въ „B ulletin  des Sciences M ath, est A stro n .“, t. 11, pp. 87 , 125). 

M athem atische A n., Bd. 11, S. 464.
**) Im schenentsky, Sur I’in tegration  des equations aux derivees partielles du 

prem ier ordre.
Jordan. Cours d’A n alyse, t. I l l ,  1-re ed., p. 45.



Предположимъ, что зависимость

f { x ^ ,  . . .  г )  =  С ,  ( 2 )

I’A i  С — ироизиольиая постоянная , даетъ  p tu ieH ie  уравнен!я  (1).

В'ь силу нроизнодных'ь равенстпа (2)
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d f  , d f

нолучаемъ тождество

о х , д г ^ ‘

i /  I У х  - ^ -  +  Х - ^  =  0 . (3)

vzrl

ОГ.ратно, если разсм атривать  f  какъ  ф ункщ ю  независимыхъ пе- 
рем’Ьнныхъ X и г ,  представляющую p tn ie n ie  уравненш  (3), то равен

ство (2) даетъ  р'1;шен1е у])авнен1я (1).

Ih ,  самомъ д'Ьл'1;, т а к ъ  какъ мы им];емъ

дх, дг ‘

то тождество (3) становится

д е  ' Z j
V = 1

По положен1ю ф у н к щ я  f  завис'итъ явно отъ  г , т. е.

- f< « -dz  '

сл*д о 1!ательно, значен1е определяемое равенствомъ (2), есть р'Ьше-

Hie vpaBHenifl (1). .
’ Пусть / ' ,  f a - • • • /■« Различныя частныя р'Ьшен1я уравненш  (3),

■1ак ъ  что нолучаемъ тождественно

г = 1 ,  ‘2 , . . .  п .

дг (4)



—  13 —

Уравнеп1е (3) не им'Ьетъ pimeHiii,  отличныхъ отъ 1юсл'1;днихъ. 

Действительно, если —  р'Ьшен1е нашего уравнен1я, то им’Ьемъ
тождество

п - 1

V = 1

и результатъ  исключен1л , X  изъ послГ.днлго и (4) даетъ

\ х ^ ,  X .,, . . .  г  !

т- е. лвляется функц1ей остальны хъ p in ien if t .

Если f j , f a , • • • /■„ суть ptmeHiii (3), то, называл черезъ П  ихъ  

нроизвольную фуикц1ю, составллемъ тождество *)

дх. L i  ■' д х ^ , ,  бг
. = 1  • •  \  • v = l  ' ' + ‘

= 0 ,

или

f + y x , - / - ^  +  2 ^ = o .
дх^ Z j  1 1  dz

V =  1

Поэтому произвольная ф ункщ я иптеграловъ  уравнен1я (3) есть 
такж е его р'Ьшен1е. П ри равн явъ  последнее нулю (произвольная посто
я н н а я  относится нодъ обозначен1е произвольной функц1и), получаемъ 
интегралъ  уравнев1я (1) съ произвольной функд1ей.

Когда  число и зв ^ с т и н х г  различныхь p'buieuift f .  есть п ,  то урав-
нен!е

/ 2 . • • • / ; . ) = О (5)

представляетъ  об1ц!й интегралъ  уравнен1я (1).

Въ самомъ д’1;л15, результатъ  исключен1я произвольной фyнкцiи П  
изъ уравнен1я (5) и его производнихъ перваго порядка даетъ  одно 
только дифференц1альное ypaBoenie

*) Goursat. Legons sur I’in tegratio ii des equations au x  derivees partielles du 
prem ier ordre, p. SO, 31.
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d f ,  , d f i  

df,  . dU

Of, , f>U 
+  * > ’■ax

d x o  d z

dXf dz '■

d x o  ()г

d f,  , ^ f i  , <̂ /’2

= 0 ,

dx„ dz d x , , ' ^  dz  ‘
Pn

или

I a : j , ^ 2 , ■ • • a:„ /  \ x ^ ,  x ^ ,  • ■ • z  , ■ • • x j

Легко иил'Ьть, что всЬ функц1и f\ независимы между собой отно

сительно перем’Ьнныхъ

a?2 > 3:3 , . . .  а :„ , 2 .

Д ействительно, нредположивъ суи1,ествован1е зависимости вида

F i x , ,  и ,  А ,  •••/„) =  «•

нолучаемъ

dx, и  dfi dx , _
•=1

L  dU 'dx.v + l

1 =  1
df^ dz

г ' = 1 ,  2 ,  3 , . . . n — 1- 

Отсюда, въ силу тож дествъ  (4), находимъ

d x .
=  0 ,

г. е. функщ и /,. зависимы между собой, что противно иоложен1Ю.



Поэтому

D

—  15 —

\ г  , х„ . ^ 0 .

и полученное иыше равенспю  тождественно съ уравпен1емъ (1), въ силу 
выражен1й коэффищентовъ Х ^ ,  X ,  которыл сл'Ьдуютъ изъ (4).

Когда vpaBHBuie (1) однородно, т. е. Х  =  0 ,  то одно нзъ его р'Ь- 
шен1й есть очевидно

г  =  пост.

Поэтому общ1й иитегралъ  его представляется въ вид'Ь

 ̂~  I > / 2  ’ • • • f n - d '

Т ак ъ  o6iH,ift интегралъ  одпородпаго уравнен1я (3) есть

f = ^ n { f „

Тнкимъ образомъ интегрирован1е линейнаго ур:1внен1я общаго ви
д а  (1) приводится къ разыскан1ю piiuen if t  линейнаго, однороднаго урав 
нен 1я (3).

3. Сл'Ьдуя Лкоби *)j докажемъ, что, если ур а вн ст я  вида ( 3 )  и н 
тегрируемы (т . е. гш пю т ъ рпт еш е, отличное отъ произвольной посто
янной), то сущ ествуетъ п  различны хъ ихъ частныхъ гттеграловъ-

Условимся, когда число перем'Ьпныхъ х  и z  больше единицы, не 
считать между разсматриваемыми р'1;шен1ями произвольную постоянную 
величину. Если же дается  уравнен1е

дх^
=  0 ,

то единственное его p'bnienie есть

f  =  пост.

Иредположимъ, что линейныя, однородныя уравнен1я интегри
руемы и ypaBuenie (3) имФетъ т  различны хъ  р ’Ьшен1й

f \ '  / 2 > • • • /щ >
гд'1) т  <  п .

Всегда возможно принять  вместо перем^пныхъ

„_т+1 > ^n-m+2 ' * • • >

•) Jacobi, G esam elte ЛУегке, Bd. IV , S. 172, n” 5.



за новыя независимыя iiepeMiHnuii , . . .  Ура1шен1е (3) ста
новится

■’f  +  ' T = 0 ,
дх^ и  ' •̂^v+1

vzrl

I’A i  — “  представляю тъ  частныя производныя, взятыя въ новомь 
о х  дз

иредположен1и, а  скобки обозначают!, результатъ замены  преж нихъ  пе- 
рем'Ьнныхъ новыми. Преобразованное уравнен1е есть линейное, одно
родное. Е го  известное p in ieH ie  —  произвольная ностоянная величина 
является  въ настоящ еыъ случай нрсизволыюй ф ун к 1ией всЬхъ f . ,  ко- 

торы я при интегрирован1и нреобразованнаго уравнен1я остаются посто
янными. О днако, согласно сделанному предположен1ю, П!)еобразован- 

ное ypaBHBHie должно им'Ьть p in ie n ie  , выраженное функц1ей

Xj , Х.2, • • • ^п -т  > ^ ’ 

fl>  /2 ' • • ■ fm

И зависящ ее явно  отъ iiepeMinHHXb первой строки. Следовательно, 
уравнен1е (3) им'Ьетъ новое phnienie, отличное отъ преж нихъ  f . .  Та-  

кимъ обра.зомъ, если существуетъ т  его различны хъ  p in ien if i ,  гд'Ь 
т < С гг, то непременно сущ ествуетъ новое ш - j - l - o e  p in ien ie .  Если 
т - \ - \  < ^ п , то сун1,ествуетъ т  +  2 различныхъ р'Ьшен1й ypaвнeнiя (3) 
и т. д. Мы въ cocтoянiи продолжать т 4  же разсужден1я до Tix 'b по{)ъ, 
пока число р ’Ьшен1й не станетъ равнымъ п-  Въ посл'Ьднемъ случа'Г. 
ypaBHenie (3) преобразовывается въ следую щ ее

дх,

которое не даетъ  новыхъ p in ien if t ,  отличныхъ отъ известны хъ  f ^ , . . ./■„• 

Если такъ , то существуетъ п  раз.т чны оп р т и е т й  уравненгя  
(1 ), ощ)ед)ьленныхъ равенст вами

— 16 —

ф , ,  х ^ , . . . х , ^ ,  г) =  С , ,  

г =  1 , Ч, . . . п .
(0)

idib С. —  произвольный постоянныя.



17

a n  кякъ ф унвц ю яальвы й олредЬлител.,

n { f^< f , - - - - f . \

X ,̂ ... Z I  ( 7)

" ы х ъ Х  Z ' “’- l  » Т а Г ъ ' " „ « \ С е л Г Г ф Г ™ ' ” ” '^
«ольпыхъ постоянныхъ a .  Сл'];1ователгнп ж, и произ-

d x ^

1 , 2 ,  . . .  п ~ 1  ^

*'1

V

НЫЯ п р о и з в о д н ы е  DO Ж ^ 7 р а в н е н 1 й ° ? б ) ’' ^ ’ УРа>шен1й, п о л -
у р а в н е н ш  ( 6 )  д о л ж н ы  д а в а т ь  т о ж д е с т в а

* =  1 , 2 , . . .  п .

11ослЬ„„хг достато,„„ дл„ „„редЬленш 7  7  л
пр инин а,. во тождества (4), f r  Но

W -1

^ t ,  i f .

4^ , 1 , ~  S  X ) =  о ,V=1

0 .с „ д а ,  в ь с в л ,  в е р а в е в с в . в ,л „  о п р е д Ь .™ л „  ( : , ,  „ л * д , „ .  р .в е в „ „ а

^ v  — Д , ,  Z = X .

Такимъ образомъ если уравнен1е /"ЧЧ нпп-^ 
ны хъ  частныхъ р1;шен1й ура.ш ен1я  П )  "^ ^ ‘'Р^РУемо, то п  различ- 

обыкновенныхъ дифференц1альныхъ у р а Г „ е н Г “

 ̂ (8)



, .  ; Обратно, ислк1й интегралъ  последней системы

• ^2 ' ' ' ' ~  ^  .

есть p'buienie уранне1п л  (1), та къ  какъ фуикц!я f  утождестиляетъ ураи- 
Heiiie (3).

Поэтому уравнен1е (3) интегрируемо, коль скоро сущестиуютъ ин 
тегралы  ypauHeuifi (8). Пусть нерем4нныл х  1л г  нрииимаютъ вс'Ь ноз- 
можныл значены!, длл которыхъ функцш  , X  непрерывны и им'Ьютъ 
конечным частпыя производныл нерваго порядка  по нерем'Ьннымъ 
Х2 , Z- И звестно , что внутри разсматриваемой области из-
м'1;неи1л нерем'Ьнныхъ сущестиуютъ длл системы (8) п  различныхъ ин- 
теграловъ вида (6)-го, при чемъ функц!и f .  имЬютъ непрерывныя и 
опред'Ьленныл частныя производныл перваго порядка  по всЬмъ пере- 
MtHHHMb X и г * ) .  Сл'1;дова'1'ельно, в?, област и, гдгъ коэф ф игт нт ы  
X  , X  уривнет я (1 )  обладаютъ указанны м и свойствами, это уравнеш е  
импет ъ п  различны хъ частныхъ ргъшенгй (6 ) ,  опредгьляемыхъ пнт егри- 
роватемъ обыкновенныхь диф ферснцгальныхъ уравн ет й  (8)- Общгй инт е
гралъ уравнет я ( l )  въ т ой же области предст авляет ся формулой (о ), 
ifhh 11— произвольная ф ун к щ я  съ непрерывными и определенны м и част 
ными производными перваго порядка по ваьмъ f . .

Изложенныл разсужден1я велись въ предполоасен1и, что функц1и f .  
содерж ать  переменную  г .  Поэтому сл'Ьдуетъ разсмотр'Ьть особо случай, 
когда уравнен1л (8) им'Ьютъ интегралы, независяице отъ г. Пусть число 
'1'акихъ  интеграловъ  есть I и они представляются уравнен1ями

f . {x^ ,  Х.2, : . . х „ ) ^ ц ,  I
(9)

i  •— 1 , 2  ̂• * * 1j  ̂ I н  , 

такъ  что су 1цестиуютъ тождества

Of, X '  Of,
; /  >  X ,  - ' * -  =  0

дх, дх^_^,

для Bct>xb у к азан н ы хъ  значеп1й г- Пусть у])авнен1л (9) разрФ.шаютсл
относительно иринлть  вместо нихъ  за не-

зависимыл перем'Ьиныя / , , то уравнен1е (1) становится

dz

-  18 —

V = 1

*) P icard, T ruite d ’A nalyse, t. II, Chapitre X I.



Сооти^тствующал ему система обы кновев^ыхъ дифференц1альнухъ урав- 
неи1Й . : , .

. — z Y  f X  V
d x , d x , - ^  ’ ’

r = l ,  2 ,  . . .  n - l -  ] ,

иолучаетсл изъ  (8)-й, въ силу ивтеграловъ ел (9). Поэтому, по сд елан 
ному пред110Л0жен1ю, всЬ инте1'ралы преобразованной системы

^ 2 ,  • • ■ , S , , f  01 —  Cj ,

i  =  Z + l ,  / + 2 ,  . . . M ,

зависятъ  отъ z-  Обний иитегралъ  нреобразованнаго уравнен!я въ част- 
пыхъ нроизводныхъ представляется равенствомъ

f  (+2 ' f n '  f \ '  f ‘2 i  • ■ ' ~  1

гд^  Л -произвольная  функц1я. Р азсуж дая, какъ  вт, п"2, легко видеть ,  
что обний интегралъ у5)авнен1я (1) получается изъ предыдун1;аго инте
грала, если вместо , f o : - -  - fi подставить ихъ значен1я въ фупкц1яхъ 
нерем'Ьнныхъ х -

Разсмотр'Ьнный случай им'Ьемъ, наприм'Ьръ, м^сто, когда , X  
не зависятъ  отъ г .  Т огда  функц1и f .  иринимаютъ видъ

г д !  <р заключаютъ только x ^ ,  х . ,,  ■ ■ ■ х„ *).

5. Въ указанной вынш области изм’Ьнeнiя неремф)нныхъ, гд'Ь р а 
венство (5) оиред'Ьляетъ обпий интегралъ  уравнен1я (1), онъ обладаетъ 
свойствомъ заклю чат ь въ сеСт всякое рш иет е разсм ат риваем аю  ур а в -  
ненгя п р и  yc ioe iu , что ф ун к ц т  Х ,^, X  остаются непрерывными и  
имгьютъ конечныя частный .производная первого порядка по перемпн- 
нммо Х.2 -, х.^ ■ • ■ х „ , г-

Излагаемое зд^сь  доказательство посл'Ьдняго нредложен1я было 
указано миЬ А. М. Ляпуновымъ. Пусть

Z =  у}(х^,  х ^ ,  • ■ ■ х^)  (10)

—  19 —

♦) Jacobi, G esam elte W erk e, Bd. IV , S. 176, n“ 6.



любое изъ  ptmeHift, подлеж ащ ихъ  разсмотр15н1ю. Для пего имЬюгь м!.- 
сто тождественно к а к ъ  уравнен1е (1), т а к ъ  и равенства (4). И склю 

чая X  изъ этихъ  и +  1 равенствъ, нахоцимъ

—  20 —

ли П-1

d x + Ъ ^
dU

-  =  о ,
v+l

г =  1 , 2 , . . .  и ,

TAii введено обозначен1е

dx.  дх,

Р езультатъ  исключен1я всЬхъ  изъ полученныхъ уравнен1й есть

d h d h dU

d.i\ dx.2 ' ■ dx„

dU d f .
dx^ dx^ ■ ■ dx„

dj,. df„ df„

dx^ ■ ■ dx„

=  0 .

Л^Ьвая часть послЪдняго равенства иредставляетъ  функц1ональный 
онред'Ьлитель, составленный изъ функцш / i ,  «редположе-
HiH, что л зам енена  ея  значен1емъ (10). Равенство  нулю этого определи
теля  ноказываетъ, что нолученныя вы раж ен 1я  ф ункцш  связаны меж- 
чу собой произвольной зависимостью. Сл-Ьдовательно, ptn ieHie (10) з а 
ключается въ формул^ (5)-ой общаго интеграла  уравнен1я (1).

G. П ереходимъ къ  разсмотр'Ьн1Ю системъ линейны хъ  уравиен1й

П —  7И

V = 1

] с = \ , -2 , . . .  т .

( 11)

гд*  коэффишенты X  суть функщ и в с ^ х ъ  х  и г ,  имЬющ1я по нимъ ко- 
иечпыя и опред-Ьленныя частныя производныя перваго порядка. Къ посл’Ьд-
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т

нему виду ( 1 1 ) приводится всякая  система ли н ей н ы хъ  уравненШ раз- 
Р'Пшешемъ ихъ  относительно производныхъ.

Предположимъ, что система ( I I )  интегрируема и p i r a e n ie  ея опре- 
лт.ляется уравнен1емъ

1 ^2 > • • • I г)  =  С , (12)

VA± С - п р о и з в о л ь н а я  постоянная. Очевидно имЬемъ р я д ъ  тож дествъ

v= l (13)

=  1 , 2 , т ,

КОТ01ШЯ обыкновенно обозначаются сл'Ьдующимъ образомъ

X 4 f )  =  0 ; Л =  1 , 2 , . . . » , .

Обратно, пусть f , разсматриваемая функ1ией независимыхъ нерем^н- 
н ы х ъ  X я  г ,  есть р'Ьшен1е линейны хъ  уравнен1й (13). Равенство ( 1 ^) 
д аетъ  p im e n ie  уравнен1й (11), ибо им^ю тъ м^сто тождества

п—т

( i h  +  =  о ,
V = 1

*  =  1 , 2  ,

при чемъ ироизводная

К
дг

отлична отъ нуля.

Число различныхъ частны хъ  р-Ьшеп1й уравнен 1Й (13) не можетъ 
оыть оольше п  —  т - \ - \ .  Въ самомъ д’Ьл’Ь, пусть —

эти р1;шен!я, такъ  что существуютъ тож дества ' "

( 1 4 )

* =  ] , 2 , . . .  п  —  иг +  1 ,

“ з Г Т ?  ” •

— 1_ у  YV I д, '^fn-m+2
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при значей1яхъ )fc о т ъ  1 до т ,  то р е з у л ь т а т  HCMW’ienia всЬхъ X  изъ 

цосл'Ьднихъ равенствъ  и (14) даетъ

D

h = \  , 4 ,  . . .  Ш,.

=  0

Следовательно, p im e n ie  есть функц1я остальныхъ интеграловъ.

Произвольная ф ункщ я н'Ьсколькихъ pimeHift уравнен1й (13) цред- 
ставляетъ  интегралъ  той же системы. П ри равн явъ  посл^дн!!! нулю, по- 

лучаемъ plim enie уравнен1й ( 1 1 ) . .

Наконецъ, если известны всЬ п  —  т - \ - \  различныхъ р'Ьшен1й / . ,  

то равенство

■Ж/-,, =  - (15)

гд'Ь Я — произвольная функщ я, есть обицй интегралъ  системы ( И ) .  
Действительно, результатъ  исключен1я произвольной функщ и изъ (15) 
и его производныхъ уравпенш  нерваго п оряд ка  представляется (ср. 

п® 2) т  различными равенствами

г д е

Л = D

' f'2 ■ • • • 1 '  • • fn-m+\

W i > ■̂ m+1 > • • ■ ^  ■ f n

И зъ равенствъ (14) находим ъ тождественно
f < “■

X ; z l  =  zJ,', =  (16)

t - ,

Функц1и /,. различны между собой и относительно нёрем'Ьнныхъ i , 
X X . . . . . .  X . В ъ  самомъ д ^ л ^ ,  допустивъ иротивное, придемъ,’ m-f-j * н
к ак ъ  въ 11“ 3, къ  .заключен1ю, что зависимы между собой, что про-



тивно положен1ю. Поэтому. функц1оыальный опредЬлитель Л отличенъ 
отъ нуля. Стало-быть, въ силу равенствъ (16), уравнен 1я,  п о л у ч е т ш я  вь 
результат'Ь искл 10чен 1я ф ун к ф и  П , тождествеоны съ  (11)-ми.

Когда разсматриваемыя уравнени! (11) однородны, то одно изъ 
йхъ  р ^ш ен ш  ест[, очевидно

г. , ^ =  пост.,

следовательно, ихъ оощ!й интегралъ вы раж ается  равенствомъ

г д е  П — произвольная функц1я.

t .  Если система (13) им'Ьетъ p in ien ie ,  то, назы вая  его черезъ / ,  
нолучаемъ тождества

^ Ч П  =  о ,

х " [ л ч т = - х т = о .

Поэтому долж ны та к ж е  утождествляться равенства

Х>‘[ Х Ч П ] - Х ^ [ Г Ч Г ) ]  =  о  (17)

для  B c ix b  различны хъ  значен1й h  и Jc отъ 1 д о ш .  Обыкновенно огра
ничиваются разсмотр'11н 1емъ только т а к и х ъ  р'1')Шен1й изсл'Ьдуемыхъ урав- 
нен1й, нервыя и вторыя частныя нроизводныя которы хъ непрерывны и, 
слЬдовательно, не изм’Ьняютъ своей величины въ зависимости отъ порядка
дифференцнрован1я. При этомъ услов1и равенства (17) становятся

<•'
п —т

V  [ Х ‘ ( х ; ) -  Х ‘ ( х ; и  +  [X *(-v .)  -  х ‘ ( х . ) ]  f  =  о .

Чтобы они уничтожались тождественно, необходимо положить

х < ч х ; ; )— х ’‘( х ; }  =  о ,

Х Ч Х , ) - Х Ч Х , ) ^ ( ) ,  (18)

V ~  I , 2  . . . .  п  —  JU,

для вс4хъ  различны хъ  значен1й h ,  k  отъ 1 до т .

Впрочемъ, если эти услов1я не удовлетво[)Я ю тся , то от сю д а  еще 
не сл'Ьдуетъ, что уравнен1я (13) не им1;ютъ р ’1;шен1я. В ъсам ом ъ  д^л'!;, 
когда число различны хъ не уничтожающихся равенствъ (17) совместно

—  23 —



съ ypaBHeiiiaMH (13) не превосходитъ то, р а з р е ш а я  и х ъ  относи
тельно производныхъ, получимъ систему преж него  вида, съ которой 
поступимъ к ак ъ  съ первоначальной и т. д. Если, наконецъ, число полу- 
ченныхъ уравнен1й больше и  +  1 ,  то, исключая изъ нихъ  всЬ произ
водные, получаемъ зависимости между независимыми переменными. Въ 
этомъ случай система (13) не им'Ьетъ p tm e n ia ,  отличнаго отъ произ
вольной постоянной. Однако уравнен1я ( И )  им'Ьютъ интегралъ, если 
получается одна только зависимость, опред4ляю п;ая  z  функц1ей ж-овъ.

Когда услов1я (18) имЬютъ м^сто, то будемъ называть уравнен1я 
(13) и (11) HKo6ieecKUMu сист емами *).

Разсмотримъ имею щ ую  pbnien ie  систему линейны хъ  уравнен!й

И

V = 1

/.; =  1 , 2 , иг, 

не приведенпыхъ къ ( И ) - ы м ъ  и положимъ

^ • ( Л - +  =  (19)

Соотв'Ьтствующ1я имъ равенства вида (17) д а ю т ь  новыя линей- 
ныя уравнен1я, или уничтожаются, въ силу дан н ы хъ  уравнеп1й, т а к ъ  
что должно быть

m

х ' Ч х Н П ]  -  Х * [ Х Ч Л ]  =  2 ] ’

гд'Ь Aii^ —  функц1и nepeMiHHHXb х  и г .  В ъ  этомъ случай наши урав- 

нен1я называются полными, или зам кнут ы м и системами. Само-со- 
бою разумеется,  что такая  система р'Ьшен1емъ ея уравнен!й относи
тельно частныхъ производныхъ приводится къ  яко(левской.

Наконецъ, если ввести новыя независимыя переменныл

2/1 - »/2 - • • • Уп >

вм'Ьсто X , Z въ уравнен1я (19), то посл'Ьдн1я преобразовываются въ 
замкнутую систему

Г * ( / )  =  0 ;  / ; = 1 ,  2 , . . . и г .
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*) Обыкновенно якоб1евскимн называютъ однородная уравнетя .
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Д ействительно ,  въ силу зависимостей между прежними и новыми пе
рем енны ми, находимъ тож дества *)

X 4 f ) = Y 4 f ) ,

Х * [Х * (Л ]  -  х ч х ч / ) ]  =  r " [ F ( f ) ]  -  г * [ У Ч Л ] ,

которыя и доказываю тъ высказанное предложен1е.
Услои1я (18) интегрируемости якоб1евской системы (13) не только 

необходимы, но и достаточны. Легко доказать, что для якоб1евской сис
темы т  ур а вн ет й  вида (1 3 )  съ п - \ - 1  независимыми перем пнны м и всег
да сущ ествуютъ п  —  ш -f- 1 различны хъ ргьшенш.

Для одного уравнен1я это доказано въ п “ 4. Положимъ последнее 
иредложен1е спранедливымъ для  системы т  —  1 уравнен1й и нокажемъ, 
что оно остается таковымъ для случая т  уравнен1й.

Уравнен1е

X H f )  =  0

им'Ьетъ п  — ш - f - l  частныхъ интеграловъ

2/1-

различны хъ  относительно перем'Ьнныхъ

^т+1 1 «̂,+2 > ■ • •

Принимаемъ у-ки за пезависимыя п ерем еаны я  вместо последнихъ. П ре
образованная система (13) становится

Г ‘ (/) =  0 ; Л =  1 , 2 , . . . ш ,
или

и - т + 1
У

дх^ L   ̂ ду^
V = 1

li =  2 , S , ш ,

, л, d f  ,

ооозначаютъ частныя производныя, взятыя въ новомъ

*) Goursat. Lemons sur I’in tegration ..., p. 49 , n“ 25.



предположении, а  —  функц1и иезависимыхъ перем'Ьнныхъ. Но пре
дыдущему эта система— якоб1евскал, т а к ъ  что долж ны им ^ть  м^сто 
тождества

—  Р ( 1 ' л )  =  0 ,

'I-' =  1 , 2  , . ■.  W —  wt 1 ,

для различпыхъ значен1й h ,  h  отъ 1 до т .  Поэтому при /* — 1 по- 
лучаемъ изъ нихъ

т. е. коэффиц1енты не зависятъ  то . Стало-быть, посл1дн1я т  —  1 

преобразованныхъ уравпен1й представляготъ та кж е  якоб1евскую систему 
т  -— 1 ypaBneHift съ и  — 1 независимыми перем'Ьнными. 11о услои1ю для 
нея  суп1бствуютъ и  —  ш  +  1 различпыхъ частны хъ  интеграловъ. Пре- 
образовавъ ихъ  къ  преж нимъ перем'Ьниымъ, мы получимъ п ~ т - \ - \  
различныхъ интеграловъ  системы (13), что и уб'Ьждаетъ насъ въ спра
ведливости высказаппаго предложен1я.

Сл'Ьдовательно, если ф у н к ц ш  X  перемгьнныхъ х  и г  импю т ъ по  
нимъ конечный, опредпленны я частный производный перваго порядка и 
удовлетворяютъ условгямъ (1 8 ) , то существуютъ п  —  т ~  1 различны хъ  
р п ш е н т  системы (1 1 ), опрсдпляем ы хъ равенст вами
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(20)

tdib ф ун к ц ш  f .  им)ьютъ непрерывныя и опредгьленнын (см. 4 ) частныя  
производныя перваго порядка по всгьмъ перемпнны.мъ и  удовлетворяютъ  
ус.10в1я.мъ (14).

8. И зъ  преды дущ ихъ разсужден1й ясно, что задача  интегрирован!я 
уравнеп1й (11) приводится к ъ  разыскан1ю зависимостей (20).

Какъ было указано

/ 1 > 0 .  ( 2 1 )  

Поэтому уравнен1я (20) разреш аю тся  отпосительно перемЬнныхъ

и даю тъ  и х ъ  значен1я въ  ф у п к щ я х ъ  x ^ ,  х . , , . - - х , , ,  и произвольпыхъ 
постоянныхъ C^. Р авенства  (20) можно, стало-быть, разсм атривать  какъ  
интегралы системы уравнен1й въ иолныхъ дифференц1алахъ вида
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k=\

( h  == \  (Ixj^, 
A=1

I' = ;  1 , 2 , . . .  n  —  ni .

(22)

З а д а ч а  приподитсл к ь  разы скан 1Ю фyпкцiй Z .  Т акъ  к ак ъ  посто- 
>1ииыя С*,, не исключаются и;гь уравненш  (20), то полные дифферен- 
ц1алы иосл'Ьднихъ даю тъ  тож дества

Y  . V  7V ' dx,. —  О ,

i —  \ , 2 , . . .  п -— /н -j- 1 •

Поэтому, въ силу независимости перем’Ьнныхъ ж , , х ^ ,  ■. ■ х „ , , должно 
быть тождественно

дх

1 = 1 ,  2 , . . .  n  — m -{- \ ,

для  вс'Ьхъ значен1й A отъ 1 до т .  Эти равенства онред'Ьллютъ вполнЬ 
Z  въ ф ун к щ яхъ  / ’ . Н о и р и н я в ъ  воваиман1е тождества (14), получаемъ

д й

*,„+v

г =  1 ,  2 , . . .  п  —  )н +  1 ,

I  +  1 ' ^ *

1ф и  чемъ 1с лринимаетъ значен1я отъ 1 до т .  Отсюда, вcл'Ьдcтвie не
равенства (21), находимъ

=  Z ,  =  X , .

Итакъ,. если функц!и А' вынолнлютъ Bct> ноставленныя услов1я, 
то п — ■ т -\- \  различныхъ рЬшенГй якоб1евской системы (11) являются 
интегралами уравнен 1Й въ иолныхъ дифференц1алахъ



Vt

d x „ , ,  =  ŷ x ; ; d x , ,
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*=1

( h  =  ^  X j  d x ^ ,

k = l

V —  1 , 2  , . . .  n  —  m .

(23)

Система (22) определяется  вполн^ интегралами (20), такъ  что 
уравнен1я (23) не им’Ьютъ отличны хъ  отъ н и хъ  интеграловъ. Д'Ьйстви- 
тельно, если

f { x ^ , х ^ ,  ■■■ х „ , г)  =  С

—  и н тегралъ  системы (23), то его полный диф ф еренщ алъ  утождестнляет- 
сл, въ силу уравнен1й (23), f  представляетъ  p in ie n ie  системы (13) и, 
следователь но, есть функц1я вс1.хъ f^.

Т ак им ъ  образомъ, обратно, задача  интегрирован1я уравнен1й (23) 
приводится къ интегрирован1ю системы (13). Сл'Ьдовательно:

Е сли  коэф ф ищ ент ы  уравнет й (23) для тькоторой области изм п-  
ненгя перемгьнныхъ им пю т ъ по нимъ конечный, опредпленны я частныя  
производныя перваю  порядка и  удовлетворяюпго услов1ямъ (18), то су- 
щ есмвую т ъ внут ри  эт ой области непрерывныя и  опредгьленныя ф унк-  
u iu  х^_^^ , ^  независимых^ перемпнны хъ  a r j , , ■ • • ,

им7Ыоги(я по нимъ непрерывныя, опредпленны я част ныя производныя пер- 
ваго порядка и  ут ож дест вляю щ {я уравненгя (23).

11редыдущ{я paзcyж дeнiя  велись въ предположен1и, что piimeniH 
уравнен1й (13) зависятъ  отъ е .  Но доказанныя предложен!я распро
страняю тся  очевидно, к ак ъ  въ и® 4, и на тотъ  случай, когда г  не вхо
д и т ь  въ некоторы е изъ интеграловъ системы (23).

И такъ ,  задача инт егрироват я уравнет й (11) приводит ся всегда 
къ интегрирован/ю  системы (23) и общ ш  интегралъ ихъ выраж ается 
ф орм улой  (75), гдп П  —  произвольная ф ункц{я сь непрерывными, опре
деленны м и част ными производными перваю  порядка по

9. Разсмотримъ случай, когда всЪ коэффиц1енты X  уравнен1й (11) 
не зависятъ  отъ  г .  При этомъ услов1и п  —  т  первы хъ уравнен1й (23), 
независимо отъ  и х ъ  посл'Ьдняго, представляю тъ систему уравнен1й въ 
полныхъ диф ференц!алахъ. Въ самомъ д ^ л е ,  соотв'1>тствующ1я имъ 
уравнен1я въ частныхъ нроизводпыхъ
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? + У ’ - ч / ^ = о .' дх„д х ^  '
V=1 «Н-1

1 с = \  , 2  , . . .  ш ,

представляю тъ якоб!евскую систему, въ силу раиепстпъ, получающихся, 
соответственно нашему случаю, изъ первой строки услов1й (18). Поэто
му первые п  —  т  ypaBneHift (23) можно проинтегрировать. Исключая 
^ т +1 > ^ш+21 • • • найденны хъ интеграловъ, изъ посл^Ьд-

няго уравнен1я (23), нолучаемъ равенство

m

d z = ' ) >  ( X i ) d x ^ ,
*=1

представляю щ ее точный дифференц1алъ. и о сл ^д н ее  ясно а  p r io r i  и 
сл^дуетъ  такж е изъ тож дествъ

д х , д х , и  дх„,^^ д х ,
V=1

Въ самомъ д'Ьл4, изъ нихъ , въ силу равеиствъ второй строки услов1й 

(18), находимъ

д { Х , )  д ( Х , )

дх,. дх,.

д л я  вс'Ьхъ различныхъ значен1й h , 1с отъ 1 до wt. Т аким ъ  образомъ всЬ /, 
становятся

<Pi ,  9 Р 2 - • • •  г  —

Г Д 'Ь  <f> — функц1и только ж-овъ.

10. Р аспространяя  доказательство предложен!я w® 5, легко пока
зать,  что въ области измгънешя перемпнныхъ, гдп  коэффии1енты  X  
имш от ъ конечныя, опредгьленныя производныя первого порядка и удов- 
летворяютъ условгямъ (1 8 ) ,  общгй интегралъ (1 5 ) системы (1 1 ) заклю 
чаешь въ себп всп  р 1ьш еш я, для которыхъ  X  сохраняют ъ указанны я  

свойства.
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Для всякаго р'Ьшен1я системы (11)

г  =  г р { х ^ , г . , ,  . . .  x j , (24)

удовлетворяющаго поставленнымъ требован1Ямъ, им'Ьютъ MicTO тож 
дественно какъ  самыя дифференгпальныя уравпен1я^ т а к ъ  и равенства 
( U ) .  Исключая изъ нихъ  ис1; , получаемъ ноиыя тож дества ‘

. " v  d f,
: 0 ,

m+v

1 = 1 ,  2 , . . .  n —  m-f- 1 ; /с =  1 ,  2, . . .  ш-

Р езультатъ  исключен!я отсюда всЬхъ (п  —  то)ш величинъ даетъ 
т  тождествъ

D , = 0 ;  ■ / с = 1 , т .

Л'Ьвыя части посл'Ьднихъ нредставляю тъ функцю нальны е опред'Ьлители

df \ dU df \

ilx^ dx,„j^x dx„

dU d h d f .

dx^ dx„

I

dfn-,n+ i d f  И-Н1-1-1

■ 1

df„-,„+i

dXk

составленные изъ функщ й въ нредположен1и, что въ

нихъ подставлено значен1е (24) функц1и z .  Равенство пулю носд'Ьд- 
пихъ  онред’Ьлителей локазываетъ, что эти функши связаны между со
бой одной произвольной зависимостью. Сл-Ьдовательно, ptmeHie  (24) 
заключается въ выра:кен1и o6ntaro интеграла (15).

И .  Въ и® 9 указанъ частный случай, когда, по изв'Ьстнымъ п  —  т  
и н те 1’раламъ системы въ полныхъ дифференц1алахъ (23), посл'Ьдн1й 
п  —  »г +  1-ый интегралъ  ея находится при помощи квадратуры., К ъ  
тому же результату приходятъ  въ обп1;емъ случа'Ь, если изв'Ьстно зна- 
чен1е т а к ъ  называем а1о послЪдняго множителя Якоби, теор!я котораго 
была расцространена 0 .  Ли на уравнен1я въ полйыхъ дифференц1алахъ. 
Этимъ множителемъ называется функц1ональный определитель-
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Z , X ra+1

ОТЛИЧНЫЙ отъ нули и обозначенный выше черезъ Л . В ъ  частности, 
когда  система (23) приводится къ  одному обыкновенному диффе- 
peHuiajibHOMV ypaaneniro, множитель Л становится тожп,ественпы^1Ъ ин
тегрирующему множителю Эйлера *).

Пользуясь обозначен1ями 6-го, находимъ, что выражен1я

уничтожаются тож дественно ,такъ  какъ  являю тся линейными,однородными’ 
функц1ями вторыхъ частныхъ производныхъ вс 'Ь х ъ 'fj., коэффиц1енты ко- 
торы хъ  представляю тъ разность двухъ  равны хъ определителей. Поэто
му, исл'Ьдств1е формулъ (16), нолучаемъ для  онред'Ьлен1я zf систему 
линейны хъ  уравнен1й

д А  , ’у д ( Х ; ; А )  д { Х ^ А )

/; =  ] , -2, . . .  т , 

которая иначе представляется въ вид-Ь

и—т

(25}

дх^ ^  '■ дх„ ^^   ̂ dz ‘ ’
V=1 '

h = \  , 2 ,  . . .  т ,

при чемъ

, V “ д х ; ;  д Х
X  =  >  — г - -

Посл’];днля система уравнен1й есть якоб^евская. Действительно, тсло- 
в1л, соотв'Ьтствуюпця первой строк!; равенствъ (18), въ силу но- 
сл-Ьднихъ, удовлетворяются тождественно. Такъ  к ак ъ  коэффицхенты 
X j  не зависятъ  отъ А ,  то услов1я, с00т в 1)тствующ!я второй строка  р а
венствъ (18), выражаются <{»ормулами

♦) Jordan, Cours tl’A nalyse, t. I l l ,  1-re ed., p.p. 17, 18, n" n" 12, 13. 
Jacobi, G esam elte ЛУегк'е, Bd. IV , S. 319, h “ 8.
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X „ i X i ) - X 4 X l )  =

такж е уничтожаю щ имися тождественно.

И зъ  самаго опред’Ьлен1л посл'Ьднихъ множителей легко заклю
чить, что число ихт. неограничено. В ъ  самомъ Д'Ьл'Ь, произиеден1е дан- 
наго значен1я А  на произвольную функщ ю интеграловъ / j ,  -j-i

системы (13) является  тож е  носл'Ьднимъ множителемъ разсматримаемой 
системы. Это сл'Ьдуетъ изъ того, что нроизвольныя функщи отъ / \  пред- 
ставляютъ интегралы  системы (13) и всегда возможно выбрать эти 
нроизвольныя функц1и такъ, чтобы паш е нредложен1е было справед
ливо *).

Обратно, всякое p tu ie n ie  Л' системы (25) есть посл'Ьднш множи
тель уравнеп1й (23). Действительно, положивъ

иаходимъ

A ' ^ A F ,

^ А  J ' y  d { X ^ f )  , д { Х , А )  

дх ,  ' Z  ' дг

=  A X ^ ( F )  =  0 .

- \ - A X \ F )  =

Поэтому ф ун к щ я F  nenpeMinHO долж на быть интеграломъ системы (13) 
и по предыдущему произведеи1е A F ^  или А'  есть множитель Якоби 
для разсматриваемыхъ уравнен1й.

Предположимъ изиЬстными п  —  т  интеграловъ уравнен1й (23)

(26)

Всегда возможно положить и х ъ  разреш имыми относительно п  —  т  изъ 
перем'Ьнныхъ г , , • • • х „ ,  пусть

X ,ш+1 ’ X.п - Г

*) Jordan, Cours d’A nalyse, t. I l l ,  1-re ed., p. 47, n“ 43.
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Принимаем!. вм’Ьсто иосл'Ьдпихъ за новыя независимыя переменный 
f n- m-  Условившись обозначать скобками производныя не- 

изв’Ьстнаго интеграла , в зя ти я  зъ  новомъ предположен1и, но-

лучаемъ

(дГ„-.„,+Л

( <^4 } t=:l
d x , '

n~m
V

OS 2 j } (h  ’

_  “у "  / \

\  ^f i  )  ’

\  I V ‘ /

“ I Г Ь \
й =  1 , 2 , . . .  иг ; г  =  1 ,  2 , . . .  и  -  - иг —  1.

Поэтому, называя черезъ 1) значен1е функц1ональнаго опред'Ьлителя

J)
А -

’ ^'т+\ ’ • • • ^'»-V

отличнаго по услов1ю отъ нуля, мы нолучаемъ равенства

дх..
ш+1

п ,

/ j n - m  -  _

дх^

Отсюда сл^дуетъ, что функц1я находится при помощи к вад ра

туры, если изв’Ьстны интегралы (26) и значен1е множителя Д  *). Въ 
самомъ дел'Ь, полный дифференгиалъ в'ь повыхъ перем^н-

ныхъ есть

дх.

т
■+' '  ^ * . 4 -  V

к = 1  '

п —f w + l  \  л
_ d x ^ , 

Ох^ I

*)  Ср. Jacob i, V orlesuiigen (iber D ynam ik, Zw eite A usgabe, S. 77.
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Стало-быть, предпосл'Ьднее ypaBHenie системы (23), въ силу иптегра- 
ловъ ея (26)-ыхъ, им'Ьетъ интегрирующимъ множителемъ выражен1е

D  '

п])едставленное функц1ей iiepeM inHuxb х ^ ,  х.^, • ■ • , aj„ и постоян-

ны хъ  (7j, С.,, ■ ■. . Поэтому иосл'1;дн1й искомый интегралъ систе
мы (23) есть

z/ W1

J  D  ^  ”  ^Я-1Л+1 >
* = 1

С„_ I  ̂ — произвольная постоянная.

12. Во.звращаемся къ интеграламъ (20) уравпен1й (23). Вводя
BMicTo С,- новыя произвольныя постоянныя, составляемъ систему инте- 
граловъ, отличную но виду отъ  предыдущ ей. И зъ  различны хъ  инте- 
граловъ нодобнаго рода особаго вниман1я заслуж иваю тъ  т'Ь, для кото- 
ры хъ  произвольныя постоянныя представляю тся начальными значен1лми 
•̂ ®> ^ т +1 > Функ1иональны хъ  nepeMtuHHX’b, соответствую

щими значен1ямъ нерем'Ьнныхъ Уравнен1я (20), даю тъ равенства
I

, х ° ,  . . .  х ° ,  =  с , ,

г =  1 , 2 , . . .  и —  »и -{- 1 ,

устанавливающ1я зависимость между прежними и новыми произволь
ными постоянными. Если значен1я а:®, леж атъ  въ области, гд'Ь функ- 
ц!и X  им^готъ конечны я, опред^ленвы я частныя производныя перваго 
порядка и удовлетворяютъ услов1ямъ (18), то написанныя уравнеп1я раз
реш аю тся  относительно и даю тъ

^ш+ v  ■ ■ ■ C’̂ _ ,„ ^ i ) ,

v = l  , 2 . . . .  и  —  иг.



Пoлyчaюш,iecя отсюда иитегралы уравиен1й (23)

V’ i f I ! /о > • • ■ ~  »

1 > /2 ' • • • fn-m+1^ ~  ^m+v 1
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Г =  1 , 2 , . . .  n - m^

(27)

оаред'Ьляютъ так1я аиачен1л фуцкцш  г ,  которыл для начальны хъ

значенш  незаиисимыхъ иерем'Ьннихъ становятся *). Т акъ

к а к ъ  1юсл'Ьдн1я величины не нходятъ въ выражен1я функц1й гр , то 
ясно, 4 T o o H i  для начальны хъ значен1й равны тождественно z ,

Мы нриходимъ такимъ образомъ къ  опред'Ьлен1ю рЬшен1й системы (13), 
которыя для начальны хъ значен1й перем'Ьнныхъ нринимаю тъ значе-

Ограничимъ наш и изсл'Ьдоваи!я областью голоморфности коэффи- 
щ ен товъ  X  разсматриваемыхъ уравнен1й. К акъ  хорошо известно **), 
внутри этой области суш,ествуетъ для  уравнен1й (23) единственная 
система голомо])фныхъ интеграловъ, удовлетворяюш,ихъ даннымъ на- 
чальнымъ услов1ямъ. Поэтому функц1и

У’ , гр,,

являю тся зд'11сь для уравнен1я (13)  единственной системой и  — т + 1  
различны хъ , голоморфныхъ интеграловъ?которы е для начальны хъ  зна- 
чеп!й становятся равными

 ̂> ^т+1 > > • • • •

Н а этихъ  соображен1яхъ основывается зам ечательное нриведен1е М ай
ера якоб1евской системы къ одному линейному уравненйо и— системъ 
въ нолныхъ диф ф ерен щ алахъ  къ  обыкновеннымъ дифференп,1альнымъ 
уравнен1ямъ. Вводимъ вместо независимыхъ нерем'Ьнныхъ , х.2 , - - - х ^  
новыя I / , ,  У2 ’ - ' - Ут  ,связанныя съ ними равенствами ***)

^ i  =  ^?  +  2/i, ^2 =  ^ 2 + 2 / i 2/-2- =  +

*) Ср. Jm schenetsky, sur l ’int6gration... p. 31, 11“ 22.
**) B ouquet, sur I’integration d ’un system e d’equations d ifferentielles total es 

sim ultannees du prem ier ordre. B u lletin  des S cien ces M ath, et A stron., t. I l l ,  annee  
1872, p. 265.

***) Goursat, Lemons sur I’in tegration ..., p. 58, n*> 30.
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та къ  что получаемъ

d f d f  , d f  . , d f

к  —  2 ,  3  , . . .  т .

Уравнен1л (13) преобразовываются въ якоб1евскую систему

п —т т т

f  + У [(А-о -Ь у % ( Х , ^ ) ] 4- V у , ( х , ) ]  I- = о,
^2/1 t l  1 ^ 2

п  — 1П 

V =  1

1 =  2 , 3 , . . .  иг.

Коэффищенты посл'Ьднихъ уравиен1й голоморфны вблизи йначен1й 

2/1 =  0 ,  ^ =

и произвольныхъ величинахъ остальныхъ ^-ковъ. Сл'Ьдовательно, урав- 
ненш  (27) им ^ю ть единственную систему п  —  « « +  1 различныхъ част- 
ных'ь piuieHifi, которыя для у^ =  О я произвольныхъ значен1й осталь

ныхъ у-о въ  становятся  cooTBiTCTBeHHo равными Полагая

?/9> Уз’ - ' ' У т  иостоянными, проинтсгрируемъ первое уравнен1е (27) и 

найдемъ его п  —  т - \ - 1  частныхъ ptineHift, которыя для ^^ =  0 нри- 

нимаютъ зпачен1я z ,  Мы получаемъ такимъ образомъ и  — от + 1

различныхъ функц1й, соотв'Ьтсвепно равны хъ в , для %ĵ  =  0 и про

извольныхъ значен1й у ^ ,  Уз, и представляю щ ихъ очевидно

искомые интегралы  системы (27). Поэтому интегрирован1е якоб1ев- 
скихъ  уравнен1й (13), или (11), приводится къ р’Ьшен1ю одного нерваго 
уравнен1я (27), а интегрирован1е уравнен1й въ полпыхъ дифференц1а- 
л ахъ  (23) зам еняется  разсмотр'Ьн1емъ обы кновенныхъ дифференщаль- 
ныхъ уравнеи1й

-  36 —
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(?x„„^, =  [ ( A 7 ) + y
к-1

dz  = -  [ ( X j )  +  ^  2/ t  ( - 

к—2

V =  1 , 2 , . . .  п  —  т .

(28)

З а д а ч а  интегрированЬ! уравнен1й въ иолныхъ дифференц1алахъ 
представляетъ  таким ъ образомъ трудности, въ теоретическомъ отно- 
шен1и одинаковыл съ обыкновенными дифференц1альными уравнен1лми 
одного съ ними порядка  (т. е. заключаюп1,ими одинаковое число урав- 
нен1й). Всл'Ьдст1е этого называютъ операц1ей инт егрироватя ц-аъо по
р яд к а  вычислен1е одного интеграла системы ц  уравнен1й въ иолныхъ 
дифференц1алахъ неремЬнныхъ, каково бы ни было число v .
Т а к ъ  для интегрирован!}! уравнен1й (23) приходится выполнить 
п  — т - \ - \  операщ й порядковъ

п  —  4 -  1 , п  —  т  , . . .  2 , 1.

13. Въ д а л 1)Н'Ьйшемъ изложении будетъ выгодно пользоваться свой
ствами такъ  называемыхъ скобокъ Пуассона.  Если (р , f — функц1и не- 
аависимыхъ перем'Ьнныхъ х ^ ,  х ^ ,  ■ ■■ .г'„ , р^ ,  р.,,  . . .  , то скобки
Пуассона представляются выражен1емъ

Y  /  d f  д(р d f
JL u \д p .д x^  d x / d p j  '

которое обозначается черезъ

{<Р, Л -

Пусть гр —  новая функц!я перемЬнныхъ х  и р .  И зъ  самого онредЬ- 
лен1я разсм атриваемыхъ скобокъ сл'Ьдуютъ формулы

(9>. 9>),

Up, f + V ’) =  {9, Л -г('Р , У’),

{<р, f  . f)

=  +  i a ) '

гд ^  a — какая-либо изъ перемЬнны хъ  величинъ.

(I)
(И)

(IIIJ

(IT)



Нисколько слож н ее  докаиательство тож дества Якоби

J = i < p ,  i f , +  (ip,  Ф)) +  ( ^ ,  ( ф ,  f ) )  =  0 .  (V)

Условимся обозначать

if г —  ч>\),

и т. д.

Н а  основан1и равенствъ (II)  и ( I I I ) ,  мы получаемъ

Q  ч>',+ {(р, v’' j  fp- (<jp, О  % ^ ( о р , ^ ; )  / ■ ;+

+  (/■- +  о  9'p —  (f,9'p)

-I- f, +  {p, о  чО f'p —  . fp) < ]  •

Сумма членовъ, представляю щ ихъ произведе1п е  производныхъ функ- 
ц1и (р на скобки, въ силу равенствъ (I) и (IV), вы раж ается  формулой
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V
Z j

=  ((Л У>), f  ) ,

и т. д.

Отсюда ясно, что

J  =  - - 7 ,

т. е. равенство (Y) справедливо.
Пусть, н ак он ец г ,  функц1и <р , f  зависятъ  отъ х  ш р  какъ  непо

средственно, та къ  и черезъ посредство ф унк 1йй гр^, гр.^, . . .  Внося въ 

выражен1е скобокъ вычисленныя въ этомъ предположен1и производныя 
отъ (р , f ,  получаемъ

’ J ■'

у  у  , »  i f

3

гд'Ь

(9',  / ' ) ,  (V’, ,  f ) ,  (<Р\ Pj)

обозначаютъ скобки, составленный въ предположен1и, что функц1и (р , f  
дифференцируются только по х , р  , входящ имъ въ н и хъ  непосредственно.
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Предположим'!., дал'Ье, что <р, f ,  гр, лвллютсл функщ ями незави- 
симыхъ «ерем'Ьмныхъ х ,  р  и z .  Вудемъ обозначать

d  д , д
d x  дх

В ъ частномъ случай, когда р  лвллются частными производными функ- 
ц1и ^ по ж , указанное обозначен1е представллетъ полную производ
ную по X (см. Ь настоящ ей глав'Ь), Въ 1863 году Вейлеръ ввелъ 
въ свои изсл'Ьдован1я по теор1и уравнеп!й съ частными производными 
разсмотр'Ьн1е выражен1й

(д(р d f  _  d(p c)f 
др. d x .  dx^ d p j  '

которыя мы будемъ называть скобками В ейлера  и обозначать по Майеру 
черезъ

[ 9 ,  /■]•*)

Легко вид'Ьть, что формулы (I) —  (111) распространяю тся безъ изм^- 
нен!я и на эти скобки. Что касается формулъ диффepeнциpoвaнiя ,  то 
он’Ь принимаю тъ видъ

да [ 9 ,  Л  =
д<р
да - /■ К

да

если а  им'Ьетъ одно изъ значенш  перем'Ьнныхъ х  или а ,  и

др. [ Ф . Л  =
д(р
др^ . f 4 - др, 4 -

д(р d f  _  д(р 
др^ дг dz др.'

Въ IX  tomIi „M atiiematische A nnalen",  пъ 1876 году, М айеръ показалъ, 
что для скобокъ Вейлера тождество Якоби зам ен яется  сл'Ьдующимъ

W ,  [ f ,  +  i p ,  9 ] ] - г [ Ч ’ , [ ф ,  /■]] =

*) W eiler, Z eitschrift fur M ath. und. Phys., Bd. 8, S. 2G4, Bd. 20, S. 271. 
M ayer, M ath. A nnalen, Bd. IX , S. 370.



Иаконецъ, когда функц1и <р, f  зависятъ  отъ перемЬнныхъ х ,  г ,  р  
к ак ъ  непосредственно, такъ  и череаъ посредство , гр  ̂ то мы 
получаемъ

• > ■'

^ y v f  .

Z-i dtp. oip- ' >
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• j

11. Въ заключеи1е настоящ ей главы остановимся на Mayqeeiii 
уравнен1й въ иолныхъ дифференц1алахъ, которыя я  нредлагалъ назы
вать каноническими  *).

Пусть 11^, . . .  — функщ и перем'Ьнныхъ х ^ ,  х ^ ,  • • • ж,„,

^ ,„ + ] ) • • • ) • • ■ • • • Рн-  Вудемъ называть уравнен1я

1И

, _  V

V —  I  ̂ . . .  п  — ш ,

каноническими въ по.гныхъ диф ференщ алахъ,  если для нихъ удовлетво
ряются УСЛ0В1Я вида (18). Соотв]1тстиующ 1я разсматриваемымъ линей- 
ныя, однородныя уравнен1я суть

£ + ш „  п = о ,

^ • = l ,  2 . . .  ш ,

при чемъ скобки Пуассона распространяю тся на перем'Ьнныя х  , , р  , . 
Поэтому равенства (18) становятся ^ ^

*) Comptes R em lus, t. C X X V III, i,.p. 225, 274.

Сообщен!^ Харьковскаго Мат. Оби-.., т. \ 1 ,  06o6 .n en ie  перваго способа Якоби  
интегрировапш дифферепц1а.1 ьнаго уравпен 1я съ ч асты м и  производными перваго по
рядка одной иеизв4стной функц{и.
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i I ■'Л1 > j
Ф ^ +v 

d  d l l .

дН„

dPm + J <)x̂  Ф>„,+

д Н „ ''

- + Я,
dx

^  (Ш,
Д - .V

'» t+ V

? '= = ! ,  2 . . .  »г —  m ,

*■■ ’ rJr

= 0 ,

=  0 ,

гд'Ь h, h прицимаютъ различны я зиачен!;! отъ 1 до пг. Н а  основан1и 
формулъ (I) и (1У), 1ЮСЛ'Ьдн1я paueucTua приводятся къ виду

dj. («+•<

д Н ,  д П ,

дх„

дх..

д Щ  Щ ,  

дх и .у

1' — 1, 2 . . .  п  —  т .

=  0 , 

= 0 ,

Дифферен1иальны я уранне1пя 11осл1>дияго множителя Л для разсма- 
триваемой системы уравпен1й въ полиыхъ дифференц1алахъ становятся

дЛ
+  {Щ , Л ) =  0 ,

д х ,

h — \ ,  '2 , . . .  т-

Они i: жазываютъ, что посл’Ьдиимъ множителемъ разсматриваемой си
стемы можетъ служить всякая постоянная или единица, или любой изъ 
интеграловъ  линейны хъ  одно})одныхъ уравнен1й, соотв'Ьтствующихъ на- 
ш имъ изсл'Ьдуемымъ.

Наконецъ, при помощи преобразоиан1я Майера, к а н о н и ч е си я  уравне- 
н{я въ полныхъ дифференц1алахъ приводятся къ  обыкновеннымъ кано- 
ническимъ. Въ самомъ д'кл'Ь, уравнеи1я (28) приводся въ настоя- 
щ емъ случай къ сл'Ьдующимъ

=  -

дЛ,

\др,m-f-v
^ V./, Щ  '

ш + v /  _

к=>

(

/ Ч . +

v — l ,  2 ,  . . .  п —  т.



Поэтому, вводя обозпаче1пе
Ш

к = '2

получаемъ каноническую систему обыкновепныхъ дифференц1альныхъ 
уравнеы1й

Л ,
^Рт4-'1 . (ij/i ,

I ' =  1, 2 . . .  И — то.

Предположимъ, дал1;е, что функц1и / / ^ , Н , ,  . . .  i/ ,„  заключаютъ 
KpoMi преж нихъ перем'Ьпныхъ еще г. Разсмотримъ обобщенную к анони
ческую систему въ по.гныхъ дuффepem^ia.гaxъ

—  42 —

dx.
/  I

V

г д ^  положено, что

idx„  

d z  —  У  ,

=  1 , 2 , . . .  —  г/г,

;5 и
р  _  V

Внося uoMijAHifl значев1я ф ун к 1ий F ^ ,  мы напиш емъ C00TBiTCTiiyroi4 iH 
разсматриваемымъ линейныя, одпородныл уравнеш л въ следую щ ей форм'Ь

d f  d f

h = \ ,  2 ,  . .  . то.

Поэтому получаемъ сл'Ьдующаго вида услов1л, выражающ!я, что наш а 
система— лкоб1евская,



д щ .  ,
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с>Р„,+.

А  ' i /
d^k ^Pm+v

—  H  ^  +
0 4 d ^ ,n + ;

  *_____77̂

Я , ,

^ Л .

^ ,„ + v

f)//„

r?7/.

= 0 ,

() / ? Я , rJ
dz d x'■ш4-м

I I
dll , .  ■

к ’
m+v-

=  0 ,

d.v.

r  1 , 2 , -■■ n  —  m ,

для вс'Ьхъ различныхъ иначеи1й h , к  отъ 1 до т-  Вносимъ въ эти р а 
венства значен1я функц1й Р  и яалгЬчаемъ, что

d l l .

В ъ силу первыхъ четы рехъ свойствъ скобокъ Вейлера, написанныл 
услов1я принимаютъ соотв'Ьтственно видъ

Щ - Ш . .  Щ - о ,

гд'Ь введено обозначен1е

д П,  д П , _  д Н,  , д Н,
{ Н , , I Q  =  Я .  -  Щ  +  Ш , , Я , ] .

дг дх,. dz

Отсюда сл'Ьдуетъ, что искомыя услов1я выражаются тождествами

№ ,  -^.1 =  0 ,

при чемъ h ,  Ъ проводятся по вс'Ьмъ различнымъ зпачен!ямъ отъ 1 до гп-
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Пусть

^■^ni+v —
dH ,

Ук
(  Щ

Ш ,.

ni+v' -

(b / i ,

d z  —
fit

( Л > + V » / . ( P ,
i -2

~   ̂ ! 2 . . . .  И —  1)1 ,

В ъ таком ъ случа’1; иреобразонг
А-= 2

анны я у р а 1)нен1л становлтся

dx . „ ..  =

= V р -  -  //.
t=i

И такъ ,  приходимъ къ  и нте1-рирован1ю обобщенной канонической систе 
мы б , к , о в е н н ы х .  дифференц1альных.ь ура.шен1й, .еор1л к о Г ы х ъ  с у- 
-кила нредметомъ изсл1;дован1й Якоби *). «оторыхъ слу-

*) Jacobi, G esam elte W erk e, Bd. IV , S. 413, Bd. V. S. S. 285. 291, 3 9 9 .



Г Л А В А  III.

о существован1и интеграловъ уравнен1й съ частными произ
водными.

1. Пусть HJiieM'b систему уравпен1й съ частными производными

{х^,  х.^, . . .  р , ,  . . .  J  =  О ,

1 с = \ ,  -2, . . .  т .  J

Б удемъ предполагать, что производныя р  не исключаются изъ нихъ. 
Въ противномъ случа’Ь между переменными х , 0  получаются зависи
мости. Если пос-1'Ьди1я не опред’Ьляютъ значеп1й s ,  у тож дествляю щ ихъ  
уравнен 1л (1), или даю тъ  зависимости только между ж -ами, то уравне- 
н1я (1) uecoBMicTHH. Поэтому, исключая bc4 эти случаи изъ разсмо- 
тр'Ьн1я, положимъ, что т  не превосходить  п .  Н ачнем ъ съ изучен1я 
системы (1), когда

т  =  11

и уравнен1я ея даютъ

Р к  ( ^ 1  1 ^2 > ■ ■ ■ ~  О ,

2,  . . .  п.

Если сун;ествуетъ функц1я г ,  частныл производныя которой опред'Ь- 
ляются последними ypaвнeнiями, то, на ocuoBanin ихъ ,  должны удовле
творяться равенства

dU,^ _  

dx^ dx^

д ля  всЬхъ различныхъ значен1й h ,  h отъ 1 до т .  Следовательно, 
должны им'Ьть м'1;сто тождества
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д Щ  д Щ  d l L  д Н ,
 ___  ' ' I I    i     ̂ -  и

дг  ‘ дх,, дг ’

и ф ункщ л ^ П1)едставллетъ инте1’ралъ ypanHeiiia иъ полны хъ диф ф е- 
ренц1алахъ

c h - ] - \  / / j  (Jx^ =  О .

Л=1

Когда фунЕСц1я г  не иходитъ лнпо въ иасл'Ьдуемыл уравнен1я, то пос
л ед нее  равенстио —  точный диффоренц1алъ.

Разсмотр1')Нный случай заслулсинаетъ особаго ввиман!я, т а к ъ  какъ  
къ  нему, какъ  будетъ ноказано въ слЬдующей глав^Ь, приводится но 
Якоби инте1'рирован1е всякой системы уравнен1й съ частными произ
водными, им'Ьюн;ей plinienie.

Если

т К  п ,

то, нри сд'Ьланномъ нредположен1и, уравнен1я (1) приводятся къ  виду

Pt +  (х^ ,  X.,, . . .  х „ ,  г ,  , . . .  =  о , ]

J c = l , 2 , . . . m .  I

Приступая къ изучен1ю услов1й ихъ  интегрируемости, мы будемъ раз- 
сматривать, к а к ь  въ 7 второй главы, только так1я рЬшен1я системы 
(2), вторыя частныя и])оизводпия которыхъ непрерывны. Если это 
p tu ie n ie  существуетъ, то оно удовлетноряетъ какъ  уравнен1ямъ (2), 
т а к ъ  и ихъпроизводны м ъ. Дифференцируя п о п р и  чемъ 1 с ^ т ,  

h-oe  уравнен1е системы (2), находимъ

дх^ d x t  дх^
1 — 1 ‘

r =  1 , 2 ,  . . .  и  —  m .

Сумма перваго уравнен1я съ нроизведен1ями остальны хъ соотвЬтственно на

дН^ д Щ  д Щ

^Рш+2 '
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даетъ  p a венетно

=  0 .
Ji// ^ \

_  Y  *

t=l

Гакимъ же образомъ получаемъ

ф ,  , Ш ,  +
д х ~ ^  dx,, д х ,  ^ ( ) р „ ^ , \ д х , „ _ ^ ,  d x ^ ^ ,

vzzl •—1
n—tn

I

T
 ̂ 1

Всл’1',дств1е непрерынности вторыхъ частныхъ производныхъ функц1и я , 

существують тождества

др^ ^  дх^  

дх^ дх^

для всЬхъ различныхъ значен1й s ,  о о ть  1 до и .  Поэтому разность 
нанисанныхъ выше равенствъ становится

d H , d H , V T  / д Н , d l l ,  d l l ,  d ll„

d x ,  d x , , ^  Z j  \dl>„,^.,dx^_^,^ ‘̂ /'m+v/
V=1

и можетъ быть представлена сл'Ьдуюнщмъ образомъ

р ,  +  я , ]  =  о ,  ( 3 )

гд’Ь скобки Вейлера распространяются на всЬ иерем’Ьнныя х ,  г  н р .  

Если иптегралъ  системы (2)-ой существуетъ, то получепныя р а
венства, заклю чая всЬ р ,  доллсны удовлетворяться, на основан1и урав- 
пенш (2). Впрочем'ь, для су1п,ествован1я ихъ  р11шен1я, высказанное услов1е 
не есть необходимое. Р авенства (3) могутъ представлять  между пере- 
мЬнными X ,  г ,  р  зависимости, которыя совместно со (2)-ми образуютъ 
новую систему уравненш  съ частными производными и т. д. Н е  оста
навливаясь на носл'Ьдвемъ случа'Ь, будемъ предполагать,  что скобки 
Вейлера, составленныя изъ л'Ьвыхъ частей уравненш  (2), уничтожаются.



въ силу разсм атриваемы хъ уравнен1й, или, к а к ъ  говорлтъ, посл'1;дн1я пред- 
ставллютъ зам кн ут ую  систему. Делассю вы раж аетъ  результатъ  исклю- 
чен1я значен1й (2) ироизводныхъ изъ (3) равенствами *)

не раскрывая однако смысла этихъ  обозпачен1й. Но принимая во впима- 
Hie значен1е скобокъ Вейлера, легко видеть ,  что услов1я замкнутости 
системы (2) вы раж аю тся тождествами

дЩ  д11„ дЩ   ̂ д щ
Щ - о  (4)

для  вс'Ьхъ значен1й h ,  h  отъ 1 до т ,  при чемъ посл'Ьдн1я скобки р а 
спространяются только на перем'Ьнныя , г ,  Н аписанное вы-

ражен1е скобокъ Делассю совпадаетъ съ т ё м ъ  значеп1емъ, которое мы 
имъ давали в'ь предыдущ ей глав'Ь. В ь частномъ случай, когда г  не 
входить  явно въ уравнен1я (2), лЬвыя части тождествъ (4) представ- 
ляю тъ скобки Пуассона

Эти скобки уничтож аю тся тождественно и разсматриваемыя уравнен1я 
образуютъ такъ  называемую систему въ инволю цш .

Выведенныя услов1я замкнутости уравнен1й (2) представляю тся 
тождествами (4); на нихъ будутъ осповани всЬ дальн'Ьйш1я вычислен1я 
К акъ  оыло указано, идея —  вы раж ать  искомыя услов1я тождествами 
п рила 1’алась Делассю къ  уравнен1ямъ, зависяп 1,имъ явно отъ неизвестной 
фyнкцiи. Р а н ь ш е  ei'o, въ 1889 году Граве,*), распространяя на разсма
триваемыя уравнен1я второй способъ Лкоби ипте1'рирован1я уравпен1й 
съ частными производными, основывалъ свои разсужден1я такж е на тож - 
дествахъ , которыя однако по виду отличны отъ  (4)-ыхъ. Друг1е же 
авторы, при p iu ien iH  вопроса интегрирован1я уравнен1й (2), приводятъ 
ихъ къ систем'!; уравнснгй въ гтволюцш,  для которыхъ скобки Вейлера, 
составлениыя изъ ихъ л ^ в ы х ъ  частей, уничтож аю тся тождественно. 
Гакъ Гурса**) показы ваетъ , что такое приведен1е всегда возможно.

2. Пусть уравнен1я съ частными производными (1) онред1;ляютъ 
одинаковыя со (2)-ми значен1я ш  к акихъ-ниб удь  изъ вх о д ящ и х ъ  въ

*) A nnales de I’E co le  N orm ale Snpericure, troisiem e serie  t. 14, p. 126.
**) Храве, Объ интегрирован1и частныхъ дифферендиальныхъ vpaBHenifi перваго 

порядка, п“ 18, сгр. 19.

** •) G oursat, L egons sur I’i n t e g r a l i o n . n “ 65, p. 163.
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нихъ величинъ. С ледуя  К оркину*) ,  назынаютъ об'Ь разсятриваемыя 
системы преобразованными  д 1)угъ-друга. Если система (2)-»-замкнутая, 
то легко 1ю к а:тть ,  что и преобразоманная ея (1)-я  т о »  замкнутая, 
т. е. скобки Вейлера, составленния изъ л ’Ьвыхъ частей в  уравненш, 
уничтожаются, въ силу данны хъ  урапнен1й. Д'Ьйствительн»,1И*1чен1я , 
изъ ураввен1й (2), утоясдествляютт. (1)-ыя. Поэтому наход1П> **)

д ъ \ +
dpi Z j  др^ др,
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т

dXf др^ dXi
h=.\

и т. д.
Следовательно,

Hi Wi л ^ ~w-̂

Отсюда заключаемъ, что, иъ силу уравнен1й (1), справедлШ равенства

для вс'Ьхъ 1)азличныхъ значен1й « ,  /? огъ 1 до т-
Мы и)1вднола1’али до сихъ  норь т ,  не нревосходм^ 'ь  п .  До- 

нустимъ теперь, что
?н =  и 1 ■

и что уравнен1я системы (1) разр’Ьшимы относительно I»  вс1-хъ р .
Если эта система имЬетъ интегралъ, то посл'Ьдгйй удо1!лет«!»яетъ также 
уравиен1яыъ ***)

dx,  dz  dXf 7  др^ ()x^
S^\

L a '  \  dp. dz (Ip. ()z dx.
1-1

r>Pi д р , \ д х .  d x j

— P,

1 = 1  8 = 1

*) Коркннъ, 0  совокуиныхь уравнен1яхъ съ частными прощаа;!*'»*' перваго 
порядка и н*которыхг вонросовъ механики, п“ 7, стр. 9.

**) Ср. Маург, M athem atisclie A niialeu , Bd. V III, S .S. 3 U -3 1 5 - Goursat, 
Lemons sur I’in legration ..., n“ 02, p. 153.

♦**) Goursat, Lemons sur I’integration ..., n“ 65 , p.p. 1 6 i , 163. *
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для всЬхъ зн аче 1пй а  , отъ 1 до и +  1. Поэтому если значен1я z  и р  , 
изъ уравнеиш  (1), удоилетворлютъ услов1лм'ь

dz_
дх,

то получаются равенства

[ F , ,  ^ з ]  =  0.

Обратно, пусть уравнен1я (1) образуютъ замкнутую систему. Въ 
силу ея ураипен1й, получаемъ тож дества

dz Lj  др. у  •' d x j  ' ф .
Щ  I  dz

— 1 \
(^p> ^ P i \ \

=  0

с£ =  1, 2 . . .  и  +  1.

Если

D ..+1

^ . Рх^ ■■■ Рп
>
< О,

то изъ посл'Ьднихъ равеыств'ь заключаемъ, что, всл'Ьдств1е уравпен1й (1), 
удовлетворяютсл услов1л

dz

Сл'Ьдовательно, результатъ  исключеп1я вс'Ьхъ п  частныхъ производныхъ 
изъ замкнутой системы п - \ - 1  уравнен 1'й (1) даетъ  равенство, о п ред е
ляющее ихъ  p'bmeHie z.

3. В с як ая  замкнутая система уравпеп1й остается таковой и посл']; 
преобразован1я ея къ новымъ нерем’Ьннымъ. Для посл’Ьдующаго изло- 
жен1я отм'Ьтимъ преобразован1е *), при которомъ принимаютъ за новыя 
независимыя перем'1зпныя

BMicTo

|A+1 > ‘̂ ,U.+2 1 • • •

*) Jacobi, V orlesm igen (iber D ynam ik, zw eite  A iisgube, S. 164.



И НОВОЙ HeHSBtCTHoft ф ункц1ей  BhipaHienie

I

>,=1

Н а з ы в а л  ч е р е зъ  р.  п р о и з в о д н ы л  функц1и z  по не за в исим ы м ъ  п е р е м Ь н -  

н ы м ъ  зн ач к а  г ,  н а х о д и м ъ

ири ч ем ъ  S , Я п р и н и ы аю тъ  значены !

S =  1 , 2 , . . .  /у , /г +  г - f  1 . • ■ • и ,

/ = 1 ,  2,

П у с т ь  п р ео бр азо в ан н ы я  у р а в н е н !л  ( 1 )  с т а н о в я т с я

Т  J. {х-^, 3^2 , • • • Я^|Л ! P i J - f - i  ! ■ • I t  • • ■ ^  ’ V-i ' P i i  ' • ■ P,1^ —  0  ,

Z; =  1 , 2 , . . .  m.

О ч е в и д н о ,  что  и м ^ ю т ь  j i i c T O  равенства

d F ’,  d l ,  d F ,  d F ,
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т

dx^ dx^ ' dz' dz  ’

^ F ’, ^ ^ _ d F _ ,  ,

п р а в ы л  части  к о т о р ы х ъ  в ы р а ж е н ы  въ  н о в ы х ъ  н е р ем ’Ь н н ы х ъ .  О т с ю д а  

с л ^ д у ю т ь  равенства

[ П ,  r ^ ]  =  [ F ^ ,  F .A ,

и, с та ло -б ы т ь ,  е сли  д а н н а я  систем а  ( 1 ) — за м к н у т а я ,  т о  и н р ео бр азо в ан -  

н ы я  уравн ен 1л  п р е д с т а в л л ю т ъ  т а к у ю  ж е  систем у .



Само собою разумеется, если за новыл независимыя иерем^ныл 
принять вс'Ь или н'Ькоторыя изъ иерем'Ьнныхъ

Р т + 1  ’ Р т + 2   ̂ ■ Р п ’

то замкнутая система (2) иреобразовывается вь  замкнутую же систему 
уравненш , разр1;шенныхъ относительно нроизводныхъ

P ' l ’ Р 2 , - - - Р ’п -

Равенства  (4) являю тся не только необходимыми услов1ями 
сущестпован1я р'Ьшен1й уравнен1й (2), но вм'Ьст^ съ т'1;мъ и достаточ
ными. Докажемъ сл’];дующее предложен1е:

П уст ь Н ^ ,  Н.2 , ■ • ■ 11,,^, 2шзсмшприваемыя какъ ф у н к ц т  незави-  
симыхъ первмпнныхъ х , ,  х .,,  . . .  х „ ,  z , , - - - р „ ,  голоморфны

вблизи ихь  начальныхъ значент  х \  z \  и  удовлетворяютъ усло-
в1ямъ ( 4 ) .  Положимо, что

1 > ^ш+2 > ■ • •

—  произвольная, но голоморфная ф у н к щ я  вблизи начальныхъ зн а чен т  
' входящихъ въ нее перелтнныхъ. Е сли  для эт ихъ начальныхъ зна~ 

ченш (fnjHKUiiu

f AL . У С  J L

равны соотвгьтственно

фО длО .,0  ^ 0
^ » Р ш+1 1 Р т+3 и '  ' • Рп<,

то существуетъ единственная ф ункцгя  г  пере.чпнныхъ х ,  голоморфная  
вблизи ихъ начальныхъ значенШ  ж® и удовлетворяющая уравнетемъ (2 ) ;  
п р и  этомъ ф у н к ц т

дг дг дг
^ ,
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для начальныхъ значент  перемпнныхъ х ^ , х ^ ,  . . .  ж„, становятся равными

d f  d f  дг
f .

Вы сказанная теорема служила мредметомъ изсл'Ьдован1й С. Ли, 
Гурса и Делассю. Приводимое зд^сь доказательство ея нредставляетъ



paBHTie идей Коши, которыя прилагались Epio и Б уке  къ обыкновен- 
нымъ дифференц1а л ы 1ымъ уранне1п ям ъ  и Дарбу —  къ уравнениш ъ съ 
частцыми произнодиыми нЪско.тькихъ фуцкц1й, число которыхъ равно 
числу дан п ы хъ  уравнен 1Й *).

З а м ^ т и м ь  прежде всего, что достаточно ограничиться разсмо- 
TptHieM'b случая,  когда начальныя значен1я х°,  —  пули. Въ са-
момъ д^л'Ь, вводимъ новыя перем'Ьнныя х \ ,  х[,, . . .  х'^, z  , опред1;лен- 
ныя равенствами

х^ =  х1 +  х \ ,  х . ^ х 1  +  х[,, . . .  х , ^ ^ х ^  +  х'^,

п~т

1=1

Н азы вая  черезъ частныя производныя иерваго порядка, в зя ти я  въ 
иовомъ 11редположен1и, получаенъ

Ih  =  Pk . -

Л =  1, ‘2 ,  . . .  Ш, v  =  l ,  2 , . . .  11 —  m .

Уравнен)'я (2) преобразовываются въ замкнутую систему

Р'к +  К  (^ 1. 4   ̂ • • • <  . Рш+1 - t i + 2  > • • • К )  =  О , 

к  — 1 , 2  , . .  . т ,

при чемъ функщи голоморфны вблизи н ачальны хъ  значен1й, рав- 
ны хъ  нулю, вс'Ьхъ вход ящ и хъ  въ нихъ перем'Ьнеыхъ. Поэтому, возвра
щ аясь  къ  cHCTeMi (2), положимъ ж®, равными нулю. Дока-
жемъ, что въ этомъ с.гучшь сугцеотуетъ единственный интегралъ г  
уравненш  (2), го.юморфный вб.гизи значет й х  =  0 ,  щ т  чемъ

dz с)г дг ̂      --

для всгъхъ х ^ ~  о становятся щюизволъными функцгями

_ d f _  _df_
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*) Goursat, Lemons sur l ’in t6gration ..., n“ 71, p. 179.
D elassus, A nnales de I’E co le  N orm ale Superieure, troisiem e serie, t. 13, p. 421, 

t. 14, p. 109.

Briot et Bouquet, Journal de I’E co le  P olytechnique, X X X V I-e  cahier.
D arboux, Comptes llen d u s, t. L X X X , p.p. 1 0 1 , 317.



голоморфными вблизи началъныхъ значеш й перемпнныхъ равныхъ

нулю, и  уничтож ающимися длч послпднихъ.

Иредиоложимъ, что искомый интегралъ  существуеть. Мы найдемъ 
въ таком ъ случа'Ь начальныя значен1л вс4хъ  его частныхъ ироизводныхъ
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составлял производныл уравнен1й (2), или дифференцируя функц1ю /  , 
для вычислен1я нач альны хъ  значен1й ироизводныхъ, которыя не бе
рутся но HepeMiiiHHMb х^-  Всякая производная, но н’Ьсколькимъ изъ 

носл'Ьднихъ перем'Ьнныхъ, можетъ быть вычислена различными спосо
бами. Легко однако показать, что всп оюь опредпляют ся однозначно въ 
области голоморфности ф у н к ц ш  . въ силу условш (4) *). Н ачнем ъ 

съ разсмотр'Ьн1я нроизводныхъ второго порядка. <1>ункц1и

определяю тся единственнымъ образомъ изъ нроизводныхъ по диф- 
ференд1альныхъ уравиен1й (2)

д Ч

Но для нроизводныхъ

получаются но два выражен1я

d^z
дх^дх^

d h
дх^дх,^ \(1х,^

V“ 1

_  V ' ^ ’'±^
дх,^дх^ \ с 1 х ^ ^  ^ д р .  дх^

Ч — 1

*) Ср. D elassu s, L e fo n s sur la  theorie an alytiq u e cles equations aux derivees 
p artielles du 1 — er ordre, n “ ] 2 , p.p. 2 0 — 2 1 .



Внося ub нихъ  получепныл выше :шачен1я

д‘̂2
дх,, ~ d x f ,d x „ ^ ^ , /  дх^ дх^д ■*M +V

находимъ

_  _ d H ,  у ‘ д Н ,  dll„^  Y  у "  ^ ^  ,

дх^. дх,, d x ,  Z  dx,^_^^ Z  ф>„,+, дх,„_^.^'

Двойныя суммы къ обоихъ 1!ыра:кен1лхъ равны между собой, всл'Ьдсти1е 
равенс'гв'ь

_  Ф „ ,+ .

Поэтому, принимая во вниман1е тож дества (4), заключаемъ, что оба 
нолученныл выражен1л и1)оизводной
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дхфх„

тождественны, въ силу уравнеи1й (2).

Такимъ образомъ высказанное нредложен1е и м ^етъ  м'Ьсто для нро- 
изводныхъ второго порядка . Иредположимъ его снраведливымъ для вс^хъ  
нроизводныхъ до /г-аго порядка включительно и докажемъ, что всЬ про- 
изводпыя / / + 1 - а г о  п оряд ка  определяю тся такж е однозначно.

Д М ствительно, допустимъ противное. Пусть какая-либо производ
ная / г + 1 - а г о  порядка,  назовемъ ее черезъ , получаетъ два раз-
личны хъ значен1я

Х»̂ ,4.1 =  =  95;,+! (5)

Легко уб'Ьдиться, что это предположен1е невозможно. Обозначимъ че
резъ соответственно частныя производныя

д^-г d^z
■ ■ ■ dx '^ i-^ . . .  дх^р . • .  . . .  dx^i ■ ..  дх"^р ’ ■ • • дх^»  ’
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гд4

Положимъ, накопецъ, что ура1шен1я (5) получаются диффе1)енцироиа- 
пшмъ соответственно но х .  и уравиен 1н

Отсюда сл'1;дуютъ тож дества

(б)

^Р-+1 = дх,•7
.5Р,

дх.'р/

при чемъ скобки обозначаютъ резул1,татъ исключенш, необходимыхъ 
для  того, чтобы 11осл'Ьдн1я равенства удовлетворялись тождественно. 
В ъ  силу однозначности опред4лен1я Bct.xb частныхъ производныхъ до 
//-го порядка включительно, оба уравнен1я (6) должны получаться изъ 
одного и того же уравнен1я

9"|Л_1 =  О ,

опред^ляю щ аго  выражен1е производной

П  _____________
‘ д x f ^ . . .  д х^г - 1. . . S x ^ p - l . . . •

Поэтому необходимо существуютъ равенства

• дх. 

дх^ ) ) '
V  ,л+1 =

Т ак ъ  к ак ъ  въ области голоморфности ф ункщ й Н ,  величина ихъ  произ
водныхъ не зависитъ отъ порядка дифференцирован1я, то, стало-быть 
ооа выражен 1я производной , тождественны.

Т аким ъ образомъ допустивъ сун(ествован1е искомаго интеграла 
мы находимъ разложен1е его по строк'!; Тайлора

(7)



Чтобы убедиться въ д^йстцительном ь существован1и посл'Ьдней функ- 
ц1и Z,  остаетсл доказать, что наиисаиный р л д ъ — безуслопно и раппо- 
м'Ьрно сходяпийсл. С'ь этой ц'Ьлью разсуждаемъ сл'1>дующимъ образомъ: 

Ф уякц 1и Hf.  разлагаю тся но строкЬ Тейлора вблизи п а ч а л т ы х ъ  

зн а ч е 1пй, ранвы хъ  нулю, перем^нны хъ  х ,  г ,  Пусть г  есть наи-

больш1й изъ модулей значен1й 11оел'1;дпихъ п ерем ен н ы хъ ,  для которыхъ 
эти рлды сходятсл и пусть, въ T'txb л:е иред'1;лахъ изм*нен!я пере- 
м'Ьнныхъ, 31  представллетъ  наибольипй изъ модулей вс1;хъ функ1йй 7/^ .̂ 

Назовемъ, дал'Ье, черезъ р наибольипй изъ модулей перем’1;нныхъ х  ,
w -j-v  )

вблизи начальны хъ  зпачен1й которыхъ разложен1е функц1и f  но CTpoKi 
Тейлора сходится. Пусть въ разсматриваемыхъ нред'Ьлахъ N  —  наи
большее 3Ha4eHie модуля f .  Въ такомъ случаЬ функц1и

М
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, a ; i+ a^ 2  +  - - -  +  +Р„,+2  +  • • • ^ Р п

F  =
N

разлагаю тся въ ряды

Г ^т+2

О —  (ж„.+1 +  +  • • • + л :„ )

31
3 I - \ - ~ { x i  +  . ■ • + ^ п  +  ̂ + Р , „ + 1 + -  • • • • +^Л,)^ +  • • • .

^ 2  +  • • • +  ^«)^ +  - ^  (^ш+1 +  • • • +  +  • ■ • ,

члены которыхъ превосходятъ соотн'Ьтстпенные члены разложен1й функ- 
ц1й н f .

Составляемъ замкнутую систему уравнен1й съ частными произ
водными P j , Р.2 , - - ' Р „  функц1й Z  по независимымъ нерем1;ннымъ

1 \  =  Н ,

к = 1 , 2 ,  . . .  т ,  I
г д ^  ф ункщ я Н  им1;етъ значен1е

Н  = 31

(8)



и представляетъ, ст ал о -б ы т ь ,  голоморфную функц1ю перемЬпны хъ  
-^m+v вблизи ИХЪ НН<1Че1ПЙ, равн ы хъ  нулю.

Если существуетъ для системы (8)-ой интегралъ  Z ,  голоморфный 
вблизи 3na4euift ж =  О , при чемъ функщ и

^  d Z
’ (^^„.+1 ’ ’ • • • дх„

для  вс’Ьхъ х^ =  0 становятся равными

2<’ . 0 ^  OF d F

^^т+-2 '

то Функц1я Z  разлагается  вблизи значен1й х  =  0 въ сходяицнся р яд ъ ,  
члены кото1)аго больше cooTBtTCTBeHHuxb членовъ р яд а  {!}. Поэтому 
для доказательства существован1я функц1и z ,  достаточно показать, что 
существуетъ ф ункщ я Z ,  обладающая указанными свойствами. Въ этомъ 
легко уб'Ьдиться, вычисливъ значен!е Въ саиомъ д4л'Ь, уравнен1я (8) 
нриводятся къ следую щ ему виду

О,

2 , 3 , . . .  и г .

Первыя иг— 1 уравненШ образуютъ якоб1евскую систему, обицй ин- 
тегралъ  которой есть

^  I ■^,„-1-1 ’ ^ и | + 2  > • ^ „ )  I

гд'Ь Л  — нроизвольная функц1я и

^  =  ^ 1  +  ^ 2 +

Поэтому уравнен1е, о п ред еляю щ ее  функц1ю Л ,  становится 

__________________________ _ J I r _______ ______

Т акъ  какъ  начальны я зпачен1я искомой фукнц1и Я  и ея нроизвод- 
иы хъ  зависятъ только отъ выражен1я

У ~  ^т+1 +  ^т+2 ~Ь • • • +  .
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то conacBO с'ь установившимся обычаемъ, будемъ разсматринать I I  
фупкщ ей только 'а; и у .  Н азывая черезъ р ,  q частныя ироизводныя 
пёрваго порядка фуикщ и I I  по х н у ,  паиишемъ нзслЬдуемое уравне- 

Hie въ вид'Ь

J ________  _   =  0 .
х  - \ - у  —  I l - \ - { n  —  m ) q  —  r

З а д а ч а  разыскап1я требуем а10 интеграла этого уравнен1я была р'Ьшена 
Кепигсбергеромъ *). Мы будемъ интегрировать его сл'Ьдующимъ обра- 
оомъ. Принимаемъ р  новой независимой перем'Ьной вм'1>сто х  и выра-

жен1е

(р =  у - ^ Ц  —  г  —  хр

— новой функшональной неремЬнной. Преобразованное ypaBuenie ста 

новится линейным'ь

нри чемъ введены обозначе1йя

_  г _

^ 11 — т  ’ ^  п  —  т

06m,ifi интегралъ нолучевнаго уравнен1я есть

^ = Ъ

]
1 —  а;) — а (1

рд,}; ^  —  произвольная функц1я. Следовательно, 11 опред еляется  сово

купностью уравнен1й

П = г - \ - х р  —  у Л - ^
1

I —  а}) — а{1  + jO )  log +

X —
а +  Г ( ( 1 + ^ Л е ‘ '̂) =  0 ,/  , 1 \  1 1 - M o g  1 + у

(9)

*) K onigsberger, Journal C relle, Bd. 109, S. S. 2 7 3 --2 7 7 ;
M athem atische A nnalen , Bd. 42, S , 485.



« i  „р „ ,з „о ,ь „а « ,p . . „ e „ i e « .

' ^  =  ( I +  р)е'’>'1р ,

™ „ а , е „ , .  Осгаетс»

^ Фупкти П ,  станонились равными

T ^ ._ _ d F
^  Q ~ y ’ д у -  

Произноднал по у  фу„к,„и / /  д а е ,а , раненстпомъ 

д П
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ду

П о з,„ .„ . „азш а. ,.,a,e..ie „ара.,е,ра „ л .  .  =  о „  ..„,ага„

+ i^ o )e ‘  ̂=  V , 

паход „„ 1 , д.,« „„ред^леш-., ф г„нц|„ д „ „

О 1 4 - log

(10)

10Л0«0|,ф„ую ф Х щ ю Г Г л и м Т Г а ' е н Ш ^ ^ ^

y  =  0 , v  =  ~ ( \ J ^ J L
I ^  hr

и 1 п » ,™ » .е т е „  д л . „ „ „ * д „ „ „ .  К р „ „ *  „ , , „ „ з . „д „ а „

д а  

<>!/

и н  r t x i  ж е  3 „ a ,e „ i f ,  „ е р ^ гЬ н н ы х ь  ш р а ж а е т с ,  ф „ р „ „ о й  

Но услов1ю

п  >  »г

"  с .  Л’ -  "ол«жител,.ны». Сл*д,шатель„о, ви ра -
- в ш е  „ р е д с т а . л , е , ь  к „ „ е „ „ .  „ л , , „ у „  „ „



величину. Поэтому второе у равней ie (10) о п р ед ^ л яеть  голоморфную фун- 
кц1ю у  перем'Ьнной v ,  и изъ нериаго —  (10) заключаемъ, что искомал 
функц1я Т  является  голоморфной функц1ей аргум ента v  для некоторой 
области его изм'1;нен1я. И такъ ,  въ области голоморфности функц1й Hf. 
существует ь голоморфная ф у н 1и и я  П  перем1;вныхъ х , у  к искомый 
интегралъ  уравнен1й (2) представляется рядомъ (7), который сходитсн 
безусловно и равномерно вблизи начальны хъ зн а ч е аш  независимыхъ 
нерем'Ьн ныхъ.

П риведенвия  соображен1я справедливы только для области голо
морфности функц1й //^ .  Изъ дальн'Ьйпгаго изложен1я будетъ видно, что 
интегралы уравнен1й (2) существует'!, и въ бол’1;е общемъ случай, когда 
функц1и Щ  им1;ютъ только конечныя, онред’Ьленныя чмстныя п 1>оизвод- 
ныя нервыхъ двухъ норядковъ и удонлетворяютъ услов1ямъ (4). Если 
BCi эти услов1я не удовлетворяются, то нельзя сказать ничего опред'1;- 
леннаго  относительно существован1я интеграловъ уравнен!» разсматри- 
ваемаго вида.

Т акъ возьмемъ уравнен1е *)

-  61 -

Функц1я

=  0 .

1

•̂ 1

для знaчeнiя ajj =  О и конечны хъ зиачен1й г  и р . , ,  отличныхъ отъ нуля, 

обраничется въ безконечность. Поэтому мы не можемъ утверж д ать  а  
priori,  им ^етъ  ли разсматриваемое у1)авнен1е въ области точки =  О 

p'hnieHie, которое для зцачен1я х^ =  0 становилось бы данной функ- 

ц1ей Хо-

5. Можно идти да л 4 е  въ изучен1и свойствъ интеграловъ системы 
(2) и показать, что п р и  голоморфности ф у н к ц ш  Н ,. ,  внут ри  области  

безусловной и  равномп,рной сходимости р я д а  (7 ) ,  не существуетъ удо-  
влетворяющихъ прежнимъ начальнымъ условгямъ, дифференцируемыхъ и  
неюломорфныхъ p m u r m i t  ур а вн ет й  (2 ) .

[1ри доказательств'!; этого нредложеп1я мы будемъ сл'Ьдовать со- 
ображен1ямъ П икара** )  для  случая обыкновенныхъ диф ференщ альны хъ

*) Этотъ прим'Ьръ заимствованъ изъ сочниеи1я В. П. Ермакова „ЫелиЕейиыя 
дифференц1альныя ypaBiieiiiii съ частными производными перваго порядка со многими 
перем'Ьнными и кавоническ 1я уравнен 1я “, ст]). 4 5 .

*♦) P irard, T ra ite  d’A nalyse, t. II, n" 14, p. 314.



ураввен1й и ограиичимъ наши 1)азсужден1я следую щ им и услов1лми. Опи- 
шемъ круги, достаточно м алыхъ ])ад1усоиъ, на илоскостяхъ HSMiHeHi^i 
iiepeiiiKHbixb х ,  z ,  вокругъ ихъ  начальных!. значен1й. Пусть пе- 

рем'кнныл X изм^илются внутри соотв1;тствую 1д и х ъ  имъ круговъ, а z , 
Vm-\-i не выходлтъ изъ своихъ. Если иерем'Ьнныл х ,  стремясь къ своимъ 

начальнымъ значен1ямъ, описываютъ дуги конечной длины, то въ та- 
комъ случа'Ь легко убедиться въ справедливости нашего предложен!».

Въ самомъ д ’];л'Ь, допустимъ противное. Предпололсимъ, что z^ 

является  дифференцируемымъ, неголоморфнымъ, отличпымъ отъ z  инте- 
граломъ системы (2) и удовлетворяетъ  одипаковымъ съ нимъ началь
нымъ услов!ямъ. П олагая

z ^ = s - \ - u ,  

паходимъ дв!; системы тождествъ
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d { z  +  и) 
дх/. - Л .

дг ди
дх.ш+1 дх.

dz
дх.11!+2

+
ди

дх.т + 2

дг_
~fx~

дх,
Х-,  ̂ Х.2У

dz
' дх,т+1

дг
дх т+2

dz =  0 ,

для вс^хъ  значен1й 1с отъ  1 до ш . Отсюда сл'Ьдуютъ повыя тождества

ди
дх,.

-t - H J x ^,  х .^, . . .  х „, г  +  п .
dz ди

дх.

_  dz ди
д г  ^  '"■^41+2 ''•^т+2

dz
дх„ дх

WI+1

ди \

дх т-|-1

п/

- Я . Xj , Х2 , г -
dz dz dz

^^ 1/1+ 1 ^^т+2
=  0 .

Посл'15дн1я, ПО теоремЬ о конечны хъ приращен!я функщй, предста
вляются въ вид'Ь системы линейны хъ  уравнен!й относительно частныхт. 
производныхъ функц1и и

т+1
/с =  1 , 2 , . . . } » ,

(11)



гд'Ь коэффищенты А,^, Б ^ ,  . . .  —  диф*5)еренцируемыя фyнкцiи пере-

м'Ьнпыхъ a ; j , х ^ ,  . . .  х ^ ,  не завислийя отъ « .  По услов1ю (см. п® 1 на

стоящ ей  глапы) фуикц1л долж на ихЬ ть  непрерыпныя частныя произ- 

водныя перваго и второго порядка. Поэтому система (11) является,  или 
якоб1евской, или проводится къ таковой, или, наконецъ, им’Ьетъ един
ственное p tm e u ie

г« =  О .

Н апиш ем ъ  уравнен1я (11) въ вид'Ь линейны хъ  относительно l o g 2<

Z: =  1 , 2 , . . .  Ш.

He вдаваясь въ pascMOTptHie услов1й, могутъ ли эти уравнен1я пред
ставлять  якоб1евскую систему, предположимъ, что они приводятся къ 
таковой прибавлен1емъ I уравнен1й. Пусть полученная система есть

dlogM , . т ), ^1о?м , , , д \ о " и

г =  1 , 2 , . . .

И зъ соображен1й, развиты хъ  въ 9 предыдущей главы, сл'Ьдуетъ, что 
обп;1й интегралъ  системы (11) дается уравнен1емъ

м =  е ^ 7 / ( ? ( , , щ ,  . . .  , (12)

гд ^  П  —  произвольная функц 1я и

«1, г«^, . .  .

различныя частныя р'Ьшен1я разсматриваемой системы, при чемъ всЬ 
нумерованпыя и и F — функп,1и только независимыхъ u e p e м tн н ы x ъ  х -  
KpoMt. Toi'o внутри разсматриваемой области инте1’рирован1я фупкц1я F  
сохраняетъ  конечное значен1е, и
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Г)

По услов1ю выражен1я

X.

dti ди ди
дх„



рядъ  р а . е н с ; н ъ ’ ”  ”■■ значен1й „олучаемь

Л ( и , ,  щ , . . .  =

п—т —г
Y  d l l j ^ _

—  64 —

5=1
(14)

T = l ,  2 ,  . . .  п ~ т .  

з ^ ы т - ъ Г ч т Г " ' ' ' ' ' ' ' *  посл'Ьднихъ равенствъ ( U )  „ока-

д П
ди. —  О , г —  1 , 2  . . . .  и  —  f n  —  I ,

т. е. функц1я 77- п о с т о я н н а я  величина. Въ силу „ерваго равенства ГЫ)
эта постоянная — нуль. Итакъ, ‘ " Р^^^^сгва ( 14),

г< =  0 .

С-Ь т 1 ,!ъ ''л ° ,Г !" '‘ “/  ■ ч к . р л л о и  Коши. Н о .M tC Tt
Л м ъ  легко ,„ 1 ,д „ т , .„  п  с .щ е с т ю . .в ш ,  „ри „ р е ж в . и  и » ш » х ъ

та кж е  полпаго и н теграла  уравнен1й (2). ’

и о л о ж ^ » '" " ™ " ’""’ ^  « “ “ О У'МВО. С тоить ,ш ы и

п—»»

/• = ^ о л _  V  о •

t -1

нен^й'^лл'* Г ’ и мы находиыъ для урав-
Н6Н1И (2) pim eH ie, аависящее отъ величинъ

^  ’ Р „ , - | - 1 ) Рц,-\-2 ’ р 1

Посл'Ьдиш „огутъ быть з а » ,ш  „роиз»о.„„о «нутри раас»атриоае.,ой 
о б л .™  и..™гр„ро.а„ш, сл4„м тел..и о , и о л „е .„о е  p ta e .ie  ,а ,,сить

И М  ™ " “— ь- Ф У .кш о„аль-

/

п

Z,
dz dz d s  \

7>ж+.. у



~  65

о т л и ч е н ъ  о т ъ  н у л я .  В ъ  сам ом ъ  д ^ л ^ ,  д л я  н а ч а л ь н ы х ъ  значеп1й пер е-  

МЪНВЫХЪ X , ,  Х^, . . .  Ж„, функ1ии

^  dz

^^ш+1 ’ '^■^т+2 ’

с т а н о в я т с я  с о о т в ^ т с т в е н и о  равны ми

п  — т

+  X  ’ ^« + 2 ’ ■ • • >
и п р е д ы д у и й й  о п р е д е л и т е л ь  п р и н и м а е т ъ  .значен1е, р ав н ое  е д и н и ц ^ .  

И т а к ъ ,  у к а з а н н о е  р ’Ьш ен^е  п р е д с т а в л я е т ъ  п о л н ы й  и н т е г р а л ъ  и з с л ^ д у е -  
м ы х ъ  уравнен1й.

7. Н а к о н е ц ъ ,  с л е д у я  Г у р с а  * ) ,  и з л о ж и м ъ  приведен1е  С. Л и  с и с т е 

мы (2 )  к ъ  о д н о м у  ypaBueniro въ  ч а с т н ы х ъ  п р о и з в о д н ы х ъ .  В в о д и м ъ  

l iM icT o  х^, Х2 , . . . Х „  н о в ы я  не за в и си м ы я  п е р е м ^ н в ы я  у^,  % ,  . . .  .

с в я зан п ы я  с ъ  п р е ж н и м и  с л е д у ю щ и м и  зависим остям и

^2 =  ^2 4-2/i?/2, X^ =  x l - { - y ^ y ^ .  

И р ео б р а зо в а н н ы я  уравпен1я  ( 2 )  с та н о в я т ся

ду, + ^ ^ 1  +  2/2 Щ  +  У, Щ Л - - - .  + 2 / „ .  я „  =  0 ,  

к ~ 2 ,  3, . . .  ? » .

Р а з с у ж д а я ,  к а к ъ  въ  п Ч г  п р е д ы д у 1ц е й  |'лавы, л е г к о  в и д ет ь ,  ч то  и н т е -  

грирован1е  п о л у ч е н н о й  п р е о бр а зо в а н н о й  систем ы  п р и в о д и т с я  къ з а д а ч *  

и н тегр ир ован 1я  т о л ь к о  о д н о г о  ея  п ер в а го  уравнен1я .

*) G oursat, Lemons sur I’in tegration .,., n" 71, p. 179,



Г Л А В А  IV.

Объ интегрирован1и уравнен'т съ частными производными.

1. За д а ч а  ивтегрировап1л одного ypauiieniji общаго вида съ част
ными производными перваго порядка одной ф ункщ и была р'Ьшена Пфа- 
ффомъ въ 1814 году. Съ тЬ х ъ  поръ Коши, Лкоби и Б уръ , Вейлеръ 
и К лебш ъ*)  значительно упростили это p iu ie n ie  и распространили его 
на системы совокуппыхъ уравнен1й. Вниман1е геометровъ было н ап ра
влено главнымъ образомъ на уменьшен1е числа необходимыхъ операц1й 
для  интегрирован1я разсматриваемыхъ уравнен1й, и труды ихъ  у в е н ч а 
лись полнымъ усп1'.хомъ иъ начал'1; семидесятыхъ годовъ благодаря ра- 
ботамъ М айера и С. Ли. По свидетельству  Клебша, ихъ  изследован!.'! 
представляю тъ „зам ечательны й  примЬръ одновременнаго совпаден1я 
весьма важ ны хъ открыт1й, къ которымъ эти геометры пришли незави
симо другъ  отъ д р у га  и совершенно различными путями" **). Въ XI 
том е  „M athem atische A n n a le n “ ***) С. Ли приводить  сравнительныл 
таблицы числа и порядковъ операц1й, предлагавш ихся различными авто
рами для интегрироиан1я разсматриваемыхъ уравнеп1й. Въ современной 
математической л и те р ату р е  наиболее совершеннымъ и нростымъ по

*) Pfaff, A bhandlim geu der B erliner A kadem ie, 1814— 1815.
Cauchy, E xercices d’A n alyse et de P hysique m athem atiques, 1841, p. 238.
Jacobi, G esam elte W erk e, Bd. IV , S. 59, Ed. V, S. 1.
Bour, Sur I’in tegration  des equations differentielles p artie lles du prem ier et du 

second ordre. Journal de I’E co le  polytechnique, 3SJ— e cahier.
W eiler , Schom ilch’s Z eitschrift, Bd. V III, S . 264, Bd. X X , S. 271.
M ayer M athem atische A nnalen, Bd. IX , S. 347.
Clebsch, Journal Crelle, Bd. 65.

**) Cm. „X achrichten  von der K. G esellschaft der W issenschaften  und d e r G . A . 
U niversitat zu  G (ittingen“ за  1872 годъ, статьи M aiiepa и С. Ли на стр. 315, 321 и 
подстрочное iipHMiqaiiie Клебша въ noc-iiAHeii изъ ннхъ.

***) S. 529, A bschnitt III, G iebt es noch bessere Integratiosm ethoden der par- 
tie llen  D ifferentia lg leichungen  1 .  0 .  ?



изложен1ю янляется такъ  называемый „способъ Лкоби “
гриро..а.пя уравнен.й съ частными произиодиыми , который и будеть

ирииеденъ въ настоящей глав'Ь.

2. Возьмемъ систему ypaunenift вь  инв0Л10ц1и

Pl_ -j- Hj. (ж, , х.у , - • • ' ?*т4-1 ; Рт+ 2  > ■ ’ I  ^

1 - = 1  , 2 , i n ,  т < п ,

„ри  чемъ фувкщ и я ,  имЪють конечный, оиредЬленныя частныя произ- 

водныя первыхъ двухъ  норидковъ но н е р е м Ь н н ы м ъ  а:, вблизи

л а н н ы х ь  ихъ  н а ч а л ь н ы х ! . значен1й, и удовлетворяютъ тож дествевно 

услов1я>гь

dx^ ох,^

д ля  вс'Ьх'ь различны хъ  значен1й Ь , h  o n .  1 до т-
СлЬдуя Якоби, нриводятъ  и н те гр и р о в а н а  дан н ы хъ  уравненш  к

1)0зыскан 1ю п  —  т  т а к и х ъ  функщ й i Рт+2  ̂ • • • Рп
произвольныхъ ностоянныхъ, к о ю р ы я  совместно съ уравне-

1ПЯМИ (1) обращ аю тъ выражеи1е
П

d z =  N  р, dXs (3)
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S = \

иъ точный лиффе])бни,1алъ *).
Пусть равенство

f  {x^,  а-2 , • • • > Рт+2 > ?’.|.+2 ’ • • • ~  ^

ГД'Ь с - н р о и з в о л ь н а я  постоянная, нредстаиляетъ одно нзъ уравнен1й онре- 
» с к » „и . 11.1. ca .os иостано.ки

ЧТО vpaBHCHie (4) должно им'Ьть pbmeHie совместно с ь (1 )-ы м и ,  т. е. всЪ 
„ „  иеобхоАимо об1.»»Л01-ь сисге»у »ъ »и«олюиш (скобки
| 1 , . с » в а ,  с о с т а .» е « „ ш .  т ъ  ихъ  . t . u x -ь частей, ,,е :» .и с « т ъ ,  м  о . ь  

НИ отъ С). Такимъ образомъ должны имЬть м’Ьсто толдесгвс

7 ; =  1 ,  2 ,  . . .  т .

*) Jacobi, G esam elte W erk e, Bd. V , S . 1, u" 2.



Посл4дн!я опред’Ь ллю гь  вполиЬ функц1ю f .  Въ самомъ д ’Ьл'Ь, равно
сильны л имъ уравнеп1я

к =  \ , 2 , . . .  т ,

гд!; скобки распространлютсл только на uepeMinHHii , иред-
ставллю тъ якоб1евскую систему относительно частныхъ нроизводиыхъ 
функщи / ,  т а к ъ  к ак ъ  всЬ необходимыя длл этого усло1йя (см. п® И  
второй главы), удовлетворяются, въ силу тож дествъ  (2). Поэтому урав- 
Henie (4) является  интеграломъ канонической системы въ нолныхъ 
диф ф еренщ альны хъ

V
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г’ =  1, 2 , . . .  п  —  т .

Предноложимъ, что этотъ интегралъ  ихъ завнситъ  отъ  . Въ таком ъ 
c л y ч a t  уравнен1я (1) и (4) разреш аю тся  относительно

P i t  2 ^ 2 ' ■ • • Pm -fl

И даю гь  систему т - \ - \  уравнен1й въ иниолюц1и (см. п °2  третьей  главы). 
С ъ  носл'Ьдней ноступаемъ, какъ  съ первоначально данной и т. д.

ВсЬ п  —  т  уравнен1й, которыя опред’Ьляютъ совместно съ (1)-ми 
искомыя значен1я р  и получаются при помощи р я д а  указанны хъ, по- 
сл’Ьдовате,л>ныхъ вычислен1й, разреш им ы  к ак ъ  относительно всЬхъ 
Рт-\-ч1 “  вс'Ьхъ произвольныхъ постоянныхъ. Поэтому интегриро-
ван1е точнаго дифференц1ала (3) д а ет ъ  полный интегралъ  системы (1). 
Т аким ъ образомъ разсматриваемая задача  разреш ается  при помощи 
п  —  > и + 1  операц1й интегрированз’я  порядковъ

2и —  2 ж  , 2и —  2т  —  2 , . . .  4 , 2

и одной квадратуры.

3. Изложенный снособъ интегрирован1я распространяется на  заы- 
кпутыя системы уравнен1й, зависящ ихъ  явно отъ г ,

P t  i f  к (^ 11 ^2 > ■ • • ^ ’ ?^n+^ ’ Р т ^ 2 >  ’ '  '  Р п )  ~

hl== 1, 2 , т  , т  <С п .
(5)
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Пусть функцш ^?^ имЬютъ конечныя, опред^ленныя частны я производныя 
перпыхъ двухъ порядковъ по всЬмъ перем'Ьниымъ х ,  г ,  вблизи ихъ
да н н ы х ъ  иачальны хъ  зпачен1й, и удовлетворяютъ тождественно услов!ямъ

^ 5 .
дх^

d l L  д Щ  д Н ,

а / " ‘ ' - о (6)

для  вс’Ьхъ различиыхъ значеп1й h ,  к  отъ 1 до »п.
Задача  интегрирован1я ypaBHCHiii (о) состоитъ въ разыскагпи функ- 

и'Й Р т + и  Рт+2' • • " Рп Uep6M'liHHHX'b X ,  Z И П —  »» ПрОИЗВОЛЬНЫХЪ ПО- 
с т о яен ы х ъ ,  который совм'Ьстио съ (5)-ыми обращ аю тъ (3) въ уравнен1е 
въ иолыыхъ дифференц1алахъ.

Если равенство

(7)

гд-Ь С — произвольная настолп1,ая, —  одно изъ уравнен1й, опред’Ьляю- 
и1.ихъ искомыя фупкц!и, то, въ силу уравпен1й (5), им'Ьютъ м'Ьсто 
тож дества

+  Л  =  о ,

/с =  1 , 2 , и г ,

гд ^  скобки Вейлера распространяю тся на вс1; перем'Ьнныя х ,  z  м. р -  
Сл-Ьдовательно, функц1я f  представляетъ  p in ie n ie  якоб1евской системы 
(см. п® 14 второй главы)

d f  d f
дх^ dz 

к  = т .

Уравнен1е (7) является,  стало-быть, интеграломь обобщенной канони
ческой системы въ нолныхъ д и ф ф ерен щ алахъ

si m-f-V

d H ,
У

 a 11

L i d x ,wi-f-v*=1 
»M n—m

*=i S = i

дН ,

v =  I , 2 , n  —  m-

(8)
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Пусть иптегралъ  ея (7)-ой заклю ч аетъ^ , ,„^ , . РазрЬш ая последнее урав- 
iieHie и (5)-ыл относительно

Р\ > ^2 ' • • • Р,п+1 >

находимъ замкнутую систему ш + \  уравиен!й съ частными производ
ными. Съ этой системой постунаелъ, какъ  съ (5)-ой и т. д. Н аконецъ 
интегрируя уравнен1е въ нолныхъ дифферен 1и а л а х ъ  (3), получаемъ 
искомый интегралъ . Следовательно, зад а ч а  его разыскан1я разр еш ае тс я  
при помощи п ~ т  онерац1й интегрирован1я норядкоиъ

2 п  — 2?» +  1 , 2w —  2ш —  1 , . . .  3 , 1.

Проинтегрируемъ, наирим еръ ,  систему уравнен1й

; ? 1 + г = 0 ,

I

Соотв'Ьтствуюиия имъ уравнен 1'я въ нолныхъ дифференц1алахъ

^Ьh =  ~P■i Лх^ —  ‘1г dx^_,

им'Ьютъ интегралъ

dz  =  ~ e  d x .  dx„
Рз ■

z  ’ ’

г д е  (7, —  произвольная постоянная. Поэтому искомый полный интегралъ  

находится интегрирован1емъ уравнен]я въ полныхъ дифференц1алахъ

d z  =  - , ( d . v , - { - ^ ^ - ^ ^ ^ _ C , d x , ^

и представляется равенствомъ

-  ^  +  с, *3
^ =  а ,  е

при чемъ Со —  новая произвольная постоянная.



4. Предположимъ, что изи-Ьстны^для системы (8)-ой I различ

ных'!. интеграловъ

f .  ( х^ ,  Х.^, ■■■ х ^ ,  3 ,  , р,„^2 . ■ • • -Р„) =  > 1

г== 1, 2 , . . .  г, 1 < п  — т  , )

которые разреш имы относительно перем'Ьнныхч. • '  • Рт+г

Если эти и н те 1'ралы н аход ятся  иъ иниолюц1и, т. е. равенства

[/■,. /;] =  о ,

рд^ скобки Вейлера распространяются на вс1; перем'Ьнныя г ,
удовлетворяются тождественно для всЬхъ значен1й i ,  j ,  отъ  1 до I ,
то число и порядокъ операцш , необходимыхъ для интсгрировамя уравненш  
(5)-ыхь, пониж аются на 21 единицъ.

Действительно, равенства

Л] =  о ,

1с, =  1  J 2  , • • • W2 ,

справедливыя, на основан1и (5)-хъ ,  для всЬхъ I значеп1й i  и услошя 
инволюц1и интеграловъ  (9) ноказываютъ, что уравнен1я (5) и (9) обра- 
зую тъ замкнутую систему уравнеи1й, разреш им ы х!,  относительно про- 
изводныхъ р р  Р2 > • ■ ■ Рт +г  ^олны й  интбгралъ ея  зависитъ отъ 

i 4 "  1 новыхъ ироизмольныхъ ностоянныхъ

^ i+ 1 ’ ^ i+ 2 ’ • • • ^’n-m+1

и является  для уравнен1й (5)-ы хъ  такж е нолнымъ интеграломъ съ 
п  —  т + 1  произвольными постоянными

С у  , • • . •

Н такъ ,  въ разсматриваемомъ случа!; задача  интегрирован1я системы (5) 
])азр']1ш ается п  — т  —  1 ^ 1  операщ ям и интегрирован1я норядковъ

2 п  —  2т  —  2м —  2т  1.

Т ак ъ ,  возьмемъ систему уравнен!й *)
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♦) Къ последнему виду приводятся уравне1пл предыдущаго п“, если исключить 

изъ нихъ неизвЬстную фуикщю.
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P , +  ^ = . 0 .

d x  = ~ ~  Л 
■̂3 ~ J 2 ^  d x ^ .

3

^̂ 3

=  0 ,

\ v l

i T * “

i^3 =  C'i,

U'b (7j, ©2 — произвол!,ныл ПОСТОЯНПП» тг^
»зе л 1.д ;е .ь ,х -ь  у р а . . ,ш й  н а х о д , ™  Z t „  '  " ^

"  “ ‘ « Р ” .'? » "  ™ , н . г о  диффере,щ |ала

” ^2  ■' йз; - t-

и представллетсл уравнен1емъ

(J 2

 ̂—  <̂ 2 ^1 — - ^  â 2 +  C'l +  <7  ̂ log а;, +  (7з,

‘'Д* новая произвольяал постолниал.

Рк +  Ы^ {х^ ,  х . ^ , . . .  X , S п
и > Рт - \ - 1  > • • • ; > „ ,  9^, , 9>2 , . . . 95 )̂ =  О ,

^  1 , 2 , . . .  иг _ W <  >г,

при чемъ Ф — (tjvHKni'u ^
ЧУ ЩИ а;, и равенства



р ,  +  Щ { х , ,  г ,  C j ,  (72, . . . С ' , )  =  0 ,

9>,. {х^,  Х^,  ■ ■ . > • • • ~  >

г =  1 , 2 , . . . г ,

г д ^  произвольныя постолнныя, представляю тъ замкнутую систему 
уравнен!й, разрЪшимыхъ относительно т -[ -1  nepeMtHimx'b  р .  Въ са- 
момъ д'Ьл'Ь, интегралъ посл'Ьдней системы сл у ж и ть  нъ тоже время p i -  
шен1емъ первоначально д а н н ы х ь  т  урапнен1й. Если д ан н ы я  уравнен1я 
не заклю чаю тъ явно функц1й г  и каж дая изъ фун1сц1й (р ж Н ,  когда 
въ носл'Ьднихъ заменить  <р черезъ С ,  не зависятъ  отъ iiepeMiHHbix'b, 
заклю чаю щ ихся въ остальныхъ, то тогда говорятъ, что перемпнныя  
р аздпляю т ся  въ разсматриваемыхъ уравнен1яхъ *).

Т а к ъ  принеденныя соображен1я прилагаю тся къ нроивтегриро- 
ваннымъ только что уравнен 1’ямъ, гд'Ь перем'Ьпныя разд'Ьляются, если 
положить

^2 =  ^4^4-

5. И злож енная теор1я интегрирован!»  уравнен!й съ частными 
производными основана на всегда возможиыхъ вычислен1яхъ и внолн'Ь 
совершенна въ теоретическомъ отношен1и. К а к ъ  было видно, всегда воз
можно вычислить для  д а н н ы х ъ  т  уравнен1й въ частныхъ ироизводнцхъ 
п  —  т  номыхъ, требуемыхъ Якоби, которыя разреш аю тся  вм^сгЬ  съ 
данным и относительпо вс^хъ  частныхъ производпыхъ. О днако  С. Ли 
показалъ, что посл'Ьднее требован 1е не является  необходимымъ. Это 
о тк р ы и е ,  изложенное имъ для случая одного уравнен1я, было распро
странено Майеромъ на систем'Ь совокумныхъ уравненШ и въ этомъ видЬ 
приведено Гурса въ своемъ сочинен1и **). Однако слЬдуетъ зам етить ,  
что разсужден1я М айера несправедливы. |Чтобы не быть голословнымъ, 
остановимся подробнее на его соображен1яхъ.

Пусть равенства (9) даются въ вид];
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/■,. {х^,  х . ^ . . .  х„ ,  z)  =  С . , 

г =  1 , 2 ,  . . .  г.
(10)

*) Im schenetsky, Sur I’in te g r a t io n .. . ,  p. 75.
G oursat, Legons sur I’in te g r a t io n .. . ,  p. 152.

**) S. L ie, M athem atische A nnalen , Bd. 8 , S. 215, § 7, U eber eine V erbesserung  
der Jocob i— M ayer’schen  Intergralionsm ethode.

M ayer, M ethem atische A nnalen, Bd. 8 , S. 313.
G oursat, L econs sur I’in teg ra tio n . . . ,  п^бЗ, p. 157,



По свойству интерраловъ системы (8), уравнен!я (10) должны разр'1;- 
ш аться относительно I изъ i iepeM in im xb

^т+1 > ^ш+2 > • • • ^ >

иоложимъ периыхъ I изъ нихъ. Преобразовываемъ уравнеп1я ( п ) и ( 1 0 )  
къ  новымъ перем'Ьннымъ, принимая

^т+1 > Рт+2 > • • • Рт+1

за независимые нерем'Ьнныя в м 'к г Ь  , . . .  и полагая
новой функц1ей выражен1е
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Z =  г  — У  X,т4 ) ‘ (П)
Л = 1

Назовемъ черезъ р \  частныя производныя функщ и г '  по независимымъ

иерем'Ьннымъ указателя s .  Преобразованная система —  замкнутая,  и 
уравнен1я ея, полученныя изъ (10), суть

' »1+г ’ '
I

-  V

>.=1

г =  1 .  2 ,  . . . I .

( 12)

Легко видеть, что эти уравнен1я можно предположить разреш имыми 
относительно вс'Ьхъ . Въ самомъ д1;л'Ь, (см. п° 4 предыдуп;ей 1'лавы) 
всегда возможно принять  начальныя значен1я перем'Ьпныхъ х ,  г  и р  
ранными нулю. Сл^^довательно, полагая

Р,п+1 =  0 ,  Я = = 1 ,  2 , . . .  I ,

МЫ н ев ы й д е м ъ  изъ области изм4не1пя перем^шныхъ, гд'Ь уравнен1я (12) 
образуютъ замкнутую систему совм'Ьстно съ преобразованными (5)-ыми. 
Но при сд^ланном ь  предположен1и равенства (12) принимаютъ видъ (10), 
гд ’Ь нерем'Ьнныя , . . .  , г  обозначены ч е р е з ъ — X ,_ ^ i ,

Рт+2 ' ' ' '  Рт+1’ ^  И, стало-быть, разр'Ьшимы относительно первыхъ I
изъ этихъ  величинъ. Поэтому уравнеп1я (12) разреш имы относительно 
т ^ х ъ  же перем'Ьнныхъ *). Если бы уравнеп1я (10) 1)азр’Ьп1ались только

*) Jordan, Cours d ’A n alyse, t. I, 2-e (id., nn" 92, 93, p.p. 8 2 - 8 4 .
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т

относительно • • • а ; , , г ,  то и въ этомъ случа-Ь указаное
иреобрааован1е вело бы къ прежнему з а к л 1очен1ю.

Т ак им ъ  образомъ иолучаетсл зам кнутая  система ш + 1 уравнен!й, 
разрГ.шимыхъ относительно т -{ - 1  частныхъ ироизводныхъ. П усть пол

ный интегралъ  ел есть

3=F{x^,  • • • а;,,, C j, C j , . . .  (13 )

I’A t  Bcl; С —  нроизвольныл ностоянныл. М айеръ и Гурса говорятъ, что 

результатъ исключен1я величинъ z  , P „,+2 > • • • i^«+i УРа«чен1й
(11), (13) и I сл'Ьдующихъ

d F
X»<+л Ф , я = 1 ,  2 , . . .  г,

»‘+Х

представляетъ  полный интегралъ  системъ (о). Съ этимъ заключен1емъ 
нельзя согласиться. Ш /гъ  никакого основан1я утверж дать , что ре- 
зультат'ь  указаннаго  исключен1я представляетъ  одно только уравнен1е, 
полный инте | 'ралъ  системы (5). Можетъ случится, что, по совершен1и 
этого исключеп1я, получается совокупность н’ксколькихъ н езависящ ихъ  
отъ уравнен1й, которыя не въ состоян1И определить  нолнаго инте
грала Л агр ан ж а для  разсматриваемой системы.

Т а к ъ  возьмемъ уравнен1е

Рх
{ z - \ - x ^ p .^ x . ^  s  —  x^^x^
----------------- 1-------------=  и. (U)

^1 Pi

Соответствую щ ая ему система обобщенныхъ каноническихъ  обыкновен- 
ныхъ дифференц1альныхъ уравнен1й им'Ьетъ два интеграла въ инволюц1и

^2/

г д е  C j , С.  ̂—  произвольныя постоянпыя. Иринимаемъ новой независи
мой переменной вм’Ьсто х.  ̂ и повой фупкц1ей выражен1е

г  —  Z —  х.  ̂1>2 •

Уравнен1я ( U )  и (15) преобразовываются въ замкнутую систему 

, ( г — 2р.,р '^1К  . г —

А -  + — г;— = " ■

/  -Рз ' 
х^р'., =  С^, а ;Д 1  — = а ,



нолный интегралъ  которой есть

C ji? ,  , С , х ^ - С С ,  , ^  

i ; —

гд^  С — новая произвольпал постояппал. В озвращ аясь  къ мрежнимъ лере- 
JiiHHUxbH выполыивъ Bci требуемыя исключен1я, получаемъ два уравнен1я

С ,х ^  —  СС„ а

т а к ъ  что разсуж де1пи М айера не ириводятъ насъ къ искомому р'Ьшен1ю.
Т'Ьмъ не мен'Ье упомянутое выше утверл1дем1е С. Ли снраведливо 

и им ^етъ  при р'Ьшен1я разсматриваемыхъ за д а ч ъ  песомн'Ьнное, практи
ческое значев1е въ томъ смыслЬ, что упрощ аетъ иногда  необходимыл 
интегрирован1я. Доказательство соображен1й С. Ли, которое имЬется въ 
виду зд'Ьсь привести, основывается на той тЬсной зависимости, что у ста
навливается между задачами интегрирован1я уравнен1й съ частными про
изводными и въ полныхъ дифференц!алахъ. Изучен1е этой зависти зай- 
метъ всЬ посл'Ьдующ1я страницы  настолщаго сочинен1я.
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ГЛАВА V.
о составлен1и р%шен1й уравнен1й съ частными производными изъ 

общаго интеграла уравнен1й въ полныхъ дифференфалахъ.

1 . Иопросъ, къ  изучен1ю котораго мы приступаеыъ, служилъ пред- 
метомъ изсл’Ьдопан!}! Кош и и Якоби въ случай одного ypaiinenia съ 
частными производными. Созданная ими теор!л разсматривалась Б ертра -  
номъ, Серре, Майеромъ и Лемоннье *), которые внесли въ нее нЬкото- 
ры я дополнен1я. Въ своихъ изсл’Ьдован1яхъ они исходили изъ устано- 
влениыхъ Лагранж ем ъ нонят1й объ уравнен1яхъ съ частными производ
ными и ихъ  интегралахъ .  В ъ  началЬ семидесяты хъ годовъ С. Ли ввелъ 
въ Teopiio уравнен1й съ частными производными новыя идеи, развитыя 
имъ въ своихъ сообн1,ен1яхъ Академ1и Н аук ъ  въ Христ1ан1и, въ „Nachri- 
ch ten  von der  К. Gesellschaft der  Wissenschaften und der  G. A. Univer- 
s i ta t  zii G o tt in g en “ за 1872 годъ и зат^м ъ  изложениыя въ ряд'Ь мемуа- 
ровъ въ V III ,  IX  и X I том ахъ  „M athem atische A nnalen" .  Основываясь 
на своихъ новыхъ 1ю н я т 1я х ъ  объ уравнен1яхъ съ частными нроизвод- 
ными и ихъ  и н тегралахъ ,  С. Ли распространилъ результаты, получен
ные упомянутыми геометрами, на системы совокупныхъ уравнен1Й и 
далъ  снособъ находить  ихъ  р-Ьшен!я изъ общаго интеграла  уравнен1й 
въ полныхъ дифферен1иалахъ**).  Мн'Ь удалось съ своей стороны р еш и т ь  
тотъ  же вопросъ, сохраняя  опред'Ьлен1я и нонят1я Л агранж а ,  которыя 
вяж утся  естественн'];е съ сущностью задачи, разсматриваемой въ этомъ 
сочинен1и. Полученные результаты были изложены мною въ засЬдан1и

*) Cauchy, E xercices d’A n alyse..., 1841, p. 238.
Jocobi, G esam elte W erk e, Bd. IV , S. 59.
Bertrand. Com ptes R endus, t. X L V , p. 617.
Serret, Comptes R endus, t. L III, seances des 7 et 28 octebre 1861. 
M ayer, M athem atische A nnalen , Bd. I l l ,  S. 435.
Lem onnier, B u lletin  de la  Societe M athem atique de France, t. X , p. 22-?.

**) G oursat, Lemons sur I’in tegration ..., n" 97 , p. 246.



Харьковскаго хМатематическаго Общества въ декабре 1898 года и со- 
оощены Парижской Акадеши Наукъ, благодаря посредничеству К. Жор-

сл4д;етъ Г ж Г  еоображен1й

2.  Будемъ разсматривать замкнутую систему уровнен1й 

Р^ +  Щ{ Х , ,  ^2 ,  . . .  г ,  Р, п+2^ - - - Рп)  =  0 ,  I

^  — 1 > 2 , . . .  да , т  < i n  , 

удовлетворлющихъ тождественно услов1ямъ

(1)

dz дх,, (2)

для вс^хъ различныхъ значен]и Ь, h отъ 1 д о  т .  

Пусть уравнен!^ въ полныхъ дифференц1алахъ

л  V  Щ
•̂̂ ОТ+Ч ---  /  !

, V  щ .-

к=1 

т / п ~ т

dz V / V .  „
J„  — -fil_

А*=1 у J—1
dx,.,

(3)

им^готъ обицй инте|'ралъ

^  =  ^Р{Х„ х , , . . . х ^ , а , ,  а „ . . . ъ ,  Ъ„ . . .  b „ _ J  , (4)

Р.П+,- =  9/ х , , о с , , . . . х „ ,  а^,  а , , . . .  , Ъ , . b „ _ J  , (5)

=  F i x , , х , , . . . х , ^ ,  а , ,  а , , . . .  , Ъ , . b „ _ J  , (б)

* —  11 2 , . . .  и —  п г ,

4 f .  о „  S, Ь —  п роизиолы ы я постояввня .  Н язовеиъ qei)eзъ С  С  Г  
т Ь и з ь . , . . , О.,

*) Comptes R endus, t. С Х Х А -Щ  p. 1 6 6 .



о с т а л ы ш я  постоянный обозначимъ черезъ С  , , ,  (7 , „ .  (7„ „ , ,

И сключая изъ уравнен1й (4)-ы хъ  и (5)-ыхъ значен1я С^, (X, . . .  С „ _ ,„ , 
опред'Ьленныя (6)-ыми, находимъ lш paж eиiя

^ ’ Рт-^1 ' i^m+2  ̂ • Рп (7)

Бъ ф у н к щ я х ъ  Bciixb ж-ОБЪ и п  —  т - \ - \  остальныхъ постоянныхъ. Ио- 
сл'Ьдн1л входятъ  въ полученныл формулы, т а к ъ  к ак ъ  уравнен1я (4)— (6)
предстанляютъ общ1й интегралъ  системы (3), изъ котораго произволь-
ныя постояпныл не исключаются. Назовемъ черезъ V  найденное выра- 
жен1е функтии z .  З а д а ч а  интегрирован1я уравнен1й (1) р-Ьшена, коль 
скоро V  зависитъ явно  отъ вс^хъ  п  —  т - \ - 1  произвольныхъ постоян
ны хъ  и полученныл значен1я функц1й (7) совместно съ выражен1ями 

изъ уравнен1й (1), удовлетворлютъ услов1ямъ

d V  d V  d V

Легко вид'Ьть, что достаточно п  —  т послпднихь  изъ эт ихь  равенство

d V
 , г =  1, 2 , . . .  И — т ,  (8)

"^га+/

для того чтобы выполнялись и т  первый.

Въ самомъ д'Ьл'Ь, въ силу общаго инте1’рала системы (3), мы им ^ем ь  
р л д ъ  тождествъ
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т-]-1ds у  d V
дх^ дх^ . 

*t i

dz
п — т
V

дх, =  2 j
1-1 ^P,u+i

^^m+i д Щ

дх^ Ф « + /

дх^

Отсюда находимъ тождественно

d V  , д Н ,



Длл «С'Ьхъ :iHaqeuiH h  отъ  I до т
венстиъ (8), получаемь ' "Р «  существова1пи  ра-
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d V  ,
^ -  +  / Л  =  о ,

или

* д х  ' —  ^  2 , .  . . т .

творить у с л о в ] 1 м ъ 7 8 ? ” *' '̂^ '̂°*  ̂ задачи, стало-быть, достаточно удовле-

с . ,  Q , . . .

Ъ  ( - ' " + L i  ^«'+2 ’ • • • 
С , , а , , . 7 7 ^ < ® -  (9)

Кром'Ь того мы им*емъ рлдъ
тождествъ

п — т

д а /  (10)

d v
дС

L - | _  d0
's dC, d C , '  ( П

Д -»  УД0б „ „ а  д а л , „ М ш „ х .  „ „ д „ „

n —tn
т т ~ ^ ^  V  и ^ ~ ~ --------- > « '

if?C ^  >
1=:

« о . г ь  C4 , a i  г о ж д е с т м  ( ш )  „ р и „ „ д . „ „  L  * - + ‘ ' ® ‘ ™ ’

С ' ^ , - 0 ,  .  =  ] ,  2 ,
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Эти равенства лвляются ве  только необходимыми, но и достаточными 
условиями суш,ествован1я— (8)-ы хъ . Д ействительно, если им’Ьютъ м'Ьсто 
тождества

П—Ш

1=1

V =  I , 2  п  —  « г ,
то изъ (10) сл^дуетъ

п  - т  -ч

^  дс„ ( дх.. ^ " ' + ' )
1=1 ‘'W+ 1

V —  \ , 2 ,  ■■■ п  —  т -

Отсюда, всл'Ьдств1е услошя (9), нриходимъ къ равенствамъ (8).
Если ностолнная С, входитъ  явно въ выражеп1е функ1и V ,  т. е.

то изъ соотв'Ьтствующаго тож дества (11) с л ^ д у еть  неравенство

и ,  ^ 0 .

(13)

(14)

Обратно, при существован1и услов1й (8), т. е. когда функщ я V  — рЬ- 
luenie системы (1), неравенство (14) показываетъ, что постоянная С, вхо 
дитъ  явно въ выражеп1е V-  Въ самомъ д ’Ьл'Ь, въ силу (14), принимая 
во внимание s -тое тождество (11), мы получаемъ услов1е (13). Если по
следнее  им'Ьетъ м’Ьсто для вс'Ьхъ п  —  т + 1  значен1й s ,  то полученное 
р'Ьшен1е системы (1) зависитъ  явно отъ п  —  ш - j - 1 произвольныхъ по- 
стоянны хъ  и предстанляетъ полный интегралъ . Действительно,

D
V. Рш+1 Рп

' ^.|-п1+1> ^п-ш +2’ • • ■ ^2п-2м+1 /

т а к ъ  к ак ъ  равенства, определяю иця значеп1я F, ■ ■ ■ р„ въ функ-
щ я х ъ  вс'Ьхъ ж-овъ и С'2п - 2ш+1> «вляются для  си 
стемы (3) п  —  ш - г 1  различными интегральными уравнениями, изъ ко- 
торы хъ произвольныя постоянныя не исключаются.

И та къ ,  для составлен1я р’Ьшеп1я уравнен1й (1) изъ общаго инте
грала системы (3) необходимо и достаточно, чтобы уравнеш я ( 6 )  раз-  
ргьшались относительно п  —  т  произвольныхъ постоянныхъ С ,  а соот- 
вгътствуюгтя имъ ф у н к ц т  уничтожались тождественно. Е с л и  фгунк-

6



n in  и ,  составленнын для остальныхъ постоянныхъ, отличны отъ нуля ,  то  
полученное р т и е т е — полный интегралъ разсмшпривисмыхъ уравненШ- 

Возьмемъ, наприм'Ьръ, ypuBnenie

Z
Р  =  О ,

aq

q —  частаы я производныл перваго порядка функц1и г  по не- 
зависимым'ь иерем'Ьпнымъ х ,  у .  Соответствую щ ая ему система обобщен- 
ны хъ  капоническихъ обыкновенныхъ диф ф ерен щ альн ы хъ  уравнен1й 
им'Ьетъ обЩ1Й интегралъ

Z =  C.J^x 4 -  C'i)2, g =  -  (а; +  С , ) ,
О/

у  —  С о а { х ~ \ - С ^ ) - \ - С ^ ,

гд'Ь С р  С.,, —  произвольныя иостоявныя. <I>yHKiiiH V  выражаются

формулами

V,^ =  C ,{x  +  C, ) ,  L \  =  0 ,

v ,  =  l u  +  c , } .

Поэтому полный и п те 1'ралъ  разсматриваемаго уравнеп1я есть

« =  “  +  <̂’i) ,
I

I’A’li С \ ,  С'з —  дв'1; прои;^вольныя постоянныя.

Е сли бы последнее интегральное уравнен1е упомянутой канони
ческой системы обыкновенныхъ дифферен1иальныхъ уравнен1й написать 
въ В И Д 'Ь

? / =  6 > л: +  С ; ,

ГД'Ь 6V —  новая произвольная иостоянная, то вс Ь тр и  ф ункщ и f/"становятся 

отличными отъ нуля, и изложенная теория не д а ет ъ  искомаго интеграла. 
О днако  легко показать, что всегда возможно представить  общ!й и н те 
гралъ  системы (3) иъ такой  форм'Ь, что приведенныя нами соображе- 
нiя даю тъ  возможность составить полный интегралъ  уравнен1й (1). Для 
этого сл^дуетъ предварительно убедиться въ справедливости двухъ 
леммъ, который и доказываются ниже.
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i-;l

в о силу общ аю  инт еграла системы ( 3 ) ,  представляетъ точный диффе- 
21енцгалъ.

Действительно, на ocHouanin ypaiineidii (4)— (б), им'Ьютъ м^сто тож 
дества

■4. В ьц м ж ет е

дх,in- î д Н ,

dXf.

дх^ ~~
П —1Н

ф^«+,

d H ,  

dx.

д х , ~  ^
■ н ,.

» = 1

(15)

Поэтому иолучаемъ

д хъ \ дгдх,^ ' дг^

п—m >тг
I V  „  I

, ”v 7  д щ  щ л
^ \ .d z d x ,„ _ ^ i  ф , „ ^ ,  ~dzdp,„j^, ' Ч . + , /

Дифференцируя по г  тож дества (2), ми находимъ ноиия — , справед- 
ливыл и для  (4)— (6) suaqenifl г ,  х „ ,^^  К а к ъ  легко нид-Ьть, въ

силу эти хъ  тождествъ, удовлетворяются равенства

д ( д Н Л ^ д
дх,, \  дг )  д х . дг

д ля  вс'Ьхъ различны хъ  значен1й h ,  1с отъ 1 до т -  Сл'Ьдовательно, 
изсл'Ьдуемое вы paж eнie  —  точный диф ф еренщ алъ; будемъ обозначать 
его черезъ

V
i u  дг “
k =i



Второе предложен1е, которое им1;етсл въ виду привести, доказы- 
ваетъ, что ф ункцгя определяет ен уравпет емъ

—  84 —

U . =  U le

W
dW

W„
(16)

idib U l , IFfl предст авляют ъ выраженья ф у н к ц т  , W  для началь-  
ныхь значеш й перелт нны хь  х , , > • • • •

d U ,
Величина производной ^ можетъ быть представлена сл'Ьдующим'ь 

образомъ

d U , д [ д г
n—m

- \ р
п—т

а - V
\д х .

|Ч=1
дх/. ' Z j  

1 =  1
. дс дх„ дХ)̂  дс

Это Bupa:Keiiie , въ силу тождествъ (15), прннимаетъ  видъ

д ц , ^ _  д н , ^  у ’7  d j ^  , д щ  д х ^ \  д ы ; -  дх„,_^ 

дх^ дс ' - J  \ <̂с ^

Отсюда полтчаемъ

д Ъ \ д Н ,

дх^ дг

для всЬхъ зпачен1й к  о тъ  1 до т .  Иосл1;дн1л 1)авенства и даю тъ  
vpaB ueuie (1G).

5. По услов1Ю фуикц1и вблизи нач альны хъ  зпачен1й иерем'Ьн- 
ныхъ X , Z ,  HMt>roTT, конечный, опред'Ьленныл частпыл производ-
иыя первы хъ дв у х ъ  порлдковъ и удовлетворлютъ услов1лмг (2). Въ этой 
области изм1>нен1’я  нерем'Ьнпыхъ уравнеп1я (4)— (6) опредЬляю тъ непре
р ы в н а я  и диф ференцируемыя функц1и г ,  нерем4нны хъ д-j,
х-2 , • • ■ х„,. Сл'Ьдовательно, интегралъ

(ПГ
W,.

нредставляетъ  конечную величину, и выражен1е

Л\'
dW

«о



г

при вс'Ьхъ н аш и хъ  нычислен1яхъ, сохран яетъ  конечное, отличное отъ  
нуля зпачен1е. Поэтому изъ ypaisHeinii (16) заключаомь, что, для  суще- 
CTBOuaHiH равенстиъ (12) и (14), достаточно им'Ьт1. услов1я

—  85 —

г  =  1, 2 ,  . . .  гг — т ,  s  =  ?г +  > > « — »« +  2 , . . .  2и  —  2«t - f - 1.

(17)

Пусть ностоянныл а . ,  Ь., Ь являю тся  начальными значен1ями не- 
рем'Ьнныхъ величинъ

t ^  ^  Pm+i'
»=:1

Въ этомъ случаЬ

JJ I ^т+1 ’ ^ш+2 • • • •
Я,,

^ 0 .

такъ  какъ  для н ач аль н ы хъ  значен1й независимыхт. неремЬнныхъ этотъ 

определитель  становится равнымъ единиц!;. Вводимъ обозначен!е г® для 
начальнаго  значен1я г , т а к ъ  что

п — т

гО =  ь +  \ а ,  Ь,.
1 =  1

Начальныл величины функц1й V  иыражаютсл сл-Ьдующими формулами

и : = о ,  u i  =  a „  [ / ; « = ] .

Стало-быть, равенство

г =  V ( x i ,  X.,, . . .  х „ , Ь, b i ,  . . .  b „ _ J ,

представляющее результать  исключен1я изъ уравнен1я (4)-аго постоян- 
ныхъ а,., въ силу— (б)-ыхъ, есть полный интегралъ  системы (1),

Указанны й способъ образован1я полнаго интеграла  уравнен1й (1) 
изъ обн;аго— системы (3) не представляется единственеымъ. Т акъ  пусть



Ьсли  уравнен1л (6) разр1;шаютсл отиосителг пг>
1>езу«т„.ь HCK.™,e„i„ ^  ^  ™
системы ( 1 ), ибо ’ полный интегралъ

V S . - 0 .  и : ~ - ь „

В ознраим еяся к ъ  п р и я 4 р ,  „о
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Z
Р  =  о .

(Щ

Назовемъ черезь данное начальное значеп1е переменной .  и
% ,  Ь — начальныл значенЬ] иеличинъ Уо> ■̂ о»

У ■, ^ , q , Z —  y q .

+  (Ь +  ?о2/),

Яо ’ ^ ДЧ'Ь >фоизиольныя ностолнныя, и 

1
г  =

при чемъ произвольными носто.нными считаются .  ^

. е л ь „ " г : : : : : : ; . : : г г " ‘, "™  о™ ос„ .
« » ..ре,с™,..„е,ь = .« л ь в с ^ ',„ ;;е ;;Г е \;“ ; ‘ : ' ‘

^ a l  =  0 ,  С/4 =  0 ,

t / o = ] .

Р езультатъ  исключен1я изъ уравнен1л (4)-го вс4хъ  i  «
( 6 > ы и , « „ , е т с «  „ в т е г р а л о и  с „ с м „ „  О )  '



Г Л А В А  VI.

Teopifl главныхъ функц!й и ея приложен1я.

1. Въ настоящей гланЪ излагаются иясл’1>донан1я, служивппя пред- 
метом'ь моихъ сооб1цен1й Харьковскому М атем атичес1:ому Обществу въ 
октябр'1; и декабр'Ь 1898 1ода и Парижской Академии И ау к ъ  въ аас1>- 
дан1яхъ ея 23 и 30 января  1899 г. *). Супцюсть последующаго изложеи1я 
состоитъ въ распространен1и n s B ic T n a i  o n ep aa i ’o способа Якоби интегри- 
рован{я одного уравнен1я съ частными производными перваго порядка на 
системы совокупныхъ уравнен1й. Выводимыя зд'Ьсь формулы устанавли- 
ваютъ взаимную связь между задачами интегрирован1я уравнен1й съ част
ными производными и соотв'Ьтстиуюн1,ими имъ системами въ полны хъдиф - 
((»еренц1алахъ. Построенная таким ъ  образомъ теор1я можетъ служить осно- 
BauieMb для всЬхъ изсл’1;дован1й въ разсматриваемой области научныхъ 
знан1й. Т акъ  явл яе тс я  возможнымъ вывести, путемъ разсужден1й эле- 
м ентарнаго  х ар ак тера ,  нредложен1я, доказательства которыхъ С. Ли 
основывалъ на бол1;е слож ны хъ вычислен1яхъ. K poM i;  того приводи- 
мыя соображен1я устанавливаю тъ т'1;сную связь между трудами носл’Ьд- 
няго геометра и теор1ями, созданными Якоби и его сотрудниками.

2. Н ачнемъ съ разсмотр’1ипя уравнен1й въ инволюц1и

’ ^2 ’ • ■ ■ '̂п ’ ?’ni4-l > Рт+2 ' ' ' ' Рг) ^ > 1 ^

1 с = 1  , 2 , т  , т  < п .  )

*)  Сообщен!» Харьковскаго М атематическаго Общества, т. V I, Обобщеп1е 
перваго способа Якобн интегрироваи!я дифференц 1альнаго уравне1пя съ частными 
производными перваго порядка одной неизвестной функц1и.

Com ptes R eiidus, t. C X X V III, pp. 225, 274.
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« р е д с т а в л ^ Г с Г в ъ Т и д Г " ' ' ^ ” '‘ УРаинен1й „ъ полныхъ диф ференц 1а л а х '1

d lL

(2)
к-1 ”'+■

*  ̂ ’ 2 , . . .  JJ  —

Докажемъ следующую теорему:

Пусгпь уравненге

(3)
гдп> Ь , Ь. . .  h

' ■ и-m Щ огш олъны я пост оянная  Я/.И
системы ( 1 ) .  Е с ли  полны й интегралъ

1)

d V
^ ^ “± L  ^ ^■̂ »<+з ’ дх^ .

■ о.
О , (4)

то равенст ва

*  ̂ > 2 , . . .  и —  т ,

поапоянны я, даютъ обгЩй

Зн аченш  nepeMimibrx'b х  , «  ^

(5). У '™ лсдествллютъпосл4лнш”‘п ; ; ’ урцвнешй
даю тъ  тождества и х ь  по .

(5)

интегралъ урав-

»*

J ‘X . +  V <>*-+.

< - I ,  2 ,

== 0



длл всЬхъ значен1й 1с огъ  I до ш .  Съ другой стороны значен1е (3) 
функц1и Z утождествляетъ уравнеЕпл (1). Дифференцируя нолученныя 
таким ъ образомъ тождестна но всЬмъ , Ь., находимъ для всЬхъ 
значен1й 1: отъ 1 до иг,

r)^F I ’y ”* d ^ V  .
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- i . y , т  =  о ,д х .д Ь , ' L

г =  1 , 2 , . . .  п  —  т - 

Пзъ  двухъ  посл'Ьднихъ системъ тождествъ легко получаются сл4дующ1я

д ^У  'Щ  , дН ,
д х , д х ,^  ’

п—т , .
Y  d ^ v  (

'т+1-  d x .„ ^ J b ^ \  д х ,

г =  1 , 2 , . . .  п  —  т .

Посл’Ьдн1я, въ силу неравенства (4), даю тъ  тождественно

(6)

д ля  всЬхъ значен1й v  и к  cooTBiiTCTBeHHo отъ  1 до п  — т  и 1 до т ,  
что и доказы ваетъ  наше нредложен1е.

2. Обратно, изъ общаго интеграла  системы (2) нолучаетсл при 
помощи квадратуры полный интегралъ  уравнеп1й (1). Чтобы убедиться 
въ этомъ, докажемъ лемму

П уст ь уравненгя

^'»+« f ' ^2 ' • • • ’ «2 ’ • • • ®и-ш' ’ ^2 > ■ • • ^n-ra) ’

^ ”■+1 t(^I t X.,, . . .  X„ , Я, , «2 ■ • • > b.,, • . • , (8)

г =  1, 2 , . . .  n  —  m ,



гдп  а,., Ь,.—  произвольным постоянный, предст авляют ъ общгй интегралу, 
системы  (^). Н а  основанш  ею , выраж ешс

*11 п —m > JJ

ст ановит ся точнымъ дифференщаломъ.
Изсл'1;доиа1пя предыдущей главы покааыиаютъ, что высказанное 

11редложен1е сп1)аведливо. Въ самомъ д'Ьл'Ь, разсмат])иваемое ныражеи1е 
нредставляетъ  правую часть посл’Ьднлго изъ уравнен1й (3) нлтой главы. 
Если ypaiineniii въ частны хъ  производныхъ не заклю чаю тъ лвно z ,  
то, само собою разум еется ,  что, въ силу интеграловъ  2 (и  —  т) нервыхъ 
уравнен1й (3) нлтой главы, нослЬднее изъ нихъ  становится точнымъ 
дифференц1аломъ (см. п® 9 второй главы). Впрочемъ въ этомъ легко 
уб'Ьдиться и непосредственными пычислен1ями, не ссылаясь па нреды- 
дуиия  формулы. Будемъ пользоваться обозначен1емъ
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Въ силу тож дествъ  (6), находимъ

=  v ‘ ,  - V *
д х , дх^дх,^ д х ,  ’

дх^ дх^^дх^ дх^ ■

Услон1я инволго1ии ураинен1й (1) [см. равенства (2) четвертой главы]
представляю тъ тож дества,  справедливыя и для (7), (8) значен1й пере- 
м’Ьнных ь - Отсюда сл’Ьдуютъ равенства

Ад Р . ^ д Р ,  

дх,^ дх,.

для вс’Ьхъ различныхъ зпачен1й h и 1г отъ 1 до т ,  т. е. изсл'Ьдуемое 
выражен1е— точный дифференц1алъ. Б удемъ обозначать его с.гЬдующимъ 
образомъ

ОН,

к=1 1 = 1



Если такъ, то возможно доказать теоремТ:

П уст ь поетоянныя  а,., — начальны я значенья перелтнныхъ

Pm+i' Бы7юлнивъ К вадрат уру т очнаю  дш /м^сренщ ала d U , составляемъ 
выраж ете
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F = ' d ' O ^ y  й, h. .
t=i

гд)ь Uq —  значет е ф ун к ц ш  U  для начальны хъ зн ачен т  нсзависимыхъ  

персмпннм хъ х ^ ,  х ^ ,  ■ ■ ■ Е сли  исклю чит ь изъ, въ силу уравнеш й

(7 ), величины  а , , то, составленныя при  помощ и полученнаю  зн ачет я  

V , равенст ва

d V  d V

2 =  1 .  2 , n  —  m , 

даютъ обгцш интегралъ системы (2 ) ,  а  уравненге

V  +  h ,

idib Ь — новая произвольная пост оянная, представляетъ полны й ин т е
гралъ системы (1 ).

Действительно, условимсл иазивать  черезъ d  и с) дифференц1алы, 
соотв^тствугоице изм’1и1еп 1ямъ ж-оиъ и , а  черезъ J -диф ф ереп-

щ алы , cooTBiiTCTByiomie при1)а1це1!1лмъ об1’>ихъ системъ этихъ iiepeMiii- 
ныхъ. Въ такомъ случаЬ иолучаемъ

nV п-т

Л V = d V ' - r \  d 6 U  [Ь, Cf a +  а,. 6Ь, ) ,

при чемъ

тпби= V  rfPj. dx̂.
i= l

П ринимал во вниман1е, что, в ъ с и лу  уравне1пй (7) и (8)-ыхъ, равенства 
(2) и (6) им ^ю гъ  м'ксто тождественно, паходимъ
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i/i
^ и = = У р „ ,_ .^ ,

1̂ 1 k=i

1'’-+' Л Г  ' ’* - + 'I =Lu
l=rl

 ̂ /» — И1

d x i  ^  ^ ж + i ) ■
1^1 /

Изъ посл'Ьднихъ фо1)мулъ сл^дуетъ  равепстио

м- m

m-f-i
' » = 1

П роинтегрировавъ этотъ точный диф ферепщ алъ, „олучаемъ

п—тpV
(

Vo 1 = 1

И такъ ,

+ « -  -  У  i h ■
«-1 , нАз1

Уравнен1л (7) р азреш аю тся  отпосителыш пеличинъ а  . Поэтому 
разсматривал V  функгией только х м Ь ,  получаемъ иначе '

l - l m+*
*=1

I <>х,.

и з ъ  сопоставлеи1я обоихъ выражен1й A V  сл'Ьдуюгь равенства

d V r)V

* — 1 I 2 , . . .  и — иг.
(9)



—  93 —

()X,
+  я ,  =  о ,

/о =  1 ,  2 , т .

(10)

Уравпен1я (9) даю тъ  между иеремЬнными ж, и постоя иными 

я . ,  всего 2и —  2 т р а з л и ч н ы х ъ  зависимостей, ибо к аж дая  изъ нихъ за- 
ключаетъ одну изъ величинъ, или р ,  или а ,  которыя не вход ятъ  во вс'Ь 
остал1.ныя. Следовательно, равенства (9) являю тся для системы (2)-ой 
интегральными уравнен1ями, написанными въ вид’Ь, отличномъ о т ъ (7 ) -ы х ъ  

и (8)-ыхъ.
Р авенства (10), въ силу значен1й (9) функц1й представляютъ

результатъ  подстановки въ уравнен1я (1) разсматриваемаго значен1я V  
и т^'.мъ доказываютъ, что последнее— ихъ pliuienie. Легко вид'Ьть, что 
это— полный иБтегралъ. Д’1’>йствительно, полученное p tn ie n ie  зависигъ  
явно  отъ п  — т - \ -  1 произвольныхъ постоянныхъ Ь , \  т а к ъ

к а к ъ  производпыя по нимъ отъ функц1и F ,  въ силу п  —  т  посл'Ьднихъ 
равенствъ (9), сохраняю тъ зпачен1я, отличныя отъ  пуля. KpoMt того, 
всл'1'.дств1е остальпыхъ равенствъ (9),

I )

[  д У  _ д Г _  д Г \

\  Ь, , h, , . . . b „ _ J <
> 0 ,

ибо для начальны хъ значен1й перемЬнныхъ разсматриваемый опре

д ели тель  равенъ единиц’Ь.

При помощи фупкц1и V  составляются таким ъ  образомъ какъ пол
ный интегралъ  уравнен1й (1), т а к ъ  и иптегральпы я уравнеп1я системы (2). 
Стало-быть, свойства разсматриваемой функц1и представляю тъ полную 
аналогмо съ г.гавной ф ун к щ ей  Якоби въ той форм'!;, которую далъ ей 
М айеръ *), и мы будемъ называть V  въ дальн'Ьйшемъ изложен1и такж е 
главной ф ут гц е й  разсматриваемыхъ уравнеп1й.

3. Е сли  уравнеш я (7 )  разрт иаю т ся относите.гьно постоянныхъ  
г>1 , - - ‘ Ь,,  «,.^1 , « , ^ 0 , • • •  то и а вн о й  ф ункщ ей  уравн енш  ( 1 )

н (2 )  с.гужнтъ выраж еше

-.и п—т

7  =  1 d V - 'r  а,- Ь, -
to i= (+ l

*)  M ayer, M athem atische A nnalen, Bel. I l l ,  S. 435.
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ДМствитвльно, ,ъ з™ „ ь с , , , a t  „.«„стоп
«—т

2  »= ' ’“ р - У - н .
Г>=1 S

п — т  ̂ ^

Отсюда сл4дуетъ, что общ1й интегралъ  системы ( 0 ) пй 
уравнен 1ями системы (2)-ои опредЬллетсл

д У

 ̂ ' 2 - • • •  п ~ т ,

J V  __ 
д а ~  Р = 1 , 2 , . . . / ,

д У

дЬ. < ^ ^ 1 + 1 ,  3 ,  . . .  п ~ т .

Наконецъ, .зпачен.е У ,  выраженное функц1ей B c f v .  .  п

y-i-b,
и р е д с т а в л .е т ь  полный „н те-

сматриваемое выражен1*Грлч^юГ1!)'г ироизводными раз-

указаннымъ Б ертрап ом ъ  *)[ Если у р Т н ^ Г т Т " \ “  «я,
но всЬхъ постоянпыхъ Й тп П5 р^-^рьшимы отпогитель-

. . p a « e . i e  «авиоГ;;,!;;/::

F =
.и

du

ее  Я . „ б „
ироизводными. Уравнешл съ частными

■i* Установленная зависимость мйжтг,. , 
уравнен 1й съ частными ппоичпо;гн  -задачами иптегриро 1!ап1л

*) Bertrand,  Comptes Rendus,  t. L X X X II , p. 641.



иихъ, или соотв'Ьтстпуюш.ихъ имъ лкоб1евскихъ системъ. Подобными во
просами нанимался С. Ли. О нъ разсматривалъ линейныл уравнен1я съ 
частными производными общаго вида, не приводя ихъ  къ якоб1ев- 
скимъ *). Въ теоретическомъ отношен1и однако такое нриведен1е всег
да возможно и лвллетсл т'1;мъ болЬе yMicTHHM'b, что благодаря ему 
упрощаются вычислеп1Я. Кром'Ь того устанавливается полная аналог1я 
между TeopihMH интегрирован1я обы кновенныхъ каноническихъ  урав- 
Henifi и раэсматрииаемыхъ въ нолныхъ дифферепц1алахъ. Въ этомъ не
трудно убедиться изъ справедливости сл'Ьдующихъ теоремъ.

П уст ь уравнет я

f , { x , , . • • • .

г =  1 , 2 , и —  и г ,

гдп Ъ. —  щ юизвольныя пост оянны я,— различны е инт егралы  системы (2 ).  
Е с л и  они находят ся въ инволю цш , то остальные п  — т  инт егра- 
ловъ ур а вн ент  (2 )  опредпляю т ся при  помощ и квадрат уры .

Действительно, въ разсматрииаемомъ случа'Ь, по доказанному въ 
четвертой глав'Ь, полный н н те 1'ралъ  системы (1)

г =  Г Ц ,  .г , ,  . . .  Ь ,, Ь.„ . . .  +  b

находится П1)и помощи одной только квадратуры и зависитъ отъ про- 
извольныхъ постоянныхъ Ь, Сл'Ьдовательно, интеграль-

ныя уравнен 1я, для опред4лен1я п  —  ш искомыхъ интеграловъ  системы 
(2), выражаются формулами (5)

д У  • 1 о, г =  1 , 2 , . . .  п  —  т ,

гд ^  а, —  новыя произвольныя постоянныя.

Доказанное предложеп1е есть очевидное обобп1,ен1е известной т ео
рем ы  Л гувилля**)  относительно интегрирован1я каноническихъ обыкно
венны хъ  дифференц1альпыхъ уравнен1й. Впервые указано оно было 
С. Ли, но въ совершенно иной формЪ ***).
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*) S. L ie , M atliem atische A nnalen, Bd. X I, S. 464.
**) Journal de L iouville, 1-re serie, t. X X , p. 137.

Cp. Jacobi, G esam elte W erke, Bd. V, n'̂  38, S. 58.
***) S. L ie, M atheniatische A nnalen, ВЙ. X I, S. 469, Theorem  I и Satz 4, или 

ср. Goursat, L e fo n s sur I’in tegration ..., p. 329, n“ 138.



Е с л и  извчьстны для системы (2 )  I различны хъ  интеграловъ въ 
инволю цт
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f . { x ^ , p j  =  Ь,

г =  1 , 2 , I ,  1 < .п  — т .
( П )

гдгь —  произвольный постоянныя, то порядокъ ея пониж ает ся на  2 1 

единицъ-

В ъ самомъ д'Ьл'Ь, зад а ч а  интегрирован1я уравиен1й (1) (предпола- 
гаемъ уравнен 1я  (11) разреш имыми относительно р ^ ^ ,  Рт+2 ' • • • 

нриводится къ интегрироиан1ю системы т -{ -1  уравнен1й съ частными 
производными въ инволюц1и

Р к ~ \~  1 ^ 2  ’ ■ • ■ > ^ 2  ’ • • • '  V m -\-l+ \ '  Рт-\-1+1  > '  '  • Р п )  ~  ®  ^

7 ^ = 1  , 2 ,  . . .  т  +  1.

Полный интегралъ  посл^^днихъ находится въ зависимости отъ инте- 
грирован1я системы въ иолныхъ дифференц1алахъ

дЩv~i

V

i  =  l - \ - \  у I - \ - 2  , . . .  п  — т  ,

порядокъ которой на 21 единицъ  меньше порядка  системы (2)-ой. Т акъ  
если изн^стенъ одинъ ея интегралъ, то порядокъ посл'Ьдней системы 
понижается на дв^, единицы. И зъ  этихъ  разсужден1й вытекаетъ  сп ра
ведливость сл’Ьдуюш.ихъ двухъ  теоремъ:

Одинъ извпст ны й интегралъ канонической системы {2) пониж аетъ  
порядокъ ея на  двп единицы.

Задача  инт егрироват я канонической системы (2 ) состоишь въ вы- 
полнент  р я д а  п  —  т  операцш  инт егрирован!я порядковъ

2п  —  2 т , 2п  —  2т  —  2 , . . .  4 , 2 

и одной квадрат уры .



f
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5. Въ далГ)Н’Ьйшемъ изложен!» им еется  въ виду [1аспространить 
иредыдущую теор1Ю на зам кнуты я системы уравнв1пй, заклю чаю щ ихъ 
явно неизв'Ьстную функц!ю,

(12)
jt (^1 » ^2 ’ ’ ^  ' Рт-\-\ > • ■ • jP,i) ^  >

0 ■• tn , т  < п .

' уравнен1й «ъ полныхъ д и ф ф ер е н ф ал а х ъ

ы
=  V д Н ,

dXj . ,/  . 
к~\ Ф™+.-

т
=  - \  

к=1

d l l .
d x ^ .

т и — т
/ дН„ \

=  1
*=1 1 '

г =  1, 2 , . . .  п —  т .

(13)

Докажемъ следую щ ую  теорему:

П уст ь уравнет е

s  =  V { x ^ ,  X.,, . . .  х„ , Ь , Ъ^, . . .  Ъ„ _ ,„ ) , (14)

гдгь Ъ, •̂'i, • • • —  произвольный пост оянный, —  полный интегралъ си

стемы {12), п р и  чемъ

I )
\ ь ,  i p  0.2, . .  . h „ _ J

> 0 . (15)

Такъ какъ по меньшей М7ьрп одинъ изъ первыхъ миноровъ этого опредп- 
лите.гя от.гиченъ отъ нуля , то можно полож ить

Т)

д Г ' \(  0 V  ___

>
\  Ч'г, b , , . . . b „ _ J <  

В ъ  такомъ с.гучап равенст ва

О . (16)
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V , d V  d V
дЬ, дЬ ’

(17)

гдп новыя щюизволъныя постоянный, ощуедпляютъ общгй интегралъ  
ур а вн ет й  (13 ).

Въ самомъ д'Ьл'Ь, первыл п  —  w + 1 ypaiineniii (17) даютъ значе- 

i^n+< '*'!• Функц1яхъ иеремЬняы хъ а; и ностоянныхъ Ъ,Ь^-  О сталь
ные ypauHeniji (17), если положить ис'Ь а,. =  0 ,  разреш им ы  относи

тельно перем'Ьнныхъ х ^ ^ . ,  иъ силу услошя (16).  Стало-быть эти травне- 

HiH (17) онред'Ьляютъ такж е всЬ иъ функц1яхъ ж*, постоянныхъ

&. 6,. и а . ,  при произвольныхъ значен!лхъ послЬдпихъ. Такимъ обра- 

зомъ существуютъ функц1и , обрап;ающ1л уравнен1л (17)

въ тож дества.  Дифферепцирул ихъ  по перем1>инымъ х ^ , х ^ ,  . . .  х  , 
приходимъ къ иовымъ тождествамъ '

дг
дх

d V
дх,.

п —m

d^V

к

п—т

+ У - .

1

a ^ V

дх..
L  V  р  +  -

v = l

дх.

дх..
'т 4-у __

дх

d W  
дЬ, дх^ - а. —

d ^V
‘ дЬ dxj.

+  V

V = 1

----------
d ^ V  \д х ,

дЪ, дх d b d x ^ ^ J  дх
m-f-v

^ -  =  0 ,

для  вс'Ьхъ зиачеп1й 1с отъ 1 до т .  Съ другой стороны, значен1е (14) 
функц1и г  утож дествллетъ  уравнен1я (12), и мы получаемъ еп;е ряд ъ  
тождествъ

дх,
+  11, =  0 ,

d'^V d lLd'^V  . ’y  _ _ _ _ _

y "  <>7/* d ^ v  , 
dx ,  db ' db dz dh ~  ’

= 0 .

d'^V
n - m

_ Y  d l l . d ^V
i Ji7 ^ Jd x .d b , ^ L d p „ , _ ^ : ^ d x ; , ^ j b / .  d ,  db

i =  1 , 2 , . . .  H ~  1И ,
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г д ’Ь li принимаетъ значегйя отъ 1 до т -  И зъ  об1>ихъ системъ преды - 
дущ и хъ  равенстпъ, всл'Ьдстйе послФ)Дпихъ п  —  w  уравне1пй (17), сдЪ- 

дую тъ повыл тож дества

дг
дх ' г 1 ^ дх^ * ’

м—m
V { д х ^ ,  й Щ

дх,.Фш + J d x

n —m

V d ^ v fP V

db. dx
- a.

dh dx„

dx,'нЦ-v
dx,.m+4

г =  1, 2 , . . .  n  —  m ,

d l l ,
=  0 ,

ДЛЯ «с'Ьхъ зн а ч е 1пй к  отъ 1 до т .  О пределитель  п  —  т  послЬднихъ 
изъ написанпыхъ у 1)авиен1й, линейпыхъ отпосительно п  — т  величинъ

дх.ni+v дЩ

д х , др
г  =  1, 2 ■ .11 —  т  ,

отлич енъ  отъ  нулл, т а к ъ  к ак ъ  по доказанному посл1;дн1я п  — т  ураи- 
неп1й (17) разреш имы относительно всЬхъ Поэтому предыдущая
система раиепстнъ даетъ  тождества, доказывающ1я наш е предложеп1е.

д Н ,

д х .

_  _ d H ,

д х . dx,n+ i’

дг
n — tn

V дН ,

д х .
v=;l

■ Н „

(18)

гд1> г, 1с принимаютъ соотвЬтствепно значеп1я отъ 1 до и m и 1 до т .

в. О братная , только что разсмотрЬппой, задача  составлен1я p t -  
nienifl уравпен1й (12) изъ общаго интеграла системы (13) была р'Ьшепа 
въ предыдущей r.iaBi. С ледую щ ая  теорема представляетъ  новое дока
зательство развитой там'ь теор1и:
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П уст ь уравнеш я

а , , « 2 ,  • ■ • Ь, ь „ . ( 1 9 )

• • a i , « 2 ,  . . ■ « п - т .  Ь, Ъ„. ( 2 0 )

« р fltg , . . ■ ^п-т’ ^  > Ь„. ( 2 1 )

г =  1 , 2 , . . . W —  т ,

представляютъ общ ш  интегралъ системы {13), при  чемъ постоянный  
а,-, Ь^, Ъ суть начальныя значет я въцшжетй

п — т

’ Рт-\-х > ^ ~ ' -*
♦=г1

Е сли  равенство

(22)

—  результ ат ъ исклю чет я посточнныхъ а .  изъ уравнет я (19), въ силу  
Ш - ы х ъ ,  то общШ интегралъ системы {13) предст авляет ся слп д ую -  
щ им и уравнет ям и

(23)
* =  ■ 1 2 , . . .  п  —  т  ,

гдгь а — новыя произво.1ьныя постоянныя, и равенст во ( 2 2 ) —  полный  
интегралъ уравненш  (12)-ы хъ .

Сохранлемъ прежнее обозначен1е (см. п® 14 второй главы)

п-т
V

=  С,

У равпен 1л (13) удовлетворлются тождественно, пъ силу равенствъ 
(19)— (21), поэтому, пользуясь прежними обозначен1ями, иаходимъ

п — т

k^l
при чемъ

д Н ,



ПослЬднее выражев1е rfP * ,  па основан1и тож дествъ  (18), приеимаетъ 
видъ
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т

Z j
1=1

дх..

дН^

()z

гШ, \  ^
V ,n ^^y^ ,n + , dz

n—m

'  1=1

Т а к ъ  какъ  очевидно

6 d s  =  d.6г ,

то первое изъ преды дущ ихъ  равенствъ даетъ

d

п — т  п —m

 ̂ '  .=1 ^»=i

Принимал во UHHMaHie въ n® 4 предыдущей главы первую лемму, по 
которой BHpamenie

Y  (324
ds

d x , ,
*=1

въ силу и нтегральны хъ  уравнен!^ (19)— (21), становится точнымъ диф- 

ференц1аломъ
d W ,

молучаемъ равенство

п — т

d -  у  p,„+i -  у  Рш+г <̂ ' ,̂n+i \ d W = 0 * ) .

И нтегрируем ъ  его между пределами, соответствующими началь- 
нымъ значен1ямъ перем'Ьнныхъ и какимъ-либо значеншмъ, внутри
и х ъ  области MSMiueHia. В ъ  силу зависимости

П — т

=  ^  а , 6 , ,
•=.1

*) Ср. Jacob i, G esam elte W erke, Bd. V , n" 13, S. 2&6;
D arboux, Meraoire sur les solutions sin gu lieres des equations aux derivees par- 

t ie lle s  du prem ier ordre, § 24 , p. 137.
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получаемъ

2 j ~  +  У  «,■ е
■-1 t i

Т ак ъ  какъ, дал'Ье, изъ равенствъ  (13) сл^д уетъ

п - т

•=1 к^г

ТО выражен1е A z  принимаетъ видъ

dW
W„

'.W r-W
<iW

i= l
i~l

Съ другой стороны, „сходя  изъ равенства (22). находимъ формулу

п—т

4 -  — rfT, '1 V

О тсюда ириходимъ к ъ  равенствамъ

d V
Тх—

'.F -.W
dW

W„
=  е

(24)

— i , 2 , . . . ш .

Въ разсматриваемой области изм1;нен1-я перем'Ьнныхъ функщ’я

(25)

r-W



с о х р а н яе тъ  конечное значен1е, отличное отъ нуля (см. п°5 плтой главы). 
Исключивъ ее изъ п  —  m +  1 носд'Ьднихъ уравнвБ1й (24), заключаемъ, 
что-— (23) представллютъ, действительно, интегральны л ypauHenia си с
темы (13). Н аконецъ ,  изъ равенствъ (25) видно, что звачен1е (22) функ- 
ц1и Z —  p im e a i e  ypaвнeнiй (12). Оно зависитъ лвно, к ак ъ  показываютъ 
формулы (24), отъ  произвольныхъ постоянныхъ Ъ,
Ъ „ _ т  и представляетъ  полный интегралъ системы (12) Въ самомъ д ^ л ^
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f  d V  d V  d V  \

D
\ b  , b, , b , b„_„ / < 0 -

такъ  какъ  уравнен1л

„  d V

г =  1 , 2 , n -—  m  ,

являю тся  для  системы (13) интегральными, изъ которы хъ ностоянныя 
Ь , Ев исключаются.

Ф ункц 1я V  служ итъ таким ъ образомъ для составлен1я формулъ, 
разр-Ьшающихъ вопросы интегрирован 1я об^ихъ  разсматриваемыхъ си- 
стемъ дифференц1альныхъ уравненш  какъ  съ частными производными, 
такъ  и въ нолныхъ дифференц1алахъ. Эта функц1я обладаетъ, стало- 
быть, вс'Ьми свойствами главныхъ ф ункгцй , оиред’Ьленныхъ въ п° п° 2 
и 3 настоящ ей главы.

7. Воспользуемся изложенной теор1ей для р а з в и и я  идей С. Ли, 
уномянутыхъ въ U** 5 четвертой главы этого сочинен1я. Пусть уравнен1я

/,• (̂ *̂1 ) ^2 > ■ • • ’ 1
( (26)

г =  1 , 2 , . . .  г, ) ' '

г д ^  C  ̂—  нроизвольныл постоянныя, представллютъ для  системы (13) 

интегралы въ инволюц1и, разреш им ы е относительно перем'Ьнныхъ

^т+1 ' ^т+2 ) • • • ^ т + г '

Выполнивъ указанное выше (см. 5 четвертой главы) преобразован1е 
иерем 4нны хъ , получаемъ уравнен 1я (12) въ слЬдующемъ видЪ



(27)
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f t  -Ь  Щ  { х , , X , , . . .  , . .  . ^

А.+1 > • • • г 1̂) == О ,

~  1 » 2 , . . . и / ,

уравнен1я же (26) становятся

f i  ( х ^ ,  Х ^ ,  . . .  ̂ ^т + 1+ l  ’ • •

Рт-\-\ < • • • Pm^i^  ~  С\ ,

г = 1 ,  2 ,  . . . I .

l Z Z 7 “Z T " » ■K>i«v-
. интегралъ  соотв’Ьтствующей уравнен 1ямъ (27)-ымъ ка- 

ническои системы въ полпыхъ д и ф ф еренщ алах’ь

,  V  дН',. J7 1'

Ж„, Л,

(28)

Vл  '

Й ‘*-*’"+х

/П—т

.у

дН',.=  y  ( V y  ,  _____
Z j  д г ) ' .к=1 i - i  -'»! +  .

H , d x , ,

(29)

^ - - 1 ,  2 ,  . . . I ,  (7 =  ^ + 1 ,  г + 2 ,  . . .

Уравыен1я (27) получаются изъ (12) аам^ной

?̂ s г ^т+1 > ^  I

S == 1 , 2 , . . .  т ,  I , . .  .

^ - = 1 .  2 , . . .  г.

BctiiH церемонными

р ' ,  3 .

Легко видеть ,  что обратная  зам1ша неремОнныхъ (см. п« 3 тпетгей 
вы) приводить  систему (29) тождественно къ  (13)-ой Стало бытг

““ “  “ —    е
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п о л н ы й  н н т е р р а л ъ  ypau H en i i i  (1 2 ) ,  н е  cq^jepmaa н о в ы х ъ  о п е р а ц !й  ин -  

те гр и р о в ан 1 л .

В о зв р а щ а е м с я  к ъ  ин тегр и р о в ан 1ю  ур а в н ен !я

г  —  х ,х ^
р , - \ ---------------------'Ч----------- =— =  0 .

Р а в е н с т в а

=  1 +  '“ |  =  С'2,
\

Р а

(30)

( 3 1 )

i V i i  C^, С.^— п р о и з в о л ь н ы е  п о с т о я н н ы л ,  п р е д с т а в л я ю т ъ  два  и н т е г р а л а  

въ  инволюц1и к а н о н и ч е с к о й  систем ы  о б ы к н о в е н н ы х ъ  д и ф ф ер е н ц 1а л ь н ы х ъ  

ypaBHenifi

dx,^ х \  dx^ {z-\-x .yp .^x .^

dx^ X, ^3 ’ dx^ ■̂1

d m  Ж3 — 2?2 s  +  3^2 p., dpg 

rfx, x  ̂ Ж, Pg ’ dXi X,
( 3 2 )

d z  (2г +  ж, P2) ^2 ^

dx^ X^ X^

У к а з а н н о е  р а н ь ш е  нреобразован1е  n ep e M iH H H X b  п р и в о д и т ь  уравнен1я  

( 3 0 )  и ( 3 1 )  к ъ  в и ду

------------------ -̂---------4--------------- -̂------------ о , ( 3 3 )

'■̂1
/ .  Ih

1 —
Р

=  С , ,
/

п о л н ы й  и н т е г р а л ъ  к о т о р ы х ъ  е ст ь

С,1>2 , С , Х , - С С ,
г  =

х ^ — а ,

гд 'Ь  С — новая  п р о и з в о л ь н а я  п о с т о я н н а я .  Т а к ъ  к а к ъ  ф у н к щ о н а л ь н ы е  

о п р е д ’Ь л и т е л и

В

[  , dz дг' \  
др.  ̂ ’ дх.^

, D

/ дг' ^  \  

f>P2 ’
\ С ,  6 \ ,  C J ’ с , ,  с .
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отличны отъ нуля, то каноническая система обы кновенныхъ диффевен 
Щ альныхъ уравненш , соответствую щ ая ¥ пякпри;.п

dp.

d x

оотвЬтствующая уравнен1ю ( 33 ),

=  _ х , ~ р ,  ^  ( , ' - - 2 р,р[^)

1 ^1^*3 dx^ х^р'^^

■̂̂ 1 V'b ’ dx^ ж, ’

d^' z  p^ z

d x , x ,p '^  X,

им ^етъ  интегральны я уравнен1я

J I  1 "a ,'3 ■ с о .

•̂1

X , =  P'z

p . /

x , ~ a  '

1д 4 С , , С 2  — ДВ* ИОВЫЯ ироизвольныл П0СТ0ЛННШ1. Поэтому, полагая

х°,  а, ,

начальными значев1ями соответственно иерем^нны хъ

X l ’ ^2> Х^,  Z ,  р,  ̂ , ,

приводимъ 0бщ 1Й интегралъ  системы (32) къ  виду
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z  —  ,
X'l Ъ.,

I b \
{a^ —  «2 Ъ.̂ )  +

+
'r^ h \ 2 

.0 1

x„ =  ■
x ^ b .

^ b l
+  a ; ,— Ж®  ̂ +

a.

+

Pi = ( «0 bo  ?l)

a j ( b - j - « i  ^1 —  «2 ^2) 
x ^ h .

Xi —  x ^  ■

Рз-

Р езультатъ  исключен1я &,, ияъ перныхъ т р е х ъ  ура1шен1й представ- 

ллетъ  полный интегралъ  уравнен1я (30)

х^Ь  (х^х^  —  «1 «з) (Xj —  х°)  

х.у X,  —  а,■̂2

гд'Ь « J , а^,  Ъ —  три и роизволы ш я постоянныя.

8. Д оказанныя предложен1я въ n°ii° 5 и 6 позволяютъ распро
странить  Teopiro интегрирован1я каноническихъ  уравнен1й въ полныхъ 
дифференц1алахъ на обобщенныя системы (13) э ти х ъ  уравнен1й. Мы не 
будемъ останавливаться на  доказательств'Ь сл’Ьдующихъ теоремъ, кото- 
рыя внолн’Ь очевидны:

Е с ли  извпст ны  п  —  ш  -f- 1 различны хъ  интеграловъ въ инволю щ и  
для системы (1 3 ), то осталъныя ея п  —  т  интеграловъ находят ся щ и  
помощ и диф ф еренцироват я-
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Е сли  извпст ны  1(1 <  П — m ' П

^  r : : " : r ; r z : r

2и 2т  4 -  1 , 2 п ~  2 т  —  1 , . . .  i .



ГЛАВА VII.
PtmeHie  задачи С.Ли.

1. Пусть HMteM'b систему ураинен1й въ иБволю1ии

Р к  “ Ь  H j.  ( х ^  , Х .^ , ■ ■ ■ Х ^ ,  '  • • • Р , )  ! I

А: =  1 , 2 , . . .  и г , т  < ^п -
(1)

Составллеыъ каноническую систему уравнен1й нъ полныхъ дифферен- 
ц1алахъ

Г. д п ,

к=  1

А р ,m +i ■=  _ \

/.-̂ 1

. дЩ

Гх

(2)

г =  1, 2 , и —  т-

Мы видели, что полный интегралъ  уравнен 1Й (1) находится при по- 
мопщ квадратуры, если изв'Ьстенъ обпий и нте1'ралъ системы (2), и ук а 
зывали, к ак ъ  упрощ ается задача  интегрирован!я ураннен1й (1), когда 
изв'Ьстны для системы (2) нисколько интеграловъ  въ инволюц1и. З ад ач а  
С. Ли, къ  pascMOTpiiniio которой мы приступаемъ, состоитъ въ образо- 
наши системы интеграловъ  въ инволюц1и изъ какихъ-угодно д а н н ы х ъ  
интеграловъ  уравнен1й (2), съ ц'Ьлыо возможно больше упростить иите- 
rpnpoBanie системы (1) *). Ptiuenie  своей задачи С. Ли основываетъ на 
созданной имъ т еорт  группъ. Въ настоящей главЬ д'Ьлается попытка 
представить  другое pinieHie разсматрииаемаго вопроса, исходя исклю
чительно изъ основнихъ положен1й Teopin уравнен1й съ частными про
изводными.

*) L ie , M athem atische A nnalen, Bd. V III , 8. 215, § 17. Integrationsm ethoden, 
die sich  afif die friiheren E ntw ickelungen  stiitzen , S. 273; Bd. X I, S. 464.

G oursat, Lemons sur I’in te g r a t io n ...,  chapitre X II, T li6orie des groiipes. M etho- 

de gen era le d’integration , p. 304.
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2. Соответствую щ ая уравнее1ямъ (2) якоШевская система ппед-
1ле'1тя R'f» uMn'fc ^ставллется въ вид4

1  п  =  0 ,
(3)

k  —  1, 2 , . . .  т .

Д окаж ем ъ  следующ ую теорему:

П уст ь ф ун к ц ш  гр пере.шьнныхг х , р . , ~ д в а  различны хг  
инт еграла системы (3 ) . Скобки Ihjaccona

i<f-, Ч>),

распрост раненныя на ваь перемпмныя представляютъ такж е
р т и е т е  разсмат риваем ой системы.

Действительно, равенства

утож дествляю тся для всЪхъ значен]й 1с оть 1 до Отсюда, въ силу 
тож дества Якоби '

( 9 ,  {У’ , П , ) )  +  {у>, ( Л , ,  д>) ) - \ - (Н , ,  (<Р, V>)) =  o

и формулъ диф ференцироиан 1я скобокъ Пуассона, сл'Ьдуютъ тож дества

^ (9 " ,  V’) ,
~  ‘  +  (-Н*, ((р, V > ) ) = 0 ,

li —  \ , 2 , т .  .

Полученный такимъ образомъ интегралъ  {(р, р )  системы (3) можетъ 
быть, или новымъ, или являться  сл'Ьдств1емъ уж е изв1;стныхъ.

Доказанное предложен1е распространяется, какъ  легко вицЬть на 
всякую систему уравнен1й, линейны хъ  относительно частныхъ прои.звод- 
н ы хъ  периаго порядка ф унк 1ии / ,

( / i . Л  =  О , 1 =  1 ,  2 , т ,

'Л'Ь /it Функц1и х ^ ,  х ^ , . . . х ^ ,  р^ ,  и удовлетворяютъ
тождественно услов1ямъ

( / . .  Q - P

д л я  в с ^х ъ  различныхъ аначен1й к ,  h  отъ 1 до т ,  при чемъ скобки 
Пуассона составляются относительно вс1;хъ х  и р .
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3. Пусть фуикши •

1 = 1 , 2 , . . . / ,  1 < 2 п — 2 т ,
(4)

являю тся для системы (3) различными интегралами, которые не н ах о 
д я тся  вс'Ь одновременно въ инволюц1и. IIредиоложимъ, далЬе, что скоб
ки Пуассона (95̂ , будемъ обозначать ихъ  черезъ —  не даютъ 

для разсматриваемыхъ уравнен1й новыхъ интеграловъ, отличны хъ 
от'ь (4)-ыхъ. P'bineHie задачи С. Ли основывается на сл'Ьдующихъ со- 
ображен1яхъ. Произвольныя функщ и всЬхъ ^  представляютъ такж е и н 
тегралы  уравнен1й (3). Поэтому вопросъ сводится къ вычислен1ю функ- 
ц!й вида

j  =  i , 2 ,  . . .  ^ г ,
(5)

которыя были бы различны и находились въ инволюц1и. Составляя изъ 
ни хъ  скобки Пуассона, нолучаемь формулы

Л  дФ,

Si^l

|’д 11 нведеио обозначен1е

л  дФ,
J ,  ( Ф , , ) =  > а , ,  , .

3=1 ’

Чтобы функц1и (5) находились въ инволюц1и, для этого достаточно 
HMiiTb

-̂1, W  =  o,

5 = 1 ,  2 ,  . . . I ,

для вс’Ьхъ значен1й h  отъ  1 до (М. Следовательно, функц1и Ф,, должны 

быть различными р'1;шен1ями линейныхъ, однородныхъ уравнен1й въ 
частиыхъ нроизводныхъ

Л ( Л  =  о ,  1

5 = 1 ,  2 ,  . . .  I.
(6)
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iMtTb ц  раз;

к а . ъ  о „ р е д Ь и т е , . Г ' "  " Р "
услов.-и, ™ ^ ь к о

“ п «.о ■ ..  а , ,  

‘' i l  «22 • •
Л = . \

“ п “ й • • • «а ;
I

такъ и Bci его миноры порлдковъ 1 2  , р
система (6) приводится къ виду ’ ’ ' '  ‘ ^ ~   ̂ такомъ случай

Л(Л =  о,

s =  I , 2, . . ,  г — I (7)

« 1 Г ::Г Г еГ о :а Г С еГ  -

Тождество Якоби, для трехъ функЩй v  и f
•> f'z  ̂ f ' дэ.етъ равенство

{ч>,, (9. ,̂ Л )- (г / , ,  {гр̂ , Л) =  К , ,  л-

х:=:   ..
Л [ Л ( Л ] - л ^ л ^ л ]  =  У У  А. if).^  д(р. ^

1 - 1  '

= ы х ъ ” ™ “ ’ /« р . з « „ . ы х ъ  (о) „ е р е й , -

,8 ,



которыя представляютъ для системы (3) и н те 1’ралы въ инволютйи. Само 
собою разум еется ,  что они находятся въ инволю1йи со всЬми функщ ями 
(4)-ыми. Действительно, полагая

Я(^Г1, <f,, . . .  (ft)

иакой-угодно фупкщей иосл'Ьднихъ, находимъ

s—\

Легко, наконедъ, доказать ,  что число различны хъ уравненш  ( 0 )

1 —  ц

сот , четное. Г/ь самомъ д ^ л е ,  ирииимаемъ въ выражен1яхъ (5)-ыхъ 
вм'Ьсто
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+  1 ’ ^г-!Л+2 ’ Г̂1 (9)

функ1ий (8), cymecTBOBanie которыхъ било сейчасъ доказано. Если по- 
(•.т1)0ить въ этомъ нредположен1и систему ypaBHenift д ля  опред'Ьлен1я ин- 
теграловъ  въ инволюцш (5)-ыхъ, то, само собою разумеется,  что по
сл е д н яя  приводится къ 1 —  {1 различиымъ уравнен1ямъ вида (7), кото- 
р и я  напишутся следую н1,нмъ образомъ

V = 0
^  Off ,
С:=1

s =  ] ,  : > , . . .  1 —  ц ,

при чемъ величины, заменяющ,1я (9)-ыя, разсматриваются какъ  но- 
стояпныя. Т ак ъ  к ак ъ  по услов1ю число всех ъ  различныхъ функц1й, со- 
ставленны хъ  изъ (4)-ыхъ и н аход ящ и хъ  въ инволю1ии, есть /г, то пре
ды дущ ая система не им еетъ  penienift, отличны хъ отъ постоянной пе- 
личивы. Поэтому необходимо

“ l2   “ i, i-v-

«о, «22   «->, i-..x

“ i - u . , 1 “ i- о - , 2 • ■ • , i-u-

<
> 0 .



11осл'Ьдн1й определитель  —  косой, симметрическ1й. О нъ  можетъ не pait- 
нятьсл нулю только въ томъ случае, когда порлдокъ его является  чет- 
нымъ числом'ь. Следовательно,

1 —  11

—  четное число. Б удем ъ  называть его черезъ 2(>, т а к ъ  что

Z =  /̂  +  2(>.

Обозначим'ь, паконецъ, черезъ

. . .  (р,̂  ̂ (10)

2q изъ функц1й (4)-хъ, кото1)ыя совместно съ (8)-ыми представляютъ 
I различныхъ интеграловъ системы (3). И риведенны хъ соображен1й до
статочно, чтобы показать, какъ  р еш а ет ся  въ разсматриваемомъ нами 
случае  задача  интегрирован1я уравпен1й ( I ) .

•I. Составляем ъ систему ш  - j-  уравнен1й въ инволю1ци

( И )
к =  \ , 2 , т ,  s  =  ] ,  2 , . . .  / I ,  )

г д е  произвольныя постоянныя. Для вычислеп1я полнаго интеграла 
системы (1), мы будемъ искать уравнен1я вида

f i x ,  , ж , ,  . . . р„,+2> ■

которыя образуютъ замкнутую систему совместно съ ( 1 1)-ыми, при чемъ 
С  — нроизвольпыя постоянныя. Поэтому функц1и / 'д о л ж н ы  быть раз
личными решен1ями полной системы линейны хъ  уравнен1й

+  f )  =  0 , (ф^,  / ) = 0 ,

/; =  1 , 2 , т е , 5 = 1 ,  2 , . . .  f i .

Мы иодчинимъ кром е того функц1ю f  услов1ю удовлетворять уравне-
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(12)

(13)
( у , .  / )  =  0 ,

<? =  1 , 2 . . . .  2(>. i

И зъ  тоасдествъ Якоби следуетъ, что уравнен 1я (12) и (13) обра
зуютъ полную систему. Ф упкщи (8) представляю тъ ц  различны хъ  ея

*) См. L ie, JIatliem atische A unalen, Bel. V III, S. 274; G oursat, Lenons sur 
Pintegration..., 134, p. 323.



p ’tm eH i f t ,  С л -Ь д о н а т е лы ю ,  з а д а ч а  и ы ч и с ле п у !  первой и з ъ  ф у н и ц !й  f , к о 

т о р у ю  на зои ем ъ  ч е р е зъ  f^, п р и в од и т с я  к ъ  в и 1ю л и е н 1 ю о и е р а щ и  и и т е -

гр и р о в а и ! ) !  п о р я д к а

2 »  —  2 т —  2,« —  2() •

Д л я  разискан1я  ф у п к щ и  f ,  б у д е м ъ  и н т е г р и р о в а т ь  уравпеи1я  ( 1 2 ) ,  ( 1 3 )  и 

н о в о е  vpaBH en ie

(Л • / )  =  и , 

и т. д.

Т а к и м ъ  об р а зо м ъ  п о л у ч а ю т с я  д л я  систем ы  (1 2 )  и ( 1 3 ) - ы х ъ  у р а в п е ш и  

JJ щ —  [t —  () р а з л и ч н ы х ! ,  и н т е г р а л о в ъ  иъ и и и о л ю ш и

f f / ( > 4 )/1 ’ (2 ’ ■ ■ ■ 1 '

И с о с т а в л я е т с я  п о л н а я  с и с т е м а  п  —  (> л и п е й н ы х ъ  ур а в и е н ш

(р,.4-7/,, f) =  o, ( Ф , , Л  =  о, =

7 , =  1 ,  2 , . . . » « ,  s = l , 2 , . . . , « ,  -  Q-]

Ф у н к щ и  (8 ) ,  ( 1 0 )  и ( 1 4 ) - ы я  п р е д с т а п л я ю т ъ  всЬ  п - ш  +  Q е я  р а з л и ч -  

н ы х ъ  p tn ibH i f i .  В ъ  т а к о м ъ  случа-Ь л е г к о  п о к азать ,  ч то  интегрированге 

системы п  —  Q уравнеш й въ инволюции

ф = с , ,  f , =  c v + . ,  (16)

гдгь ваь С —  произвольный постоянныя, приводит ся къ ква д р а т ур п . 
Э т о  предлож ен1е  б ы ло  д о к азан о  иъ д в у х ъ  п р е д ы д у щ и х ъ  г л а в а х ъ  д л я  

vpaBHcnift,  к отор ы я  п р е д с т а в л е н ы  въ ви д4  р а з р Ь ш е н н ы х ъ  о т н о с и т е л ь н о  

ч а с т и ы х ъ  п р о и з и о д н ы х ъ .  П а ш а  за д а ч а  з а к л ю ч а е т с я  т е п е р ь  въ  распро -  

cTpaueu iH  па  р а зсм атри паем ы й  с л у ч а й  п о л у ч е н н ы х ъ  в ы ш е  р е з у л ь т а т о в ъ .

5. И о зь м ем ъ  си стем у  ш р а з л и ч н ы х ъ  ypaBHenift въ  и н в о л ю ц ш  

]; =  \ ,  2 , . . .  т, т <  и .

П у с т ь  функц1и

! Хо 1 Ih ' Pi  > ■ ■ ■ ’ 1 ( 1 8 )

i  =  1, 2 , . .  . 2и  — 2иг,
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COHM'I'.CTHO со БС'Ьми предстаиляю тъ 2п  —  т  различны хъ p im en ift  

полной системы линейны хъ уравнеи1й
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Л = 0 ,

1, 2 ,  . . .  т .

Докажемъ сл'1',дуюпия теоремы:

П уст ь F  —  ф ункцгя  всгьхъ х ,  р  и  перем пнной г. У равнст я  

[!■■,.  F ]  =  0 ,  

k =  I ,  2 , т  ,

(19)

(20)

гдт скобт  В ейлера  распространены на  ваь х ,  р  и z ,  илт ю т ъ кром п  
р п ш е н ш  системы {19) еще одинъ интегралъ, который находит ся п р и  
помощи квадрат уры .

Д'Ьйстмительио, обобщенное Майеромъ тождество Якоби, длл т р е х ъ  
функщй F ^ ,  F , , ,  F ,  даетъ

[F,, [F,,  F J ] - [ F „ ,  [F^, F]] =  [{F^, F , ) , F] +  f ^ { F ^ ,  F,).

Т а к ъ  какъ  уравнен1я (17) —  в'ь ишюлющи, то скобки { F^ ,  I ,) уничто

жаются тождественно, и нредыдущ 1л равенства, д ля  всЬхъ различны хъ  
значен1й д ,  h ,  ноказываютъ, что уравнен1я (20) образуютъ замкнутую 
систему. Предположимъ ураинен1я ( 1 7 )  разреш имыми относительно 

Ih  ̂ Рт - т а к ъ  что

Въ такомъ случай система (20) приводится къ  якоб1евской pimeHieMb 
своихъ ypaBHenifi относительно частны хъ  ироизводныхъ

№  d F  d F
d X i ' д хо ’ ' ' '  дх„^'

Соотв1'.тствуюп1,ая этой яксб1евской система уравненш  иъ полныхъ диф- 
ф е1)енц1алахъ  представляется въ вид-Ь *)

*) Ср. Аптаевъ, М атематическш  Сборникъ, т. X X , стр. 443.



т

J x  =  i V b/1 и
А'=1

, F g , • • • J  ’t 

i>, , 2̂ 2 ’ • • • Р'П+'i > • • • ?'»■'
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йл;..,

1 Y  /  -^i ’ ‘̂ 2 ■ • • • (7a;j,
^Pi \  Ih ^  .̂- ’ • • •

(7^:

n — wm
V̂

.  - 
t= i  '^=1

2  S P i  '  P i '  '  "  P ’>‘+ ' ^  '  '  '  '  

r  =  1, 2 , ■ ■ • n —  VI ,  i  —  \ ,  2 , . . • и .

d X i ,

(21)

о _  „1 мчъ таихъ vpaiineiuii лиляются всЬ р'Ь-

рГй"“ 1 ,  I L t x H i S  , . т г р . л .  р а . с « а , р « . е . о В  с . с , , . , ь .  н .х о д и т с .  

при помощи квадратуры  *).

П уст ь уравнет я  

, ^ г р  { х „  X , ,  а , ,  Ъ , , . . . Ь „ _ „ ) ,  (22)

р^  =  г р , { х „  х „ . . - х , , , ,  а „  а , , . . . а „ _ „ „  Ь, ^  . (23)

д. =  O A X i ,  Х ^ , - . -  Х,„ , «1. «2 > • ■ • ^ ’ ■ ■ ■ ^

■j; =  1 , 2 , • . • Л —  Hi > г =  1 , • • • «

W—m 

V = 1

з^/лъшатг «зг  уравн ет я (2 2 ) значет и  а , ,  ^

(24)-ьгм и.
Назовемъ черезъ

V , P i ,  Р-2 ’ ■Рп

*)  Ср. G oursat, L e?ons sur in t e g r a t io n . . . ,  п» 122, p. 305, п» Ш ,  р. 281.



полученныл значетпя г  и р  иъ функц1лхъ вс1;хъ х - о и ъ  и Ь , Ь, .̂ Эти 
значеи1я утождестиллютъ ураннев!;! (17) и разрЬш аю тъ задачу и х ъ  
инте 1 рироиаи 1л иъ томъ случа'];, когда им'Ьютъ м'Ьсто услов1л
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P i  =

d V d V
Р п  =

d V  
д х „ '

Легко доказать, к ак ъ  уже было показапо иъ пятой глав-Ь пастоящ аг»  
сочинен1я, что достаточно удождествить п  — т  посл'Ьднихъ изъ пре- 
ды дущ ихъ  равенствъ

d V
=  — , г’ =  1, 2, . . .  п - ш , (25)

чтобы выполнялись и т  первыя. Д ействительно, существуютъ тож дества

дг
дх.

дх

>»—I

“ 3
V=i

V *  — - —
дх,. дх,, дх^

дх,

дх^
=  \ l )  /I

Pi . >̂2 - • • • ?»m+v ^•■•Р

Р \- Р г ^ - - -  Рш+; - ■ • • Рт

-’г Р к ’ (26)

О тсю да сл^дую тъ ноныя тождества

th

п—m

дх
v=l

d V
\д х m + v

• Pm+v

которыя и доказываю тъ наш е предлож ена.

Въ той же пятой глав’Ь были выведены необходиыыя и достаточ* 
ныя услов1я существовап1я равенствъ (25), въ зависимости отъ значе- 
nift функц1й

V .-

Само собою разумеются, что вс'Ь эти разсужден1я остаются справедли
выми такж е для разсматриваемаго случая, и только у])авнеп1я, опре- 
д'Ьляющ1я значен!я функц1й U , изм'Ьняютъ свой видъ. Въ самомъ д ^ л ^ ,  
KpoMi тож дествъ (26) мы имЬемъ еще сл'Ьдующ1я



дх^ ^
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' F ^ .  F o  ’ ' ' ' к ' ' ' '

\ P 1 >  P i -
X, , V ,

z t r s ^ ^ T = = , - : ~ ' . ' i r
КИ и ^--aro столбца, черезъ

4 . .

ио*ъ э т и . ъ  o 5 o « a , e „ i e » b  » . « »  , ,р ш ш сы .ае » ы в  р а » « а т р и -

ниемому минору знакъ, такъ  что

V  .

j= i

Поэтому 1ш р а ж е 1пе производной

0^ .  ' ' *  '’** *л «*г:1

становится

с)г;„ Ч ' (  V ) -
д с ' ^  ^ L J* j=:l '̂  = 1

В ь  « . «  .10 с »ТЬ v,KU„,e„iS ( П ) .  которы» у » о м е т .о -

р .„ ,т о Г т о » д е с т .е п в о , iL oo'taB ee р а»ев сч .о  |,р и .. .» » е т ъ  .» .№

»' -i Я V
J  ^  =  0 ,

,6 » , на .СИ0..Я1И С..ЙСТ.. ср е д ь ,„ т ел е » . ..«-Ь .гь ..tc™  ™ „ e c , «

V- .

д ,„  , « t o  и а ч е ш й  J  и I ,  ,* о .л егн о р » .о « и Х 1 , услошю

g ^ h .



Таким ъ образомъ получаются равенстиа

^ ^ = 0 .  ^ = 1 , 2 . . . . . .

Поэтому ypauiieHie (Ifi)  плтой |'лаиы аам'княетсл въ разсматриваемомь 
случа'Ь сл'Ьдующимъ

и , =  и ; .

И такъ ,  заключаемъ, что результатъ  исключеп1л изъ ypaBueniji (22) зна- 
4 e n i f i a ^ ,  опред'Ьленныхъ —  (24)-Ы1Чи, п редставллетъ  полный интегралъ 
системы уравпен1й съ частными производными (17).

(». Возвращаемся къ уравнен1ямъ (16). Полный интегралъ  и х ъ  
определяется  при помощи квадратуры и является  искомымъ полнымъ 
интегралом'!, системы (1). Что касается функц1й (8), то o u t  вычис
ляю тся при помощи /U операц1й интегрирован1я норядковъ

/ / ,  11 —  1 , 2 , 1.

Такимъ образомъ мы нриходимъ къ формулирован1ю слЬдуюп1,ей тео
ремы С. Л и :

11рсдпо.юж1шъ и.т ьст ны м и д.^я систс.чы (З )-е й  I пнтсгра.ювъ  
(4 )-ы хь . Е сли  составленный изъ нихъ т рсО п.ш т ель

О (7),, У . )  • • . ( у , ,  <f,)

( < f , ,  9>i) О . . .  I f f . , ,  f f , )
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! ( Ч п  ) ( Т п  4 i )  ■ • ■ о

уничт ож ает ся влиъстп со всгьмн своими миноралш  отъ псрваю  до 
ц — 1-аго порядка включитс.1ЬНо, то разность I— (i предст авляет ся чет- 
нымъ чис.юмъ, по.южимъ Hq , и  задача инт егрироваш я уравн снш  съ 
част ными производны .ш  (1 )  р а зр т и а ет ся  при  помощи п — т —  (> one- 
р а ц гй  инт е 1р и р о ва ш я  порядковъ

(I, /г -  1 , 2 , 1 ,

2н — 2ш  —  2// — 2(>, 2к  — 2т  — 2ц  —  2(> — 2, . . . 4, 2

и  одной квадрат уры.



и

Въ частности число и порлдокъ этихъ  операц1й мо1’утъ быть 
умепьшепы. Это случится, наирим’Ьръ, ucjiKiJi ранъ, когда извЬстны ни 
сколько интегралов'!, длл одной изъ системъ линейны хъ  уравнен1й, 
онред’Ь ллю щ ихъ фуикц1и (14).

7. Доказанное нредложен1е С. Ли лнляетсл однимъ изъ сам ихъ  
зам ^чательн ы хъ  открыт1й его въ Teopin интегрирован!^ уравнен1й съ 
частными производными. Въ V II I  и Х1-омъ т о я а х ъ  „Matlieniatische 
A nnalen" С. Ли нрилагаетъ свои изслЬдован1л къ нрим1фамъ и къ за- 
д а ч ’Ь о трехъ  тФ>лахь *). Въ 1880 году М айеръ носвятилъ ц1;лый ме- 
м уаръ приложен1ямъ приведенной теоремы С. Ли къ интегрирован1ю 
уравнен1й механики **). Не останавливаясь на э ти х ъ  вонросахъ, раз- 
смотримъ только задачу о движ енш  двухъ матс]палъныхъ тонекъ вокругъ 
одной неподвиж ной, п р и  чемъ ваь т ри  т очки прит ят ваю т ся обратно 
пропорц'юнально квадрш пнмъ рсист оянгй. Предложенная задача приво
дится къ ннтегрирован1ю одного уравнен1я съ частными производными 
сл'Ьдуюн;а1'0 вида

1 \ х ^ , х ^ , ■ ■ ■ х ^ , , р.2, ■ ■ ■ р^) =  С-

СоотБ'Ьтствуюп|,ее последнему линейное уравнен1е

(!■', f )  =  0 

и м ^е тъ  три различныхъ интеграла

7/ Tî  Ь'
1 ’ 2 * 3 ’

которые даются „началомъ сохранеш я площ ад ей^ . Эти интегралы удов- 
летворяю тъ услов1ямъ

) =  i<3, { F , , F , )  =  F , , ( F , , F , )  =  F , .

Поэтому въ нашемъ случа'Ь определитель  А  нринимаетъ  видъ

—  121 —
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0 -

F, 0

0

*) В(1. V III, S. 278, § 18; В(1. X I, S. 476, § 4.

**) M iitliem atische A nnaleii, Bd. X V II, S. 332.



и уничтожается тождественно, при чемъ миноры его перваро норлдка  
отличны отъ нуля. Стало-быть, для разсматриваемой задачи

f i = l  , (> =  1 .

Ф ункщ я Ф, о п ред еляется  системой двухъ  уравнен1й

( F , ,  Л =  =  0,

( f , , I) F, +  /•', =  0 ,

И представляется cл'ЬдyIOU^им'ь образомъ

-/j, =  7 ' V + 7 ' V  +  i 'V -

И такъ , наследуемая задача  разреш ается  при помощи трехъ  операц1й 
интегрирован 1я порядковъ 6, 4, 2 и одной квадратуры.

Посл'Ьдн1я вычислен1я можно расположит!, следующимъ об1)азомъ, 
составляя систему т р е х ъ  уравнен1й въ инволюц1и

F = C ,  Ф,  =  С, ,

гд ’1; ( 7 j , 62 — ДВ'Ь произвольныя постоянныя. РазрГ.шивъ нанисанпыя 
уравнен1я относительно т р е х ъ  частны хъ  производныхъ, мы нридемъ къ 
интегрирован1ю канонической системы шести уравнен1й въ полныхъ диф- 
ференщ алахъ . П оследняя  приводится, но Майеру, къ канонической си- 
стем е шести обы кновенныхъ дифференц1альныхъ уравнен1й (см. и® 14 
второй главы). О днако  сл'Ьдуетъ зам етить , что значеп!е функщи Ф, было 
указано еще Якоби *), независимо отъ  изложениой теор1и интегриро- 
ван1я уравнен1й съ частными производными.
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*)  Jacobi, G esaraelte W erk e, Bd. V, S. 153, ii" G4;
Poincare, L es M ethodes N ou velles de la  M ecanique C eleste, 1.1, ij.p. 33—37.



ЗАМЪЧЕННЫЯ ОПЕЧАТКИ.

Стр. строка (Сверху) e.wbcmo должно быть.

1 () У р а в 11ен е 1и я уравнен1я
2 () случяй случай

— 17 vpaBHeiiiii ypaBneiiift

3 20 первого иерваго

— 28 дано дана

Г) 15 возвращ ается возврат,аемсн

7 10 им'Ьемъ им1;етъ

S 24 W e rh e W e rk e

11 15 иейиы хъ ней н ы хъ
— 2G Im schenen tsky Im scl iene tsky

И) 10 иронзводныхъ производны хъ

24 2о У» ?/и+1
■1S 5 и и хъ ук аза н н ы х ъ

34 17 (20). (20)
40 4 iO 9
41 7
— 19 прнводся приводятся

»»=т п—m

47 5 V V
V =  1 V =  1

48 19 ВЫЧИСЛ61ПЯ вычислеп1я.
— 27 уравнсн1й ypaBHenift

— 32 S npericu re S u p e r ieu re

— 35 Logons Le(,‘ons

49 25 воиросовъ вопросахъ

50 — V orlesnugen V orlesungen

d l l .
00 5

дх. dXf.

— 23 %
61 23 заимствоваиъ заимствованъ



—  124 —

Стр. строка (сверху) вмпсто должно быть.

G3 5 проводится приводится
74 ( вм'Ьст’Ь вместо
75 14 случится случиться

7 6 6 разсуждеп1и разсужден1я
78 о ypoB neii if t

д Щ

урав н ен ш

д Н ,
70 23

80 13 (Iz

д Н.
d z

83 11 — Hk

85 5 п - \ - 1 п —т - \ - \
87 19 2. вычеркнуто

88 20
дх/. дх^.

91 7 изъ изъ выражен1я
- 10 Pi V,n+,

92 2 д Н д Щ



Опечатки и исправлен1я въ сочинен1и Н. Н. Салтыкова

„Объ интегрирован1и уравнен1й еъ частными производными 
перваго порядка одной неизвестной ф ^ н к ц 1и “ .

Ъ ц ). Строка ( сверху) влтсто должно быть
Y I Г2 общаго интеграла и нтеграла Конги

J 22 меньше п  +  1 меньше м + 1  и q 
изъ  уравнен1й (1), (2) 
разр'Ьпгимы относи
тельно q изъ иосто- 

ЯННЫХ'Ь С.
3 12 которое не уто- 

ж дествляетъ результатъ  исключе- 
н1я которыхъ изъ ин
теграла  и его произ- 
водныхъ не нредстав- 

ляетъ
4 3 Обратно, Поэтому

7 уравнен1е (6) нравыя части урав- 
нен1я (G)

-— 8 разреш аю тся различны
5 7 тождественно тождественно,
С 15 постоянными постоянными.
8 25 сдучай случай

10 7 данная данны я общаго вида
На 18 страииц-Ь прим'15чан1е должно быть дополнено словами: 

В ъ тр актатах ъ  о диффе1)енц1альныхъ уравнен1лхъ обыкновенно ограни
чиваются доказательствомъ сун1,ествован1я  и х ъ  общ а1’о и н то 'р ал а .  Къ 
настоящ емъ сочинен1и сверхъ того преднолагается,  что одновременно 
съ общими инте]'ралами существуютъ такж е интегралы  разсматрива- 
ем ы хъ  уравнен1й.



Omp Строка (сверху) влтсто должно быть
20 21 V р к
21 1— 2 разр'1ш1е]]1емъ и х ъ разр'Ьшимыхъ

относительно относительио т
22 17 Z-2 Z

29 5 первые нервыя
39 1 У’ , Ч’
41 21 « г +  1 т -\-т

43 2 Л ()
dXk дх^

44 4 d ll i dJli

1 Ч d H д Н1 с»

47 9 ' К
д х . дх,

48 16 тождественно тождественно,
— 22 * **
— 29 **

50 8
51 (j

р  |*+).
(53 3 долж на должна
«7 11 d д
(39 25 д d
73 24 систем'Ь системы

Н а 80, 81, 84, 1 19 страницахъ  l ic i  обозпачен1« с, С должны
быть зам'Ьнены однимъ обо8начен1емъ С.

80 14 г г

103 i Иъ самомъ д'Ьл'Г. Въ самомъ д’Ьл'Ь,
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