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УСРЕДНЕННЫЕ МОДЕЛИ ИЗОТЕРМИЧЕСКОЙ АКУСТИКИ
В КОНФИГУРАЦИИ «ЖИДКОСТЬ–ПОРОУПРУГАЯ СРЕДА»

А.М. МЕЙЕРМАНОВ, С.А. ГРИЦЕНКО, А.А. ГЕРУС

Abstract. We consider a mathematical model of the isothermal acous-
tics in composite medium with two different components: liquid region
and the elastic body perforated by a system of pores, filled the same
liquid. The model is based on the classical axioms of continuum mechanics
and contains rapidly oscillating coefficients that depend on a small para-
meter. Such a model, although precise enough, cannot, however, be used
for numerical calculations. The problem is solved by using homogenization,
i. e. the derivation of the equations not containing rapidly oscillating
coefficients. Separately for the fluid and separately for poroelastic medium
results already obtained previously. In this configuration of the two-
component medium the main problem is the conditions of continuity at
the common boundary between the liquid region and poroelastic region.
In the present work are displayed six homogenized models of different
complexity with the various coefficients characterizing the medium.

Keywords: composite medium, periodic structure, isothermal Stokes
equations, acoustic equation, poro-elasticity, homogenization of periodic
structures, two-scale convergence.

1. Введение

В работе рассматриваются изотермические процессы акустики в гетероген-
ной среде, состоящей из двух компонент – жидкой Ω(f) и упругой Ω. Упругая
компонента представляет собой упругое тело, пронизанное системой пор, за-
полненных жидкостью (поэтому мы называем её пороупругой). Систему запол-
ненных жидкостью пор мы называем поровым пространством и обозначаем Ωε
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твердый скелет обозначаем Ωε
s. Рассматриваемая ограниченная область Q ∈ R3

представляет собой единичный куб: Q = (0, 1)× (0, 1)× (0, 1), в котором поро-
упругая среда занимает область Ω = (0, 1)× (0, 1)× (0, a), 0 < a < 1, а область
Ω(f), занятая жидкостью, есть открытое дополнение области Ω:

Q = Ω ∪ Ω(f) ∪ S(0), S(0) = ∂Ω ∩ ∂Ω(f).

В пороупругой области Ω для неизвестных функций p(x, t) – давления и
w(x, t) – перемещения система уравнений в безразмерных переменных имеет
вид:

(1)
(χε

c̄ 2f
+

1− χε

c̄ 2s

)
p+∇ ·w = 0,

(2)
(
ϱfχ

ε + (1− χε)ϱs
)∂2w
∂t2

= ∇ · P+ ϱεF,

(3) P = χεᾱµD
(
x,
∂w

∂t

)
+ (1− χε)ᾱλD(x,w)− p I.

В области Ω(f) движение жидкости описывается системой уравнений Стокса

(4)
1

c̄ 2f
p+∇ ·w = 0,

(5) ϱf
∂2w

∂t2
= ∇ · P(f) + ϱfF,

(6) P(f) = ᾱµD(x,
∂w

∂t
)− p I.

На общей границе S(0) выполняются условия непрерывности для перемеще-
ний

(7) lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

w(x, t) = lim
x → x0

x ∈ Ω

w(x, t)

и для нормальных компонент моментов

(8) lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

P(f)(x, t) · n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

P(x, t) · n(x0).

Завершают задачу однородные граничные условия

(9) w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST = S × (0, T )

на границе S = ∂Q, и однородные начальные условия

(10) w(x, 0) =
∂w

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ Q.

В уравнениях модели c̄s и c̄f – скорость звука в твердой и жидкой части
соответственно, ϱf и ϱs – безразмерные плотности жидкости в порах и твердого
скелета, соотнесенные со средней плотностью воды ρ 0,

ϱε = ϱf χ
ε + ϱs (1− χε),

I – единичная матрица, F – заданный вектор распределенных массовых сил,

D(x,u) =
1

2
(∇u+∇u∗) – симметрическая часть ∇u.
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Параметры
ᾱµ =

αµ

ατ
, ᾱλ =

αλ

ατ
,

αλ =
2λ

Lg ρ 0
, αµ =

2µ

τLg ρ 0
, ατ =

L

gτ2
,

возникают при переходе к безразмерным переменным:

x → x

L
, w → w

L
, t→ t

τ
, F → F

g
, ρ→ ρ

ρ 0
.

Здесь L есть характерный размер рассматриваемой физической области,
τ — время физического процесса, ρ 0 — плотность воды, g — ускорение силы
тяжести, µ – динамическая вязкость жидкости, λ — коэффициент упругости
твердого скелета.

Мы должны позволить всем безразмерным параметрам ατ , αµ, αλ быть пе-
ременными функциями, зависящими от малого параметра ε, и найти все пре-
дельные режимы системы при ε→ 0. Малый параметр ε мы полагаем равным
отношению среднего размера пор к размеру рассматриваемой области:

ε =
l

L
.

Для того, чтобы воспользоваться теорией усреднения и известными резуль-
татами по усреднению [1] – [6] мы должны ввести еще дополнительные упроща-
ющие геометрические предположения о периодичности порового пространства
и твердого скелета, о связности твердого скелета, о связности порового про-
странства.

Предположение 1. 1) Пусть χ(y) есть 1-периодическая функция, Ys = {y ∈
Y : χ(y) = 0} есть твердая часть единичного куба Y = (0, 1)3 ⊂ R3, и пусть
жидкая часть Yf = {y ∈ Y : χ(y) = 1} есть открытое дополнение твердой
части. Пусть γ = ∂Yf ∩ ∂Ys и γ есть непрерывная липшицева поверхность.

2) Область Eε
f есть периодическое повторение в R3 элементарной ячейки

Y ε
f = εYf и область Eε

s есть периодическое повторение в R3 элементарной
ячейки Y ε

s = εYs.
3) Поровое пространство Ωε

f ⊂ Ω = Ω∩Eε
f есть периодическое повторение

в Ω элементарной ячейки εYf , и твердый скелет Ωε
s ⊂ Ω = Ω ∩ Eε

s есть
периодическое повторение в Ω элементарной ячейки εYs. Липшицева граница
Γε = ∂Ωε

s ∩ ∂Ωε
f есть периодическое повторение в Ω границы εγ.

4) Ys и Yf связные множества.

Предположение 2. Твердый скелет Ωε
s есть связная область.

Предположение 3. Поровое пространство Ωε
f есть связная область.

При выполнении предположения 1

χε(x) = ζ(x)χ(
x

ε
),

где ζ(x) есть характеристическая функция пороупругой области области Ω в
Q, а χε(x) – характеристическая функция порового пространства Ωε

f в Ω.
Мы предполагаем существование конечных или бесконечных пределов

µ0 = lim
ε→0

ᾱµ(ε), λ0 = lim
ε→0

ᾱλ(ε),
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µ1 = lim
ε→0

ᾱµ

ε2
, λ1 = lim

ε→0

ᾱλ

ε2

и выполнение неравенства:∫
QT

(
|F(x, t)|2 + |∂F

∂t
(x, t)|2

)
dxdt = F 2 <∞.

В нашей модели µ0 = 0 (слабосжимаемая жидкость) и 0 < λ0 <∞ (упругий
скелет). Случай λ0 = ∞ (абсолютно твердое тело) здесь не рассматриваем.

Модель (1) – (10) адекватно описывает физические процессы, но исполь-
зовать для расчетов её невозможно из-за быстро осциллирующих коэффици-
ентов. Поэтому мы выводим усредненные модели, уравнения которых не со-
держат быстро осциллирующих коэффициентов. В теореме 1 доказывается
существование и единственность обобщенного решения задачи (1) – (10). В
теоремах 2 и 3 выводятся усредненные модели для односкоростного контину-
ума: µ1 = λ1 = ∞ и 0 6 µ1, λ1 < ∞; в теоремах 4 и 5 – для двухскоростного
континуума: µ1 = ∞, 0 6 λ1 < ∞ и λ1 = ∞, 0 6 µ1 < ∞. В теореме 6 рас-
сматривается случай µ1 = ∞, 0 < λ0 <∞, и в теореме 7 – случай 0 < λ0 <∞,
0 < µ1 < ∞. При выводе усредненных уравнений применяется метод двух-
масштабной сходимости Г. Нгуетсенга [4]–[6] и результаты А. М. Мейрманова
[8]–[12]. Мы используем обозначения функциональных пространств, принятые
в книге [7].

Пусть

ϱε(f) = (1− ζ)ϱf + ζ
(
ϱfχ

ε + (1− χε)ϱs
)
.

Определение 1. Пара функций {wε, p ε} таких, что

wε ∈
◦
W

1,1

2 (QT ), p
ε ∈ L2(QT ),

называется обобщенным решением задачи (1) – (10), если эти функции удо-
влетворяют уравнению неразрывности

(11)
(
(1− ζ)

1

c̄ 2f
+ ζ

(χε

c̄ 2f
+

1− χε

c̄ 2s

))
p ε +∇ ·w ε = 0

почти всюду в QT , и интегральному тождеству

(12)
∫
QT

ϱε(f)
(∂wε

∂t
· ∂φ
∂t

+ F · φ
)
dxdt =

∫
QT

(
ζP + (1 − ζ)P(f)

)
: D(x,φ)dxdt

для всех функций φ таких, что φ ∈
◦
W

1,0

2 (QT ),
∂φ

∂t
∈ L2(ΩT ) и φ(x, T ) = 0

для x ∈ Q.

Здесь и далее в работе используется обозначение:

B : C = tr(BCT ),

где B,C – матрицы.
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2. Основные результаты

Теорема 1. Для всех ε > 0 на произвольном интервале времени [0, T ] суще-
ствует единственное обобщенное решение {wε, p ε} задачи (1) – (10) и для
него справедлива оценка

(13) max
0<t<T

∫
Ω

(
|p ε(x, t)|2 + |∂w

ε

∂t
(x, t)|2 + (1− χε)ᾱλ|D(x,wε)|2

)
dx

+ max
0<t<T

∫
Ω(f)

(
|p ε(x, t)|2 + |∂w

ε

∂t
(x, t)|2

)
dx+

∫ T

0

∫
Ω(f)

χεᾱµ|D(x,
∂wε

∂t
)|2dxdt

+ max
0<t<T

∫
Ω

(
|∂p

ε

∂t
(x, t)|2 + |∂

2wε

∂t2
(x, t)|2 + (1− χε)ᾱλ|D(x,

∂wε

∂t
)|2

)
dx

+ max
0<t<T

∫
Ω(f)

(
|∂p

ε

∂t
(x, t)|2 + |∂

2wε

∂t2
(x, t)|2

)
dx+

∫ T

0

∫
Ω(f)

χεᾱµ|D(x,
∂2wε

∂t2
)|2dxdt

+

∫
ΩT

χεᾱµ

(
|D(x, ∂w

ε

∂t
)|2 + |D(x, ∂

2wε

∂t2
)|2

)
dxdt 6 C0F

2,

где постоянная C0 не зависит от малого параметра ε и коэффициентов ᾱλ, ᾱµ.

Доказательство теоремы стандартно (см., например [7]).

Теорема 2. Пусть {wε, p ε} – обобщенное решение задачи (1) – (10) и

µ1 = λ1 = ∞.

Тогда пределы v =
∂w

∂t
(скорость жидкости) и p (давление) последователь-

ностей {∂w
ε

∂t
} и {p ε} удовлетворяют системе уравнений акустики

(14) ϱf
∂v

∂t
+∇ p = ϱfF,

(15)
1

c̄ 2f

∂ p

∂t
+∇ · v = 0

в области Ω(f) при t > 0, и системе уравнений акустики в области Ω при
t > 0:

(16) ϱ̂
∂v

∂t
+∇ p = ϱ̂F,

(17)
(m
c̄ 2f

+
1−m

c̄ 2s

)∂ p
∂t

+∇ · v = 0,

где величина m характеризует пористость среды:

m =

∫
Y

χ(y)dy.

Соотношения (14) – (17) замыкаются однородным граничным условием

(18) v(x, t) · n(x) = 0,

на границе ST , однородными начальными условиями

(19) p(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0, x ∈ Q
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и условиями непрерывности

(20) lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

v(x, t) · n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

v(x, t) · n(x0),

(21) lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

p(x, t) = lim
x → x0

x ∈ Ω

p(x, t)

на общей границе S(0)
T .

Здесь
ϱ̂ = mϱf + (1−m) ϱs,

n(x) есть нормальный вектор к S в точке x ∈ S, и n(x0) – нормальный
вектор к S(0) в точке x0 ∈ S(0).

Теорема 3. Пусть {wε, p ε} – обобщенное решение задачи (1) – (10) и

0 6 µ1, λ1 <∞.

Тогда пределы v =
∂w

∂t
(скорость жидкости) и p (давление) последователь-

ностей {∂w
ε

∂t
} и {p ε} удовлетворяют в области Ω

(f)
T системе уравнений аку-

стики (14), (15) и системе уравнений акустики в области ΩT , состоящей из
уравнения баланса моментов в форме

(22) v(x, t) =

∫ t

0

B(a)(µ1, λ1; t− τ) · ∇ p (x, τ)dτ + f(x, t),

и уравнения неразрывности (17).
Задача замыкается граничным и начальным условиями (18), (19), и усло-

виями непрерывности (20), (21).
Матрица B(a)(µ1, λ1; t) и функция f(x, t) задаются формулами (54), (55).

Теорема 4. Пусть {wε, p ε} – обобщенное решение задачи (1) – (10),

µ1 = ∞, 0 6 λ1 <∞,

и wε
f = EΩε

f

(
wε

)
– продолжение из Ωε

f в Ω.

Тогда пределы v =
∂w

∂t
(скорость жидкости) и p (давление) последователь-

ностей {∂w
ε

∂t
} и {p ε}, где

(23) v = (1− ζ)v + ζ m
∂wf

∂t
+ ζ

∂w(s)

∂t
= (1− ζ)v + ζ mvf + ζ v(s),

и w(s) и wf – пределы последовательностей {(1 − χε)wε} и {wε
f}, удовле-

творяют в области Ω
(f)
T системе уравнений акустики (14), (15) и системе

уравнений акустики в области ΩT , состоящей из уравнения баланса момен-
тов

(24) mϱf vf + ϱs v
(s) +

∫ t

0

(
− ϱ̂F+∇ p

)
(x, τ)dτ = 0

для жидкой компоненты, уравнения баланса моментов

(25) v(s) − (1−m)vf = −
∫ t

0

B(s)(∞, λ1; t− τ) ·
(
∇ p+ ϱs

(∂vf

∂τ
− F

))
(x, τ)dτ
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для твердой компоненты и уравнения неразрывности

(26)
(m
c̄ 2f

+
(1−m)

c̄ 2s

)∂p
∂t

+∇ ·
(
mvf + v(s)

)
= 0.

Задача замыкается граничным и начальными условиями (18), (19) и усло-
виями непрерывности (20), (21).

В (24) – (25) матрица B(s)(∞, λ1; t) задается формулой (66).

В теореме используется обозначение:

wε
f = EΩε

f

(
wε

)
,

где
EΩε

f
: W1

2(Ω
ε
f ) → W1

2(Ω)

– оператор продолжения из Ωε
f в Ω, такой, что wε

f = wε в Ωε
f × (0, T ), и∫

Ω

|wε
f |2dx 6 C0

∫
Ωε

f

|wε|2dx,
∫
Ω

|D(x,wε
f )|2dx 6 C0

∫
Ωε

f

|D(x,wε)|2dx.

Корректность такого продолжения обоснована в работе C.Conca [13].

Теорема 5. Пусть {wε, p ε} – обобщенное решение задачи (1) – (10),

λ1 = ∞, 0 6 µ1 <∞,

и wε
s = EΩε

s

(
wε

)
– продолжение из Ωε

s в Ω.

Тогда пределы v =
∂w

∂t
(скорость жидкости) и p (давление) последователь-

ностей {∂w
ε

∂t
} и {p ε}, где

(27) v = (1− ζ)v + ζ
∂w(f)

∂t
+ ζ (1−m)

∂ws

∂t
= (1− ζ)v + ζ v(f) + ζ vs,

а w(f) и ws являются пределами последовательностей {χεwε} и {wε
s}, удо-

влетворяют в области Ω
(f)
T системе уравнений акустики (14), (15) и системе

уравнений акустики в области ΩT , состоящей из уравнения неразрывности

(28)
(m
c̄ 2f

+
(1−m)

c̄ 2s

)∂ p
∂t

+∇ ·
(
v(f) + vs

)
= 0,

уравнения баланса моментов

(29) ϱf v
(f) + (1−m)ϱs vs =

∫ t

0

(
ϱ̂F−∇ p

)
(x, τ)dτ

для твердой компоненты и уравнения баланса моментов

(30) v(f) −mvs = −
∫ t

0

B(f)(µ1,∞; t− τ) ·
(
∇ p+ ϱf (

∂vs

∂τ
− F)

)
(x, τ)dτ

для жидкой компоненты.
Задача замыкается граничным и начальными условиями (18), (19) и усло-

виями непрерывности (20), (21).
В (29) – (30) матрица B(f)(µ1,∞; t) задается формулой (75).



56 А.М. МЕЙЕРМАНОВ, С.А. ГРИЦЕНКО, А.А. ГЕРУС

Здесь, как и в предыдущей теореме, wε
s = EΩε

s

(
wε

)
, где

EΩε
s
: W1

2(Ω
ε
s) → W1

2(Ω)

– оператор продолжения из Ωε
s в Ω, такой что wε

s = wε в Ωε
s × (0, T ), и∫

Ω

|wε
s|2dx 6 C0

∫
Ωε

s

|wε|2dx,
∫
Ω

|D(x,wε
s)|2dx 6 C0

∫
Ωε

s

|D(x,wε)|2dx.

Теорема 6. Пусть {wε, p ε} – обобщенное решение задачи (1) – (10),

µ1 = ∞, 0 < λ0 <∞,

и wε
s = EΩε

s

(
wε

)
.

Тогда пределы v =
∂w

∂t
(скорость жидкости), p (давление), и ws (переме-

щение твердой части) последовательностей {∂w
ε

∂t
}, {p ε}, и {wε

s}, где

(31) v = (1− ζ)v + ζ
∂ws

∂t
= (1− ζ)v + ζ vs,

удовлетворяют в области Ω
(f)
T системе уравнений акустики (14), (15) и урав-

нению Ламе

(32) ϱ̂
∂2ws

∂t2
= ∇ ·

(
λ0 N

s
3 : D(x,ws)

)
+ ρ̂F

в области ΩT c однородным граничным условием

(33) v(x, t) · n(x) = 0

на границе ∂Ω(f)\S(0) при t > 0, с однородными начальными условиями

(34) p(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0

для скорости жидкости и давления в области Ω(f), с однородным граничным
условием

(35) ws(x, t) = 0,

на границе ∂Ω\S(0) при t > 0, и однородными начальными условиями

(36) ws(x, 0) =
∂ws

∂t
(x, 0) = 0

для перемещения твердой части в Ω.
На общей границе S(0)

T выполняются условия непрерывности

(37) lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

v(x, t) · n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

∂ws

∂t
(x, t) · n(x0)

и

(38) − lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

p (x, t)n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

(
λ0 N

s
3 : D

(
x,ws(x, t)

))
· n(x0).

Здесь n(x0) – нормаль к S(0) в точке x0 ∈ S(0).
В (32) симметричный положительно определенный постоянный тензор 4

ранга Ns
3 задается формулой (92).
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Теорема 7. Пусть {wε, p ε} – обобщенное решение задачи (1) – (10),

0 < µ1 <∞, 0 < λ0 <∞,

и wε
s = EΩε

s

(
wε

)
.

Тогда пределы v =
∂w

∂t
(скорость жидкости) и p (давление) последователь-

ностей {∂w
ε

∂t
} и {p ε}, где

(39) v = (1− ζ)v + ζ
∂w(f)

∂t
+ ζ (1−m)

∂ws

∂t
= (1− ζ)v + ζ v(f) + ζ vs,

удовлетворяют системе уравнений акустики (14), (15) в области Ω
(f)
T , гра-

ничному и начальным условиям(33) – (34).
В области ΩT предельные функции pf (давление жидкости), wf (переме-

щение жидкости), и ws (перемещение твердой части) последовательностей
{ζ χε p ε}, {ζ χε wε}, и {ζwε

s} удовлетворяют системе усредненных уравнений,
состоящей из уравнения неразрывности

(40)
1

c2f
pf +∇ · w(f) = Cs

0 : D(x,ws) +
cs0
λ0
pf ,

уравнения баланса моментов

(41) ϱf
∂2w(f)

∂t2
+ ϱs

∂2ws

∂t2
= ∇ ·

(
λ0 N

s
2 : D(x,ws)− pf Cs

1

)
+ ϱ̂F

для твердой компоненты и уравнения баланса моментов

(42) −
∫ t

0

B(f)(µ1,∞; t− τ) ·
(
∇ pf + ϱf (

∂2ws

∂τ2
−F)

)
(x, τ)dτ =

∂w(f)

∂t
−m

∂ws

∂t

для жидкой компоненты.
Полученные уравнения замыкаются условиями непрерывности

(43) lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

v(x, t) · n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

(
v(f)(x, t) + (1−m)

∂ws

∂t
(x, t)

)
· n(x0)

и

(44) − lim
x → x0

x ∈ Ω(f)

p (x, t)n(x0) = lim
x → x0

x ∈ Ω

(
λ0 N

s
2 : D

(
x,ws(x, t)− pf Cs

1

))
· n(x0)

на общей границе S
(0)
T , однородными граничными и начальными условиями

(35) и (36) для перемещения твердой части, однородными граничными и на-
чальными условиями

(45) w(f)(x, t) · n(x) = 0, x ∈ ∂Ω\S(0), t ∈ (0, T ),

(46) w(f)(x, 0) = 0, x ∈ Ω

для перемещения жидкости.
В (40) – (45) n(x0) – нормальный вектор к S(0) в точке x0 ∈ S(0), n(x)

– нормальный вектор к ∂Ω в точке x ∈ ∂Ω, симметричный положительно
определенный постоянный тензор 4 ранга Ns

2, матрицы Cs
0 и Cs

1, постоян-
ная cs0 заданы формулами (84), (85) и (86), а матрица B(f)(µ1,∞; t) описана
формулой (75).
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3. Предварительные сведения. Двухмасштабная сходимость

Метод двухмасштабной сходимости был предложен Г. Нгуетсенгом (см. [4],
[5]) и нашел широкое применение в задачах усреднения (см., например, обзор
[6]).

Последовательность {wε} ⊂ L2(ΩT ) называется двухмасштабно сходящейся
к функции W (x, t,y) ∈ L2(ΩT ×Y ), 1-периодической по переменной y ∈ Y , если
для любой функции σ = σ(x, t,y), 1-периодической по y справедливо равенство

lim
ε→0

∫
ΩT

wε(x, t)σ(x, t,
x

ε
)dx dt =

∫
ΩT

( ∫
Y

W (x, t,y)σ(x, t,y)dy
)
dx dt,

где Y = [0, 1)3 – ячейка периодичности.
Существование и основные свойства двухмасштабно сходящихся последова-

тельностей установлены в следующих теоремах.

Теорема 8 (Теорема Нгуетсенга для скалярных функций). 1. Любая огра-
ниченная в L2(ΩT ) последовательность {wε} содержит подпоследователь-
ность, двухмасштабно сходящуюся к некоторой функции W ∈ L2(ΩT × Y ),
1-периодической по y.

2. Пусть последовательности {wε} и {ε∇wε} равномерно ограничены в
L2(ΩT ).

Тогда существует функция W = W (x, t,y) 1-периодическая по y, и подпо-
следовательность {wε} такая что W, ∇yW ∈ L2(ΩT × Y ), и подпоследова-
тельности {wε} и {ε∇wε} двухмасштабно сходятся к W и ∇yW соответ-
ственно.

3. Пусть последовательности {wε} и {∇wε} ограничены в L2(ΩT ).
Тогда существуют функции w ∈ L2(ΩT ) и W ∈ L2(ΩT × Y ) и подпосле-

довательность из {∇wε} такая, что функция W является 1-периодической
по y, ∇w ∈ L2(ΩT ), ∇yW ∈ L2(ΩT × Y ), и подпоследовательность {∇wε}
двухмасштабно сходится к функции ∇w(x, t) +∇yW (x, t,y).

4. Пусть σ ∈ L2(Y ) и σε(x) = σ(
x

ε
). Пусть последовательность {wε} ⊂

L2(ΩT ) двухмасштабно сходится к W ∈ L2(ΩT × Y ). Тогда последователь-
ность {σεwε} двухмасштабно сходится к функции σW .

Теорема 9 (Теорема Нгуетсенга для вектор-функций). 1. Любая ограни-
ченная в L2(ΩT ) последовательность {wε} содержит подпоследовательность,
двухмасштабно сходящуюся к некоторой функции W ∈ L2(ΩT × Y ), 1-перио-
дической по y.

2. Пусть последовательности {wε} и {εD(x,wε)} равномерно ограничены
в L2(ΩT ).

Тогда существует функция W = W(x, t,y), 1-периодическая по y, и под-
последовательность {wε} такая, что W, ∇yW ∈ L2(ΩT × Y ), и подпоследо-
вательности {wε} и {εD(x,wε)} двухмасштабно сходятся в L2(ΩT ) к W и
D(y,W) соответственно.

3. Пусть последовательности {wε} и {D(x,wε)} ограничены в L2(ΩT .
Тогда существуют функции w ∈ L2(ΩT ) и W ∈ L2(ΩT ×Y ) и подпоследова-

тельность из {D(x,wε)} такие, что функция W является 1-периодической
по y, D(x,w) ∈ L2(ΩT ), D(y,W) ∈ L2(ΩT × Y ), и подпоследовательность
{D(x,wε)} двухмасштабно сходится к функции D(x,w) +D(y,W).
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Заметим, что слабая сходимость и двухмасштабная сходимость связаны со-
отношением:

wε(x)⇀

∫
Y

W(x,y)dy.

Нам также будет необходима следующая лемма.

Лемма 1. Пусть последовательность {wε(x, t)} слабо сходится в L2(ΩT ) к
w(x, t) и двухмасштабно сходится к W (x, t,y),

α(ε)∥∇wε∥2,ΩT
6 C,

где C не зависит от ε, и

lim
ε→0

α(ε)

ε
= ∞,

Тогда W (x, t,y) = w(x, t).

Доказательство. Пусть Ψ(x, t,y) – произвольная гладкая скалярная функ-
ция, периодическая по y. Последовательность {σε

j}, где

σε
j =

∫
ΩT

α(ε)
∂wε

∂xj
(x, t)Ψ(x, t,

x

ε
)dx dt,

равномерно по ε ограничена. Поэтому∫
ΩT

ε
∂wε

∂xj
(x, t)Ψ(x, t,

x

ε
)dx dt =

ε

α(ε)
σε
j → 0

при ε→ 0, что эквивалентно равенству∫
ΩT

∫
Y

W (x, t,y)
∂Ψ

∂yj
(x, t,y)dy dx dt = 0, j = 1, ..., n,

или
W (x, t,y) = w(x, t).

�

4. Доказательство теорем 2 – 5

Главная проблема в доказательстве этих теорем состоит в условиях непре-
рывности на общей границе S(0) между областями Ω(f) и Ω. Эти условия сле-
дуют из предельного интегрального тождества

(47)

−
∫
QT

p(x, t) (∇·φ) dxdt =
∫
QT

∫
Y

ϱ(f)(x,y)
(
F−∂

2W(x, t,y)

∂t2
)
·φ(x, t)dy dx dt

для любой гладкой функции φ ∈
◦
W

1,0

2 (QT ), и интегрального тождества

(48)
∫
QT

((
(1− ζ)

1

c̄ 2f
+ ζ(

m

c̄ 2f
+

1−m

c̄ 2s
)
)∂ p(x, t)

∂t
ψ −∇ψ · ∂w(x, t)

∂t

)
dxdt = 0

для любой гладкой функции ψ ∈W 1,0
2 (QT ).

Здесь W(x, t,y) – двухмасштабный предел последовательности {wε}, и

ϱ(f)(x,y) =
(
1− ζ(x)

)
ϱf + ζ(x)

(
ϱf χ(y) +

(
1− χ(y)

)
ϱs)

)
.
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Для всех случаев (47) и (48) влекут систему уравнений акустики (14) и (15)
в области Ω

(f)
T , условия непрерывности (20) и (21) на общей границе S(0) и

уравнение неразрывности(m
c̄ 2f

+
1−m

c̄ 2s

)∂ p
∂t

+∇ · ∂w
∂t

= 0

в области ΩT .
Все различия сконцентрированы в уравнении динамики в области ΩT и в

представлении скорости смеси
∂w

∂t
.

4.1. Доказательство теоремы 2.

4.1.1. Предельный переход. Из теоремы 1 следует ограниченность последова-

тельностей {pε}, {wε}, {∂
2wε

∂t2
} и {α(ε)∇wε}, где α2(ε) = min{ᾱµ, ᾱλ}, в норме

L2(QT ) и L2(QT ). Следовательно, из них можно выделить слабо сходящиеся в
L2(QT ) и L2(QT ) при ε→ 0 подпоследовательности (для которых мы сохраня-
ем те же обозначения):

pε ⇀ p, wε ⇀ w,
∂2wε

∂t2
⇀

∂2w

∂t2
.

Заметим также, что

ᾱλ(1− ζ)D(x,wε) → 0, ᾱµ

(
ζ + (1− ζ)χε

)
D(x,wε) → 0

сильно в норме L2(QT ) при ε→ 0.
Согласно теореме Нгуетсенга, существуют 1-периодические по y функции

P (x, t,y) и W(x, t,y) такие, что последовательности {pε}, {wε} и {∂w
ε

∂t
} схо-

дятся двухмасштабно в L2(QT ) и L2(QT ) к P (x, t,y), W(x, t,y),
∂W

∂t
соответ-

ственно.
Из условий теоремы следует, что

lim
ε→0

α(ε)

ε
= ∞.

Применяя лемму 1, мы заключаем, что

W(x, t,y) = w(x, t).

Лемма 2. При условии µ0 = 0, 0 6 λ0 <∞ двухмасштабный предел последо-
вательности {pε} совпадает со слабым пределом:

P (x, t,y) = p(x, t).

Доказательство. Действительно, переходя к двухмасштабным пределам в ин-
тегральном тождестве (12) с пробной функцией φ = εh(x, t)φ0(

x

ε
), получаем:∫

QT

h(x, t)
( ∫

Y

P (x, t,y)∇y ·φ0(y)dy
)
dxdt = 0.

Это означает, что
∇yP (x, t,y) = 0, y ∈ Y,

что эквивалентно равенству P (x, t,y) = p(x, t). �
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4.1.2. Усредненные уравнения. В этом случае из предельного интегрального
тождества (47) следует уравнение динамики

ϱ̂
∂2w

∂t2
= −∇ p+ ϱ̂F

в области ΩT , совпадающее с уравнением (16), так при µ1 = λ1 = ∞ мы имеем

представление v =
∂w

∂t
для скорости смеси.

4.2. Доказательство теоремы 3.

4.2.1. Предельный переход. Из ограниченности последовательностей {pε}, {wε},

{∂
2wε

∂t2
}, {ε∇wε} и {ε∇(

∂wε

∂t
)} следует существование слабых пределов

pε ⇀ p, wε ⇀ w,
∂2wε

∂t2
⇀

∂2w

∂t2

в L2(QT ) и L2(QT ) при ε→ 0.
Согласно теореме Нгуетсенга, существует 1-периодическая по y функция

W(x, t,y) такая, что последовательности {pε}, {wε}, {∂
2wε

∂t2
}, {ε∇wε} и {ε∇(

∂wε

∂t
)}

сходятся двухмасштабно в L2(QT ) и L2(QT ) к

p(x, t), W(x, t,y),
∂2W(x, t,y)

∂t2
, ∇yW(x, t,y), ∇y(

∂W(x, t,y)

∂t
)

соответственно. (Здесь, как и в предыдущей теореме, P (x, t,y) = p(x, t)). Тео-
рема Нгуетсенга гарантирует также, что

W,
∂2W

∂t2
, ∇yW, ∇y(

∂W

∂t
) ∈ L2(QT × Y ).

4.2.2. Микроскопические и макроскопические уравнения. Для вывода микро-
скопического уравнения баланса моментов выполним предельный переход при
ε → 0 в интегральном тождестве (12), выбрав пробную функцию φ в форме
φ = h(x, t)φ0(

x

ε
), где φ0(y) – 1-периодическая по y функция, соленоидальная

в Y . В результате получим равенство∫
QT

(
a(x, t)h+ p(x, t) · ∇h

)
dxdt = 0,

где

a(x, t) =

∫
Y

(
ϱ(y)

∂2W

∂t2
·φ0 +

(
µ1χ(y)D(y,

∂W

∂t
)

+ λ1
(
1− χ(y)

)
D(y,W)−Π I

)
: D(y,φ0)

)
dy ∈ L2(QT ).

Из полученных соотношений следует микроскопическое уравнение баланса
моментов:

(49) ϱ(y)
∂2W

∂t2
= ∇y ·

(
µ1χ(y)D

(
y,
∂W

∂t

)
+ λ1

(
1− χ(y)

)
D(y,W)−Π I

)
−∇ p+ ϱ(y)F, y ∈ Y, t > 0,

где
ϱ(y) = ϱf χ(y) + ϱs

(
1− χ(y)

)
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и ∇ p ∈ L2(QT ). Предельный переход в уравнении неразрывности дает микро-
скопическое уравнение неразрывности

∇y · W = 0, y ∈ Y.

Эти уравнения замыкаются однородными начальными условиями

W(x,y, 0) =
∂W

∂t
(x,y, 0) = 0, y ∈ Y.

Периодическое решение задачи ищем в виде

W(x, t,y) =
3∑

i=1

∫ t

0

W(i)(y, t− τ)
∂p

∂xi
(x, τ)dτ +

3∑
i=1

∫ t

0

W
(i)
F (y, t− τ)Fi(x, τ)dτ,

Π(x, t,y) =
3∑

i=1

∫ t

0

Π(i)(y, t− τ)
∂p

∂xi
(x, τ)dτ +

3∑
i=1

∫ t

0

Π
(i)
F (y, t− τ)Fi(x, τ)dτ,

где
F(x, t) =

(
F1(x, t), F2(x, t), F3(x, t)

)
.

В свою очередь, пары {W(i), Π(i)}, и {W(i)
F , Π

(i)
F } для i = 1, 2, 3 есть решения

периодических начально-краевых задач в области Y для t > 0

(50) ϱ(y)
∂2W(i)

∂t2
= ∇y ·

(
µ1χ(y)∇y

(∂W(i)

∂t

)
+ λ1

(
1− χ(y)

)
∇yW

(i) −Π(i) I
)
, ∇y · W(i) = 0,

(51) W(i)(y, 0) = 0, ϱ(y)
∂W(i)

∂t
(y, 0) = −ei, y ∈ Y,

и

(52) ϱ(y)
∂2W

(i)
F

∂t2
= ∇y ·

(
µ1χ(y)∇y

(∂W(i)
F

∂t

)
+ λ1

(
1− χ(y)

)
∇yW

(i)
F −Π

(i)
F I

)
, ∇y · W(i)

F = 0,

(53) W
(i)
F (y, 0) = 0,

∂W
(i)
F

∂t
(y, 0) = ei, y ∈ Y

соответственно.
Таким образом,

∂W

∂t
=

3∑
i=1

∫ t

0

∂W(i)

∂t
(y, t− τ)

∂ p

∂xi
(x, τ)dτ +

3∑
i=1

∫ t

0

∂W
(i)
F

∂t
(y, t− τ)Fi(x, τ)dτ,

и

∂w

∂t
=

3∑
i=1

∫ t

0

⟨∂W
(i)

∂t
⟩Y (t− τ)

∂ p

∂xi
(x, τ)dτ

+

3∑
i=1

∫ t

0

⟨
∂W

(i)
F

∂t
⟩Y (y, t− τ)Fi(x, τ)dτ

=

∫ t

0

B(a)(µ1, λ1; t− τ) · ∇ p (x, τ)dτ + f(x, t),
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где

(54) B(a)(µ1, λ1; t) =

3∑
i=1

⟨∂W
(i)

∂t
⟩Y (t)⊗ ei,

(55) f(x, t) =
3∑

i=1

∫ t

0

⟨
∂W

(i)
F

∂t
⟩Y (y, t− τ)Fi(x, τ)dτ.

Здесь матрица a⊗ b определяется как

(a⊗ b) · c = a(b · c),

для любых векторов a, b, c.

4.3. Доказательство теоремы 4.

4.3.1. Предельный переход. Из ограниченности последовательностей {pε}, {wε
f},

{
∂2wε

f

∂t2
}, {αλ∇wε}, {(1−ζ)(1−χε)wε} и {(1−ζ)(1−χε)

∂2wε

∂t2
} в L2(QT ) и L2(QT )

следует существование подпоследовательностей и функций p, wf , w(s) таких,
что

(56) pε ⇀ p, wε
f ⇀ wf ,

∂2wε
f

∂t2
⇀

∂2wf

∂t2
,

(1− ζ)(1− χε)wε ⇀ w(s), (1− ζ)(1− χε)
∂2wε

∂t2
⇀

∂2w(s)

∂t2

слабо в L2(QT ) и L2(QT ) при ε→ 0.
Согласно теореме Нгуетсенга и лемме 2 существует 1-периодическая по y

функция W(x, t,y) такая, что последовательности

{pε}, {wε
f}, {wε}, {(1−χε)wε}, {∂

2wε

∂t2
}, {ε∇wε} сходятся двухмасштабно в

L2(QT ) и L2(QT ) к

p(x, t), wf (x, t), W(x, t,y),
(
1 − χ(y)

)
W(x, t,y),

∂2W(x, t,y)

∂t2
, ∇yW(x, t,y)

соответственно.
Теорема Нгуетсенга также гарантирует, что

(57) W,
∂2W

∂t2
, ∇yW ∈ L2(QT × Y )

и

(58) W(x, t,y) = χ(y)wf (x, t) +
(
1− χ(y)

)
W(x, t,y).

4.3.2. Микроскопические и макроскопические уравнения. Для этого случая ско-
рость смеси задана формулами:

∂W

∂t
(x, t,y) = χ(y)

∂wf (x, t)

∂t
+
(
1− χ(y)

)∂W
∂t

(x, t,y),

∂w

∂t
= m

∂wf

∂t
+
∂w(s)

∂t
, w(s)(x, t) =

∫
Y

(
1− χ(y)

)
W(x, t,y)dy.

Как и в предыдущих теоремах, интегральное тождество (47) влечет уравне-
ние динамики (24) для жидкой компоненты.
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Получим представление (25) для твердой компоненты. Чтобы вывести урав-
нение баланса моментов для твердой компоненты, выполним предельный пе-
реход при ε → 0 в интегральном тождестве (12) с пробной функцией φ =

h(x, t)φ0(
x

ε
, t), где h(x, t) гладкая и финитная в ΩT , а 1-периодическая по y

гладкая функция φ0(y) соленоидальна и финитна в Ys.
Если W(s) =

(
1−χ(y)

)
W, то пара {W(s), Π(s)} удовлетворяет микроскопи-

ческому уравнению динамики для твердой компоненты

(59) ϱs
∂2W(s)

∂t2
=
λ1
2
△yW

(s) −∇yΠ
(s) −∇ p,

микроскопическому уравнению неразрывности

∇ ·W(s) = 0

в области Ys, и начальным условиям

(60) W(s)(x, 0,y) =
∂W(s)

∂t
(x, 0,y) = 0, y ∈ Ys.

В силу теоремы Нгуетсенга W(s), ∂2W(s)/∂t2,∇yW
(s) ∈ L2(QT × Ys). Эти

условия вместе с формулой (58) обеспечивают граничное условие

(61) W(s)(x, t,y) = wf (x, t), (y, t) ∈ γ × (0, T )

Решения {W(s), Π(s)} периодических начально-краевых задач (59) – (61)
имеют вид

W(s) = wf (x, t) +
3∑

i=1

∫ t

0

W
(s)
i (y, t− τ)

( ∂p
∂xi

(x, τ) + ϱs
∂2wf

∂t2
(x, τ)

)
dτ,

Π(s)(x, t,y) =
3∑

i=1

∫ t

0

Π
(s)
i (y, t− τ)

( ∂p
∂xi

(x, τ) + ϱs
∂2wf

∂t2
(x, τ)

)
dτ,

где {W(s)
i , Π

(s)
i } , i = 1, 2, 3, в свою очередь, являются решениями периодиче-

ских начально-краевых задач

(62) ϱs
∂2W

(s)
i

∂t2
=
λ1
2
△yW

(s)
i −∇yΠ

(s)
i , (y, t) ∈ Ys × (0, T ),

(63) ∇y ·W(s)
i (y, t) = 0, (y, t) ∈ Ys × (0, T ),

(64) W
(s)
i (y, 0) = 0, ϱs

∂W
(s)
i

∂t
(y, 0) = ei, y ∈ Ys,

(65) W
(s)
i (y, t) = 0, (y, t) ∈ γ × (0, T ).

Однозначная разрешимость задач (62) – (65) следует из энергетического
тождества ∫

Ys

(
ϱs|

∂W
(s)
i

∂t
(y, t)|2 + λ1

2
|∇W

(s)
i (y, t)|2

)
dy =

(1−m)

ϱs
.
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Задача (62) – (65) для соленоидальных функций W
(i)
s , равных нулю на γ и при

t = 0, понимается как интегральное тождество∫ T

0

∫
Ys

(
ϱs
∂W

(s)
i

∂t
· ∂φ
∂t

− λ1∇W
(s)
i : ∇φ

)
dydt =

∫
Ys

ei ·φ(y, 0)dy

для любой соленоидальной 1-периодической гладкой функции φ, равной нулю
на γ и при t = T . По определению

∂w(s)

∂t
(x, t) =

∫
Ys

∂W(s)

∂t
(x, t,y)dy

= (1−m)
∂wf

∂t
−
∫ t

0

( 3∑
i=1

( ∫
Ys

∂W
(s)
i

∂t
(y, t− τ)dy

)
⊗ ei

)
·
(
∇ p (x, τ)

+ ϱs
∂2wf

∂τ2
(x, τ)

)
dτ = (1−m)

∂wf

∂t

−
∫ t

0

B(s)(∞, λ1; t− τ) ·
(
∇ p (x, τ) + ϱs

∂2wf

∂τ2
(x, τ)

)
dτ,

где

(66) B(s)(∞, λ1; t) =
3∑

i=1

( ∫
Ys

∂W
(s)
i

∂t
(y, t)dy

)
⊗ ei.

4.4. Доказательство теоремы 5. Здесь скорость смеси задана формулами
∂W

∂t
(x, t,y) = χ(y)

∂W

∂t
(x, t,y) +

(
1− χ(y)

)∂ws

∂t
(x, t),

∂w

∂t
=
∂w(f)

∂t
+ (1−m)

∂ws

∂t
, w(f)(x, t) =

∫
Y

χ(y)W(x, t,y)dy.

Интегральное тождество (47) влечет уравнение динамики (29) для твердой
компоненты. Докажем представление (30) для жидкой компоненты.

Если мы положим W(f) = χ(y)W, то предельное интегральное тождество
для пары {W(f), Π(f)} эквивалентно дифференциальному уравнению

(67) ϱf
∂2W(f)

∂t2
=
µ1

2
△y

(∂W(f)

∂t

)
−∇yΠ

(f) −∇ p(x, t)

в области Yf × (0, T ), начальным условиям

(68) W(f)(x, 0,y) =
∂W(f)

∂t
(x, 0,y) = 0, y ∈ Yf

и граничному условию

(69) W(f)(x, t,y) = ws(x, t), (y, t) ∈ γ × (0, T ).

Таким образом, решение {W(f), Π(f)} периодической начально-краевой за-
дачи (67) – (69) имеет вид

W(f) = ws(x, t) +
3∑

i=1

∫ t

0

W
(f)
i (y, t− τ)

( ∂p
∂xi

(x, τ) + ϱf
∂2ws

∂τ2
(x, τ)

)
dτ,

Π(f)(x, t,y) =
3∑

i=1

∫ t

0

Π
(f)
i (y, t− τ)

( ∂p
∂xi

(x, τ) + ϱf
∂2ws

∂τ2
(x, τ)

)
dτ,



66 А.М. МЕЙЕРМАНОВ, С.А. ГРИЦЕНКО, А.А. ГЕРУС

где {W(f)
i , Π

(f)
i } , i = 1, 2, 3, в свою очередь, есть решения следующих перио-

дических начально-краевых задач:

(70) ϱf
∂2W

(f)
i

∂t2
=
µ1

2
△y(

∂W
(f)
i

∂t
)−∇yΠ

(f)
i , (y, t) ∈ Yf × (0, T ),

(71) ∇y ·W(f)
i (y, t) = 0, (y, t) ∈ Yf × (0, T ),

(72) W
(f)
i (y, 0) = 0, ϱf

∂W
(f)
i

∂t
(y, 0) = ei, y ∈ Yf ,

(73) W
(f)
i (y, t) = 0, (y, t) ∈ γ × (0, T ).

По определению,

(74)
∂w(f)

∂t
(x, t) =

∫
Yf

∂W(f)

∂t
(x, t,y)dy

= m
∂ws

∂t
−
∫ t

0

( 3∑
i=1

( ∫
Yf

∂W
(f)
i

∂t
(y, t−τ)dy

)
⊗ei

)
·
(
∇ p (x, τ)+ϱf

∂2ws

∂τ2
(x, τ)

)
dτ

= m
∂ws

∂t
−
∫ t

0

B(f)(µ1,∞; t− τ) ·
(
∇ p (x, τ) + ϱf

∂2ws

∂τ2
(x, τ)

)
dτ,

где

(75) B(f)(µ1,∞; t) =
3∑

i=1

( ∫
Yf

∂W
(f)
i

∂t
(y, t)dy

)
⊗ ei.

5. Доказательство теорем 6 и 7

5.0.1. Предельный переход. Для этих случаев двухмасштабный предел P (x, t,y)
последовательности {pε} задается формулой

(1− ζ) p+
ζ

m
χ(y) pf (x, t) + ζ

(
1− χ(y)

)
Ps(x, t,y).

Для µ1 = ∞ (в теореме 6) двухмасштабный предел W последовательности
{wε} есть

W(x, t,y) = ws(x, t),

и для µ1 <∞ (в теореме 7)

W(x, t,y) = χ(y)W(x, t,y) +
(
1− χ(y)

)
ws(x, t).

Двухмасштабный предел {wε
s} равен {ws(x, t)}, и двухмасштабный предел

последовательности {D(x,wε
s)} есть

D
(
x,ws(x, t)

)
+ D

(
y,U(x, t,y)

)
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5.0.2. Микроскопические и макроскопические уравнения. Интегральное тожде-
ство (47) заменяется на

(76)
∫
QT

(
ζ λ0

(
mD(x,w) + ⟨D(y,U)⟩Ys

)
− p(x, t) I

)
: D(x,φ)dxdt

=

∫
QT

∫
Y

ϱ(f)(x,y)
(
F− ∂2W(x, t,y)

∂t2
)
·φ(x, t)dy dx dt

с любыми гладкими функциями φ, равными нулю на границе ∂Q, а интеграль-
ное тождество (48) заменяется на

(77)
∫
QT

(
η

∫
Y

(1− ζ

c̄ 2f
+

( χ
c̄ 2f

+
1− χ

c̄ 2s

)
ζ
)∂P (x, t,y)

∂t
dy −∇η · ∂w

∂t

)
dx dt = 0

с любыми гладкими функциями η(x, t).
В (76)

ϱ(f)(x,y) =
(
1− ζ(x)

)
ϱf + ζ(x)

(
ϱfχ(y) +

(
1− χ(y)

)
ϱs
)
.

Соотношения (76) и (77) дают систему уравнений акустики (14), (15) в Ω
(f)
T ,

усредненные уравнения баланса моментов (32) и (40), уравнение неразрывно-
сти (41) в ΩT , условия непрерывности (37), (38), (43), и (44) на общей границе
S
(0)
T , и граничные условия (33) и (45).
Предельные функции ws и pf удовлетворяют в области ΩT макроскопиче-

скому уравнению неразрывности для жидкой компоненты

(78)
m

c2f
pf +m∇ ·ws = ⟨∇y ·U⟩Ys .

Действительно, мы можем записать уравнение неразрывности в виде∫
ΩT

( 1

c2f
χεp εξ(x, t)−wε · ∇ξ(x, t)

)
dxdt =

∫
ΩT

(1− χε)ξ(x, t)∇ ·wε
sdxdt.

Переход к пределу при ε→ 0 дает∫
ΩT

( 1

c2f
χεp εξ(x, t)−wε · ∇ξ(x, t)

)
dxdt

→
∫
ΩT

(
ξ
m

c2f
pf −ws · ∇ξ

)
dxdt =

∫
ΩT

ξ
(m
c2f
pf +∇ ·ws

)
dxdt,

∫
ΩT

(1− χε)∇ ·wε
sξ(x, t)dxdt→

∫
ΩT

ξ
(
(1−m)∇ ·ws + ⟨∇y ·U⟩Ys

)
dxdt.

Используя теорему Нгуетсенга, получаем требуемое уравнение (78).
Запишем теперь уравнение неразрывности в области Ωε

s в следующей форме

(1− χε)p ε = −c2s(1− χε)∇ ·wε
s,

и интегральное тождество в следующей форме

(79) Iεf + Iεs =

∫
ΩT

ϱεF · φdxdt,

где

Iεf =

∫
ΩT

χεαµD(x,vε) : D(x, φ)dxdt+
∫
ΩT

χε pε∇ · φdxdt,



68 А.М. МЕЙЕРМАНОВ, С.А. ГРИЦЕНКО, А.А. ГЕРУС

Iεs =

∫
ΩT

(1− χε)
(
λ0D(x,wε

s) : D(x, φ) + c2s(∇ ·wε
s)(∇ · φ)

)
dxdt

= λ0

∫
ΩT

(1− χε)
(
N(0) : D(x,wε

s)
)
: D(x, φ)dxdt,

и

N(0) =
3∑

i,j=1

Jij ⊗ Jij +
c2s
λ0

I⊗ I.

Здесь использовано обозначение:

Jij = 1/2(ei ⊗ ej + ej ⊗ ei),

тензор четвертого ранга A⊗B определяется следующим образом:

(A⊗B) : C = A(B : C)

для любого тензора второго ранга С.
Перейдем к пределу при ε→ 0 в интегральном тождестве (79) с двумя раз-

личными типами пробных функций. Вначале используем пробную функцию
φ = φ(x, t) а затем пробную функцию φ = εh(x, t)φ0(

x

ε
). Получим макроско-

пическое уравнение баланса моментов

(80) ∇ ·
(
λ0 N

(0) :
(
(1−m)D(x,ws) + ⟨D(y,U)⟩Ys

))
−m∇p+ ϱ̂F = 0

и микроскопическое уравнение баланса моментов

(81) ∇y ·
(
(1− χ)

(
N(0) :

(
D(x,ws) + D(y,U)

)
+

1

λ0
p I

))
= 0.

Чтобы вычислить Ns
2 и Cs

1 мы должны решить (81) и найти ⟨D(y,U)⟩Ys как
оператор от D(x,ws) и p.

Пусть U
(ij)
2 (y) и U

(0)
2 (y) есть решения периодических задач

(82) ∇y ·
(
(1− χ)

(
N(0) :

(
J(ij) + D(y,U(ij)

2 )
)))

= 0,

и

(83) ∇y ·
(
(1− χ)

(
N(0) : D(y,U(0)

2 ) + I
))

= 0

в Y .
Разрешимость задач (82) и (83) следует из энергетических тождеств∫
Ys

(
N(0) : D(y,U(ij)

2 )
)
: D(y,U(ij)

2 )dy = −
∫
Ys

(
N(0) : J(ij)

)
: D(y,U(ij)

2 )dy,∫
Ys

(
N(0) : D(y,U(0)

2 )
)
: D(y,U(0)

2 )dy = −
∫
Ys

I : D(y,U(0)
2 )dy(= −⟨∇ ·U(0)

2 ⟩Ys)

и соответствующих энергетических оценок.
Таким образом, решение U задачи (81) имеет вид

U(x, t,y) =

3∑
i,j=1

U
(ij)
2 (y)Dij(x, t) +

1

λ0
p(x, t)U

(0)
2 (y).
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Поэтому

⟨D(y,U)⟩Ys =

3∑
i,j=1

⟨D(y,U(ij)
2 )⟩YsDij +

1

λ0
p ⟨D(y,U(0)

2 )⟩Ys

=
( 3∑

i,j=1

⟨D(y,U(ij)
2 )⟩Ys ⊗ J(ij)

)
: D(x,ws) +

1

λ0
p ⟨D(y,U(0)

2 )⟩Ys ,

и

(84) Ns
2 = N(0) :

(
(1−m)

3∑
i,j=1

Jij ⊗ Jij +
3∑

i,j=1

⟨D(y,U(ij)
2 )⟩Ys ⊗ J(ij)

)

(85) Cs
1 = m I− ⟨D(y,U(0)

2 )⟩Ys .

Выразим правую часть (78), используя (84):

⟨∇y ·U⟩Ys =

3∑
i,j=1

⟨∇y ·U(ij)
2 ⟩YsDij +

1

λ0
p⟨∇y ·U(0)

2 ⟩Ys

=
( 3∑
i,j=1

⟨∇y ·U(ij)
2 ⟩YsJij

)
: D(x,ws) +

( 1

λ0
⟨∇y ·U(0)

2 ⟩Ys

)
p.

Таким образом,

(86) Cs
0 =

3∑
i,j=1

⟨∇y ·U(ij)
2 ⟩YsJij , cs0 = ⟨∇y ·U(0)

2 ⟩Ys .

Очевидно, cs0 < 0.
Если µ1 = ∞, то ws = w, и

pf =
1

β

(
I+ Cs

0

)
: D(x,ws) = C̃ : D(x,ws),

∇ ·
(
λ0 N

s
2 : D(x,ws)− pf Cs

1

)
+ ϱ̂F = 0,

где

β =
m

c2f
− cs0
λ0

> 0.

Два последних уравнения можно привести к виду

(87) ∇ ·
((
λ0 N

s
2 + Cs

1 ⊗ C̃
)
: D(x,ws)

)
+ ϱ̂F = 0.

5.0.3. Симметричность и положительная определенность тензора Ns
3. По-

кажем, что тензор Ns
3, записанный в форме

Ns
3 = λ0 N

s
2 + Cs

1 ⊗ C̃,

является симметричным и положительно определенным.
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Используя макроскопическое уравнение неразрывности (78) для жидкой ком-
поненты, перепишем микро- и макроскопические уравнения баланса моментов
(80) и (81) как

(88) ∇y ·
(
(1− χ)

(
D(y,U) +

c2s
λ0

(∇y ·U)I+
c2f
λ0

⟨∇y ·U⟩YsI

+ D(x,ws) + (
c2s − c2f
λ0

)(∇ · ws) I
))

= 0,

(89) ∇ ·
((

(1−m)D(x,ws) + ⟨D(y,U⟩Ys)
)
+ (

c2s − c2f
λ0

)⟨∇y ·U⟩YsI

+
(
(1−m)

c2s
λ0

+m
c2f
λ0

)
)
(∇ · ws) I

)
+

1

λ0
ρ̂F = 0.

Подставляя в (88)

U =
3∑

i,j=1

U
(ij)
3 (y)Dij +U

(0)
3 (y)(∇ ·ws),

мы приходим к следующим периодическим краевым задачам в Ys:

(90) ∇y ·
(
(1− χ)

(
D(y,U(ij)

3 ) + Jij +
c2s
λ0

∇y ·U(ij)
3 I+

c2f
λ0

⟨∇y ·U(ij)
3 ⟩YsI

))
= 0,

(91)

∇y ·
(
(1−χ)

(
D(y,U(0)

3 )+ (
c2s − c2f
λ0

)I+
c2s
λ0

∇y ·U(0)
3 I+

c2f
λ0

⟨∇y ·U(0)
3 ⟩Ys

I
))

= 0.

Однозначная разрешимость этих задач при условиях

⟨U(ij)
3 ⟩Ys

= ⟨U(0)
3 ⟩Ys

= 0

следует из энергетических тождеств∫
Ys

((
D(y,U(ij)

3 )+Jij
)
: D(y,U(ij)

3 )+
c2s
λ0

(∇y·U(ij)
3 )2

)
dy+

c2f
λ0

(∫
Ys

∇y·U(ij)
3 dy

)2

= 0,

∫
Ys

(
D(y,U(0)

3 ) : D(y,U(ij)
3 ) +

c2s
λ0

(∇y ·U(0)
3 )2

)
dy

+
c2f
λ0

(∫
Ys

∇y ·U(0)
3 dy

)2

+ (
c2s − c2f
λ0

)

∫
Ys

∇y · Ũ0dy = 0.

Таким образом,

(92) Ns
3 = (1−m)

3∑
i,j=1

Jij ⊗ Jij +
(
(1−m)

c2s
λ0

+m
c2f
λ0

)
I⊗ I

+

3∑
i,j=1

⟨D(y,U(ij)
3 )⟩Ys ⊗ Jij + (

c2s − c2f
λ0

)

3∑
i,j=1

⟨∇ · U(ij)
3 ⟩YsI⊗ Jij

+ ⟨D(y,U(0)
3 )⟩Ys ⊗ I+ (

c2s − c2f
λ0

)⟨∇ · U(0)
3 ⟩YsI⊗ I.
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Пусть ζ = (ζij) и η = (ηij) – произвольные симметричные матрицы,

Y ζ =
3∑

i,j=1

U
(ij)
3 ζij , Y η =

3∑
i,j=1

U
(ij)
3 ηij , Y 0

ζ = U
(0)
3 tr ζ, Y 0

η = U
(0)
3 tr η.

Тогда

(93)
(
Ns

3 : ζ
)
: η = (1−m)ζ : η +

(
(1−m)

c2s
λ0

+m
c2f
λ0

)
tr ζ tr η

+ (
c2s − c2f
λ0

)⟨∇ · Y ζ⟩Ys tr η + ⟨D(y,Y ζ)⟩Ys : η

+ ⟨D(y,Y 0
ζ)⟩Ys : η + (

c2s − c2f
λ0

)⟨∇ · Y 0
η⟩Ys tr ζ.

Симметричность тензора Ns
3 в форме(

Ns
3 : ζ

)
: η =

(
Ns

3 : η
)
: ζ

следует из равенств

(94)
(
⟨D(y,U(ij)

3 ) : D(y,U(kl)
3 )⟩Ys + ⟨D(y,U(kl)

3 )⟩Ys : Jij
)

+
c2s
λ0

⟨∇y ·U(ij)
3 ∇y ·U(kl)

3 ⟩Ys

+
c2f
λ0

⟨∇y ·U(ij)
3 ⟩Ys ⟨∇y ·U(kl)

3 ⟩Ys = 0,

(95) ⟨D(y,U(0)
3 ) : D(y,U(0)

3 )⟩Ys +
c2s
λ0

⟨(∇y ·U(0)
3 )2⟩Ys

+ (
c2s − c2f
λ0

)⟨∇y ·U(0)
3 ⟩Ys +

c2f
λ0

(
⟨∇y ·U(0)

3 ⟩Ys

)2
= 0,

(96)
(
⟨D(y,U(ij)

3 ) : D(y,U(0)
3 )⟩Ys + ⟨D(y,U(0)

3 )⟩Ys : Jij
)

+
c2s
λ0

⟨∇y ·U(ij)
3 ∇y ·U(0)

3 ⟩Ys +
c2f
λ0

⟨∇y ·U(ij)
3 ⟩Ys ⟨∇y ·U(0)

3 ⟩Ys = 0,

(97) ⟨D(y,U(0)
3 ) : D(y,U(kl)

3 )⟩Ys + (
c2s − c2f
λ0

)⟨∇y ·U(kl)
3 ⟩Ys

+
c2s
λ0

⟨∇y ·U(0)
3 ∇y ·U(kl)

3 ⟩Ys +
c2f
λ0

⟨∇y ·U(0)
3 ⟩Ys ⟨∇y ·U(kl)

3 ⟩Ys ,

которые получаются умножением (90) и (91) на U
(kl)
3 и U(0) и интегрированием

по частям.
Действительно, перепишем эти соотношения в форме

(98) ⟨D(y,Y ζ) : D(y,Y η)⟩Ys + ⟨D(y,Y η)⟩Ys : ζ

+
c2s
λ0

⟨∇y · Y ζ ∇y · Y η⟩Ys +
c2f
λ0

⟨∇y · Y ζ⟩Ys ⟨∇y · Y η⟩Ys = 0,
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(99) ⟨D(y,Y 0
ζ) : D(y,Y

0
η)⟩Ys +

c2s
λ0

⟨∇y · Y 0
η ∇y · Y 0

ζ⟩Ys

+ (
c2s − c2f
λ0

)⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys tr η +

c2f
λ0

⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys ⟨∇y · Y 0

η⟩Ys = 0,

(100) ⟨D(y,Y ζ) : D(y,Y 0
η)⟩Ys + ⟨⟨D(y,Y 0

η)⟩Ys : ζ

+
c2s
λ0

⟨∇y · Y ζ ∇y · Y 0
η⟩Ys +

c2f
λ0

⟨∇y · Y ζ⟩Ys ⟨∇y · Y 0
η⟩Ys = 0,

(101) ⟨D(y,Y 0
ζ) : D(y,Y η)⟩Ys + (

c2s − c2f
λ0

)⟨∇y · Y η⟩Ys tr ζ

+
c2s
λ0

⟨∇y · Y 0
ζ ∇y · Y η⟩Ys +

c2f
λ0

⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys ⟨∇y · Y η⟩Ys

и просуммируем равенства (93) и (98) – (101):(
Ns

3 : ζ
)
: η = (1−m)ζ : η + ⟨D(y,Y ζ)⟩Ys : η + ⟨D(y,Y η)⟩Ys : ζ

+ ⟨D(y,Y ζ) : D(y,Y η)⟩Ys + ⟨D(y,Y 0
ζ) : D(y,Y

0
η)⟩Ys + ⟨D(y,Y 0

η)⟩Ys : ζ

+ D(y,Y 0
ζ)⟩Ys

: η + ⟨D(y,Y ζ) : D(y,Y 0
η)⟩Ys

+ ⟨D(y,Y 0
ζ) : D(y,Y η)⟩Ys

+
c2s
λ0

(
(1−m)tr ζ tr η + ⟨∇ · Y ζ⟩Ys tr η + ⟨∇y · Y η⟩Ys tr ζ

+ ⟨∇y · Y ζ ∇y · Y η⟩Ys + ⟨∇y · Y 0
η ∇y · Y 0

ζ⟩Ys + ⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys tr η

+ ⟨∇ · Y 0
η⟩Ys tr ζ + ⟨∇y · Y ζ ∇y · Y 0

η⟩Ys + ⟨∇y · Y 0
ζ ∇y · Y η⟩Ys

)
+

+
c2f
λ0

(
m2 tr ζ tr η −m ⟨∇y · Y ζ⟩Ys

tr η −m ⟨∇y · Y η⟩Ys tr ζ

+ ⟨∇y · Y ζ⟩Ys
⟨∇y · Y η⟩Ys

+ ⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys

⟨∇y · Y 0
η⟩Ys

−m ⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys

tr η

−m ⟨∇y · Y 0
η⟩Ys tr ζ + ⟨∇y · Y ζ⟩Ys ⟨∇y · Y 0

η⟩Ys + ⟨∇y · Y 0
ζ⟩Ys ⟨∇y · Y η⟩Ys

)
.

Таким образом,(
Ns

3 : ζ
)
: η = ⟨

(
D(y,Zζ) + ζ

)
: D(y,Zη) + η

)
⟩Ys

+
c2s
λ0

⟨(∇y ·Zζ + tr ζ)(∇y ·Zη + tr η)⟩Ys

+
c2f
λ0

(
⟨∇y ·Zζ⟩Ys −m tr ζ

)(
⟨∇y ·Zη⟩Ys −m tr η

)
,

где Zζ = Y ζ + Y 0
ζ .

Последнее соотношение показывает симметричность тензора Ns
3 и положи-

тельную определенность. В частности, для ζ = η

(Ns
3 : ζ) : ζ = ⟨

(
D(y,Zζ) + ζ

)
: D(y,Zζ) + ζ

)
⟩Ys

+
c2s
λ0

⟨(∇y ·Zζ + tr ζ)2⟩Ys +
c2f
λ0

(
⟨∇y ·Zζ⟩Ys −m tr ζ

)2
.
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Поэтому,

(Ns
3 : D(x,ws)

)
: D(x,ws) > a0 D(x,ws) : D(x,ws), a0 = const > 0.

6. Обозначения

c.2 ∇u, ∇ · w – операции вычисления градиента и дивергенции произво-
дятся по переменной x всюду в работе, кроме тех случаев, когда эти операции
снабжены нижним индексом y. В этих случаях дифференцирование выполня-
ется по переменной y.
c.2 χε(x) – характеристическая функция порового пространства Ωε

f ∈ Ω,
c.4 ζ(x) – характеристическая функция пороупругой области Ω ∈ Q,
c.2 ϱf – безразмерная плотность жидкости в порах, соотнесенная со сред-

ней плотностью воды ρ 0,
c.2 ϱs – безразмерная плотность твердого скелета, соотнесенная со средней

плотностью воды ρ 0,
c.2 ϱε = ϱf χ

ε + ϱs (1− χε),
c.4 ϱε(f) = (1− ζ)ϱf + ζ

(
ϱfχ

ε + (1− χε)ϱs
)
,

c.6 ϱ̂ = mϱf + (1−m) ϱs,
c.9 ϱ(f)(x,y) =

(
1− ζ(x)

)
ϱf + ζ(x)

(
ϱf χ(y) +

(
1− χ(y)

)
ϱs)

)
,

c.12 ϱ(y) = ϱf χ(y) + ϱs
(
1− χ(y)

)
,

c.5 B : C = tr(BCT ), где B,C – тензоры второго ранга,
c.13 матрица a ⊗ b определяется как (a ⊗ b) · c = a(b · c), для любых

векторов a, b, c,
c.14

⟨∂W
(i)

∂t
⟩Y =

∫
Y

∂W(i)(y, t)

∂t
dy

c.17 Jij = 1/2(ei⊗ej +ej ⊗ei), тензор четвертого ранга A⊗B определяется
следующим образом:

(A⊗B) : C = A(B : C)

для любого тензора второго ранга С.
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