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Рассматриваются процессы изотермической акустики в композитной среде с двумя раз
личными компонентами: упругое тело и пороупругая среда с заполненным слабосжимае
мой жидкостью поровым пространством. Исследуется разрешимость начально-краевой за
дачи и выводятся усредненные модели для различных случаев.
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HOM OGENISATION OF TH E ISOTHERM AL ACOUSTICS M ODELS 
IN THE CONFIGURATION ELASTIC BODY -  POROUS-ELASTIC M EDIUM

A.M. Meirmanov, A.A. Gerus, S.A. Gritsenko

BelSU, Russia

We consider isothermal acoustics in composite medium with two different components. Compos
ite medium is consist from some elastic body and porous-elastic medium. Porous-elastic medium 
is filled with a fluid. Unique existence o f the generalized solution o f boundary-value problem is 
proved. Homogenized models are derived in various cases.
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1. В ведение и п о с та н о в к а  зад ач и
В ш ироком круге областей техники и естествознания возникаю т задачи, связанные 

с исследованием  ф изических процессов, происходящ их в неоднородны х средах. В част
ности, это процессы  распространения волн в композитны х материалах, распространение 
возмущ ений в естественны х подземны х грунтах и т.д. М одели неоднородны х сред 
обычно представляю т собой смесь двух или более фаз с различны м и м еханическим и 
свойствами. К ак правило, процессы  в естественны х неоднородны х средах или ком по
зитны х м атериалах описы ваю тся диф ф еренциальны ми уравнениям и с бы стро осцилли
рую щ им и коэффициентами. Эти быстро осциллирую щ ие коэф фициенты  делаю т практи
чески невозмож ной численную  реализацию  модели. О тсю да возникает задача вывести 
усредненны е уравнения, то есть уравнения, не содерж ащ ие быстро осциллирую щ их ко
эффициентов.

Для построения усредненны х м оделей часто используется предполож ение о перио
дичности структуры  вклю чений м атериала одной фазы в другую . Такое предполож ение
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упрощ ает задачу о построении усредненны х моделей. П од усредненны м и моделями по
нимаю тся такие краевые задачи для уравнений или систем с постоянны ми или относи
тельно медленно меняю щ имися характеристикам и, что реш ения краевых задач для ис
ходны х м оделей сходятся (в некотором смысле) к реш ению  соответствую щ их уравнений 
для усредненной модели, когда период рассм атриваем ой периодической структуры  
стремится к нулю. Задачам, связанным с построением  усредненны х характеристик силь
но неоднородны х сред, посвящ ено больш ое количество работ российских и зарубеж ны х 
авторов (например, [1-5]).

В данной статье исследуется математическая модель акустики в гетерогенной сре

де с двумя компонентами, разделенны м и общ ей границей S 0 . О дна из ком понент пред

ставляет собой упругое тело Q ( s ) , другая -  пороупругую  среду Q , состоящ ую  из твер
дого скелета Qs и порового пространства Q f , заполненного слабосж им аем ой ж идко

стью. У пругие свойства твердого м атериала в Q ( s) и Q  м огут различаться. Д иф ф ерен
циальные уравнения точной модели, описы ваю щ ие движ ение упругого тела и совм ест
ное движ ение твердого скелета и ж идкости в порах, базирую тся на классических законах 
м еханики сплош ной среды. Сф орм улированная ниже начально-краевая задача с боль
ш ой степенью  точности представляет ф изический процесс на микроскопическом  уровне. 
Н о м атематическая модель физического объекта, размер которого, как правило, изм еря
ется сотнями метров, содерж ит коэффициенты , осциллирую щ ие на масш табе в несколь
ко микрон (характерный размер пор). П оэтому наш а работа посвящ ена выводу усред
ненных моделей. П осле перехода к безразм ерны м  переменны м в м одели появляется м а
лы й параметр s . М ы  полагаем  его равны м  отнош ению  среднего размера пор l к харак
терному размеру рассм атриваем ой области L . П ричем  от s зависят не только коэф ф и

циенты  дифф еренциальны х уравнений а ц, , а ^ 0 , но и геометрия рассм атриваем ой об

ласти. Вы вод усредненны х уравнений вы полняется на основе подхода, предлож енного 
Р. Барридж ем, Д. К еллером  [6] и Э. С анчес-П аленсия [7]. П рим еняется метод двухм ас
ш табной сходимости Г. Н гуетсенга [8-10]. В доказательствах теорем  использую тся ре
зультаты  А.М . М ейрманова [11-16] и результаты  о разреш имости краевых задач из мо
нографии О.А. Л ады ж енской, В .А  Солонникова, Н .Н. У ральцевой [17]. Из той ж е моно
графии мы берем  и обозначения ф ункциональны х пространств. Ч тобы  воспользоваться 
теорией усреднения и методом двухм асш табной сходимости, мы долж ны  ввести уп ро
щ аю щ ие геометрические предполож ения.

Предположение 1.
1) Пусть х (У) -  1-периодическая функция, Ys = {y  е Y  : х (У) = 0} -  твердая часть

3 3
единичного куба Y = (0,1) е  R , и пусть жидкая часть Yf  = {у  е Y  : х ( у ) = 1} есть от
крытое дополнение твердой части. Пусть у = dYf  n  dYs и у есть непрерывная липши- 
цева поверхность.

s 3 s2) Область E f  -  периодическое повторение в R элементарной ячейки Y f = sY f и
s 3 sобласть Es есть периодическое повторение в R элементарной ячейки Ys =sYs .

3) Поровое пространство Of  ^  Q  = Q n Ef  есть периодическое повторение в Q 

элементарной ячейки sYf , и твердый скелет Q^ ^ Q  = Q n E f  есть периодическое по
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вторение в Q элементарной ячейки 8 Ys . Липшицева граница Г 8 = S Q f n  OQS есть пе
риодическое повторение в Q границы 8 у .

4) Ys и Y f связные множества.

Предположение 2.

Твердый скелет QS есть связная область.
Предположение 3.

Поровое пространство Q f  есть связная область.

При выполнении предположения 1 х 8 (х) = С(х ) х (х  / г ) , где £( х) -  характеристиче

ская функция области Q в Q , х 8 (х ) -  характеристическая функция порового простран

ства Q f  в Q .

Рассматриваемая ограниченная область Q eR  представляет собой единичный куб 

Q=(0,1)х(0,1)х(0,1), в котором пороупругая среда занимает область Q =(0,1)x(0,1)x(0, a ),

О < a < 1, а область Q (s) (упругое тело) есть открытое дополнение области Q : Q=

=(0,1) х (0,1) х (0 ,1), S (0) = 0Q n  0Q (s) .

Движение смеси в области Q при t > 0 описывается системой уравнений *

х2 + 1 2х p  + V- w  = 0 , (1)
1 Cf Cs J

(p  f  Xs + (1 - X 8 )P s )  = V- P + P8F , (2)

p  = X8 a nD ^х, j  + ( 1 -  X8 ) (XXD (  w ) -  p i . (3)

Движение упругого тела Q (s) при t > 0 описывается уравнениями Ламе

( -(0 ) . 2 P +  V ' w = 0 -
(c s )

(4)

p SO) °_w  = V . p (s) + p S0)F,
ot

(5)

P (s) = a ^ D  (х , w ) -  p i , (6)

*
где D (х, w ) = 0.5(Vw + Vw ) есть симметрическая часть тензора Vw . В уравнениях мо
дели w  (перемещение) и p  (давление) -  неизвестные функции, все остальные функции

являются заданными. Параметры ) и Cs ) -  безразмерные постоянные Ламе для упру-
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гого тела в области Q s , cs и c f  -  скорость звука в твердой и жидкой части соответст

венно, P ( s ) -  тензор напряжений в упругом теле, -  безразмерная плотность упруго

го тела, р8 = р f  х 8 + (1 - X 8)рs , Р f  и ps соответственно означают безразмерные плотно

сти твердого скелета и жидкости в порах, соотнесенные со средней плотностью воды 

р0 , р -  динамическая вязкость жидкости, g  -  ускорение силы тяжести, F -  заданный 
вектор распределенных массовых сил.

На общей границе S (0) выполняются условия непрерывности перемещений:

lim  w (х, t) = lim  w (x, t)
0 4 '  v 0x — x

xeQ(s)
x — x 
xeQ

(7)

и нормальных компонент моментов

lim P (s)(x, t) • n (x 0) = lim P (x, t) • n (x 0).
x — x
xeQ(s)

x — x 
xeQ

(8)

Замыкают задачу однородные граничные условия 

w (x , t) = 0 , (x , t) e  ST = S  x (0, T )

на границе S  = 0Q , и однородные начальные условия

(9)

w (x , 0) = ° ^ (x, 0) = 0, x e  Q . 
ot

(10)

Мы предполагаем, что существуют (конечные или бесконечные) пределы:

lim а ц (8) = р0 , lim ах  (8) = X0 , lim а^0) (8) = х00)
8 ——0 8 ——0 8 — 0

lim 0 * 0  = Ц1> lim OX<8> = х 1, lim ^  = х (0).
8—0 82 8—0 82 8—0 82

о а р а хЗдесь ар = — , ах  = , а т =
L

а,, =■
2р

,2 ’ '"Р т 0 , а Х X 0
gt Т ^ р  Lgр

2X

а Т а Т
. В нашей модели жидкость

слабосжимаема, т .е . Р0 = 0 , и твердое тело является упругим , т .е . 0 < X0 < да. 

Пусть

|  И  x  t )f
q t  v

0F( x, t) 2Л

ot
dxdt = F 2 < да, р (S) = (1 -С)р̂  + с(р^ 8 + (1 -х8 )р?).

J

Определим обобщ енное решение задачи (1)-(10).
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о 1,1
Определение. Назовем пару функций (w s ,p 8) таких, что w 8 e W 2 (Qt ),

p 8 e  L^(Qt ), обобщенным решением задачи (1 )-(10 ), если они удовлетворяют уравнению 
неразрывности

(1 - С ) —
1

(  8 .
+ С

X , 1 - х
-2  ' -2

1 c f  Cs JJ
p  8 + V - w 8 = 0 (11)

почти всюду в Qt и интегральному тождеству

I P(s)
Qt

dw 8 5ф
---------- -  + F

dt dt

\
ф dxdt = |  ( p  + (1 - С ) P (s)) :  D (x, ф)dxdt

J  Qt

(12)

о 1,0
для всех функций ф таких, что ф e  W 2 (Qt ) ,  дф/ dt e L2 (Q t ) ,  Ф(x, t) = 0, x e  Q .

TЗдесь и далее используется обозначение: B:C  = tr(B C  ) ,  где B , C  -  тензоры  вто

рого ранга.

2. Т еорем а  су щ е ств о в ан и я  и ед и н ствен н о сти  обобщ енного  р еш ен и я

Теорема 1. При всех 8 >  0 на произвольном интервале времени (0,T) существует 
единственное обобщенное решение (w 8, p 8 ) задачи (1 )-(10), и

m ax I
0<t <T q

p  8 ( x, t)
dw 8 ( x, t)

dt
+ (1 - x 8 )ах  D (x, w 8 ) dx +

+ max
0<t <T

q ',( s )
p 8 (x, t)

dw 8 ( x, t)
dt + (1 - X 8 ) a l0) D ( x, w  8 ) dx +

+ m ax I
0<t<T J

q

dp8 (x, t)
dt

d 2w  8 ( x, t)
d t2

+ (1 - X8 ) а х
D ( dw 8 )
D( x - y r )

2 Л

dx +

+ m ax
0<t <T ( s )q 1

+ X а и

dp8 ( x, t)

I  x
qt

dt

D ( dw 8 )
D( x ’n r )

d 2 w  8 ( x, t)
dt2 + (1 - X 8 ) a i 0)

D ( dw 8 )
D( x - y r )

2 Л

dx +

2 8  
nr  d w
D( x - y y )

2 Л

dxdt < C,0 (13)

-  -  -(0 )где постоянная C0 не зависит от 8 и от параметров а ц , а х , ах
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Доказательство. Д оказательство теорем ы  вы полняется по стандартной схеме, из
ложенной, например, в м онограф ии [17], и основы вается на энергетических тож дествах:

1 d
2 dt Q

1 d
2 dt

(
dw  8

p
dt

V

(

j p s
Q( s)

V

+ ( l - X 8) D ( x ,w 8) : D (x ,w s)

Л

dx +

dw8

dt
+ ( l  -  X8) c4 0)D (x, w 8) : D (x, w 8) + —  ̂

V / /-(0

( ( - )

dx +

■ | x s
Q

dw 84 dw \ l  , p 8 _  dw 8a^D(x, - ): D (x,—— )
dt dt dx = j p {s)F  ' ~ d̂ dx , 

Q dt

1 d
2 dt Q

1 d
2 dt

(
p8 d 2 w  8
p

V
dt2

(

j Ps -
Q( s)

V

dw8
dt

dw 8
+ ( 1 - X8) a ^D ( x , — ): D (  x , - г - )dt

dp
dt

2 Л

dx +

2 8

d t2
Л 8\ (0 )~ , dw8, dw \  1

+ I1 - X )  D (x ,^ ): D (x ,^ ) + 7—  '  ’ dt dt /—(0

1 dp 8

( 0) )2
dt

dx +

(  ~\2 8 —2 8 7 —ixri Г2 8r 8 — d w  4 _  d w  „ , f 8 dF d w  ,
■Jx a ^D (x , ^ ) :D ( x , — d x  = j p (s) --г  — г г * * •
Q l  dt d t )  Q d t d t

j

□

3. У ср ед н ён н ы е  м одели

Теорема 2. Пусть (w 8, p 8) -  обобщенное решение задачи (1 )-(10 ) и 0 < 4 01 < да,

^ 1 = ^ 1 = да. Тогда пределы w  и p  последовательностей {w8} и {p 8} удовлетворяют 
уравнению динамики в форме интегрального тождества

j  ((1 - О ( 0)D (x ,w ) -  p I  ) : D (x, ф)dxdt = j
QT QT V

d2 w  ̂  

d t2
• ф *х* (14)

о 1,0
для любой функции ф е  W 2 (Qt ) ,  и уравнению неразрывности в форме интегрального 
тождества

(С

(1 - С )
QT VV

-(0)
V c s )

+ С

(
m 

~
V cf

\
1 -  m 

-2
cs

dp w dw
— ш - V w ------
dt dt

dxdt = 0 (15)
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1,0
для любой гладкой функции y e  W 2 (Qt ) . Здесь

p5 = С1 -  С(*)) р !0) + С(х)р , p = mP f  + (1 -  m)Ps m = J X(У)dy .

Задача (14), (15) замыкается однородными граничными условиями 

w ( х, t) = 0

на границе ST \  0ОТ и однородными начальными условиями 

Ow( х ,0 )
w (х ,0) =  Ь-— '- = 0 , х e  Q .

ot

(16)

(17)

Заметим, что интегральные тождества (14), (15) эквивалентны системе Ламе 

1

Й 01)2
p  + V- w  = 0 ,

р ' 01
02w

V-(X00)D ( х, w ) -  p I  ) + pS0>Fdt

в области Q js) и системе акустики

Р 02w 

p Ot2

f
= -V p  + p F ,

m 1 -  m
-2 -2
Cf Cs )

° P + V ° w  = 0
Ot Ot

в области Q,T . Эти уравнения завершаются условиями непрерывности

lim  w (х ,t) • n (х0) = lim  w (х , t) • n (х 0) ,
х —̂ х0 х —̂ х0
хеО(s) хеО

lim0 (X00) (D (х , w (^ t) ) -  P1 )• n ( х0 ) = lim0 p ( х , t )n ( х0 )
х—х
хеО(s)

х—х 
хеО

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

на общей границе S j° \ граничным и начальным условиями (16), (17), граничным услови
ем

w  (х, t) • n (  х 0) = 0 (23)

на границе ST \  O Q j) и начальными условиями

p(  х ,0 ) = 0 ,  w ( х ,0 ) = Ow( х ,0 ) = 0 , х е О . (24)
Ot
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Теорема 3. Пусть (w s , p 8) -  обобщенное решение задачи (1 )-(10 ) и 0 < 4 0) < да, 

0 < ^ i , ^ 1 <да. Тогда пределы w и p  последовательностей {ws } и {p s } удовлетворяют

в области Q ^ ) системе уравнений Ламе (18), (19), граничным и начальным условиям 
(16), (17) и усредненному уравнению

m 1 -  m 
+ --2

Cf
-2
Cs

dp
St

+ V • f  = - V  • j  m B(a )(^ 1, ^ 1; t -  x) • V p(x, x)dx (25)

в области QT . Эти уравнения замыкаются условием непрерывности

(  \

lim d W( X ill• n (x 0)
X^X0 dt v '

xeQ(s)

(26)

и условием непрерывности (22) на общей границе граничным условием

t
jm B (a)( ^ 1, ^ 1; t - x )  • V p(x, x)dx^ n (x ) = - f  (x, t) • n (x ) (27)
0

на границе dQT \  ST0) и начальным условием

p(  x ,0 ) = 0 ,  x e Q  . (28)

В  (25 )-(27 ) матрица B (a) ( ^ 1, ^ 1; t -  x) и функция f  (x, t) определяются формулами:

( ) 3  /  dW (i) \
b (a)(^ b * 1 t - x )  = ^ —— J (t) ® ei ,

3 t / dW (i) \
f  (x, t) = Z j  ^ dF I  (>’, t - x ) Fi(x, x)dx

(29)

(30)

Теорема 4. Пусть (w s , p s ) -  обобщенное решение задачи (1 )-(10), 0 < < да,

^1 = да, 0 < * 1  <да и w  f  = E q (w 8) -  продолжение из Q f  в Q . Тогда пределы w и p

последовательностей {w8} и {p 8} удовлетворяют в области Q ^ ) системе Ламе (18), 

(19), граничному и начальному условиям (16), (17). В области QT давление смеси p, пре

делы w (s) и w f  последовательностей {(1 - х 8)w 8} и { w f } удовлетворяют системе 
усредненных уравнений, состоящей из уравнения неразрывности

m 
- Г
cf

1 -  m 
-2
Cs

*  + V .
dt

dw
m

dt
f  dw' J +

(s) >

dt
=  0 . ( 31)
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уравнения баланса моментов

11

dw
тр f -

dt
f  dw'
-  + P s dt

( s ) t
+ j ( p  f  + Vp ) ( x, x )d  x = 0

0
(32)

для жидкой компоненты и уравнения баланса моментов

dw (s) dw - i (s)
—  (1 - m) ^ — = - j B( )(^ ^ i ; t - x ) 'dt dt 0

VP  + P s
(г, 2 d w f

dx2
-  F ( x, x) d x (33)

J J

для твердой компоненты.
Задача замыкается граничным условием (22) и граничным условием

lim ^ w l M . n (x0) =
0 dtx ̂  x

xeQ(s)

lim
x ̂  x 0 
xeQ

m dw f  (x ,t) dw s (x, t)

dt dt
n( x0)

на общей границе ST0), граничным условием

dw -  dw ( s)
m n ( x ) = 0

dt dt
\  У

на границе ST \  dQ js) и начальными условиями 

w -  (x ,0 ) = w (s)( x ,0 ) = 0 , x e Q  .

В уравнении (33) матрица B (s)(ro, ^ ;  t -  x) определяется формулами:

B (s)( ^ ,  I p  t - x )  = X<
dW O')

i=1 dt

p sB ( s )( ^ ,0 )  = (1 -  m )I -
i=1
I  V у П  ((s)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

В теорем е используется обозначение: w f  = E q -  (w 8), где E q-  : w 2 ( Q f ) ^  w 2 (Q ) 

оператор продолж ения из Q f  в Q  такой, что w f  = w 8 в Q f  x (0, T ) и

j  |w f  dx < C0 j  |w 8 d x , j  |D (x, w f  ) dx < C0 j  |d (x, w 8)
Q Q8f Q

d x . (39)
Q8f

Ys

Здесь применяется известная лем м а К. К онки о продолж ении (см. [18]).



12 А.М. Мейрманов, А.А. Герус, С.А. Гриценко

Теорема 5. Пусть (w 8, р 8) -  обобщенное решение задачи (1 )-(10), 0 <*0°> < да, 

0 < ^ i  < да, ^1 = да и wS = E q (w 8) -  продолжение из Q.Bs в Q . Тогда пределы w и p  по

следовательностей {ws } и {p 8} удовлетворяют в области QTf) системе Ламе (18), 

(19), граничному и начальному условиям (16), (17). В области QT давление смеси р, пре

дельные функции w ( f ) и w s последовательностей {x8w 8} и {wS} удовлетворяют сис
теме усредненных уравнений, состоящих из уравнения неразрывности

(
m 1 -  m 
~

V cf
-2  + ‘ -2 

Cs
Sp + v .
dt

dw f  
St

+ (1 -  m) Sw s
dt

= 0,

уравнения баланса моментов

p f dw(f)  

dt
dw

+ (1-  m )p s - d ^  = J ( F  -  vP ) (x , T)d  t

(40)

(41)

для твердой компоненты и уравнения баланса моментов

dw (f )

dt
-  m-dw

dt

(  (  a2
-  = - J b ( f  W  да; t - t) • v p + p  f  

0

2̂ sd w ЛЛ

St2
-  F ( x, t) d t

J J

для жидкой компоненты.
Задача замыкается граничным условием (22) и граничным условием

f

lim ^ w f M . n (x 0) =
x ̂  x0 dt
xeQ(s)

Л

lim
x ̂  x 0 
xeQ

S w (f )(X, t ) -  ( 1 -  m ) S w s( x, t )
dt dt

n ( x 0)

на общей границе St0 , граничным условием

\(  dw(f ) dw
+ (1 -  m) s

V
n ( x ) = 0

Jdt dt

на границе St \  dQTs) и начальными условиями 

w ( f )(x ,0 ) = w  s ( x ,0 ) = 0 , x e Q  .

В уравнении (42) матрица B ( f  )(p,1, да; t - t) определяется формулами

i ( f )(( f . 3  SW;(f )
b ( f  )(р ь  да; t - t) = X (

i=1 dt

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
Y



Усредненные модели изотермической акустики в конфигурации ... 13

В теорем е используется обозначение: w  S = E q 8 (w  s ) , где E Q  : w 2 (Q 8) ^  w 2(Q ) -
Q s Q s

оператор продолж ения из QS в Q  такой, что wS = w 8 в QS x (0, T) и

J |w S dx < C0 J |w 8 d x , J |d ( x, w S) dx < C0 J |d (x, w 8)
Q q 8 Q

d x .
Qf

(48)

4. Д о к а за т е л ь с тв о  теорем  2 -5

О сновная трудность здесь заклю чается в граничны х условиях на общ ей границе

S (0). Эти условия следую т из предельного интегрального тож дества (15) и интегрально
го тож дества

J ( (1 - с я О 0^ ^  w ) -  p I ) : D ( x, ) d t = J J p( s )(x  y )
Qt Qt y

f
F

V

d 2W ( x, t, y  ) 

dt2

Л

J
•ф( x, t) dydxdt, (49)

где W  (x, t, y ) есть двухм асш табны й предел последовательности {w 8 ) и

p(S) (x , У ) = ( 1 -  C(x)) p S0) +  C (x )(p f  X(y ) +  ( 1 -  X(y ) ) p s ) .

И з соотнош ения (49) следует уравнение динамики Л аме (19) и граничное условие (22) на

общ ей границе S (0). И з интегрального тож дества (15) вы текаю т уравнение неразры вно
сти (18), уравнение неразрывности

m
~
cf

1 -  m
-2
Cs

d 2 p  + v ^ d2w  = 0
d t2 d t2

(50)

в области Q T и граничное условие

lim
x ̂  x 0 
xeQ(S)

d2 w ( x, t) 
d t2

n ( x 0 ) =

xeQ

d 2 w  ( x, t) 

d t2
•n(x0) (51)

на общ ей границе S (0). В се различия сконцентрированы  в уравнении динамики в облас

ти Q t и в представлении скорости смеси dw / d t .

Доказательство теоремы 2. В этом  случае двухм асш табны й предел последова

тельности {w8} совпадает со слабым пределом: W ( x, t, y ) = w ( x, t) ,  и из интегрального 

тож дества (49) следует уравнение динамики
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Р 02w  V „
Р — т -  = -V p  + РF  

Of
(52)

в области Q j . С оотнош ения (50 )-(52 ) даю т уравнение акустики (20) в области Q j  и 

граничное условие (21) на границе S (0). □

Доказательство теоремы 3. У равнение неразры вности в этом  случае имеет вид

(

~ +~
Cf  Cs

\
op  + V - ° W = 0, х е  Q, f > 0 , P ( x ,f ,y)  = p (x ,f).
of of

И спользуя влож ение p  е  ^ ( Q j ), V(0p / Of) е  . ^ ( Q j ) ,  вы водим м икроскопическое урав

нение баланса моментов:

Р( y ) O w  = V y . U  y  )D (y , OWW) + Xi (1 -  X(y ) )D (  y , W ) -  m  j  -

-V p  + p (y )F , y  е Y , f > 0 ,

где p (y ) = p f  x (y ) + p s (1 -  X(y ) ) ,  и микроскопическое уравнение неразрывности

Vy • W  = 0, y  е  Y  .

Эти уравнения замы каю тся однородны м и начальны ми условиям и

W ( х, y ,0 )  = ° W 0 y 0 > = 0, y  е  Y.
o f

М ы  рассм атриваем  периодическое реш ение задачи как сумму

(53)

(54)

w (  x, f, y ) = Z  j W ° )( у , f -  т) т + Z  j  WF )(y , f -  т) Fi (x, T)d т ,
i=10 OXi i=10

П ( x, f, y ) = Z  | п (г )(y , f -  т) Op^ т + Z  j n ( i) (  y , f -  т) F ( у  T)d т =
i=10 OXi i=10

где F (х ,f) = ( ( x ,f ) ,F 2(x ,f ) ,F 3(x ,f ) ) . В свою очередь, пары  {W (i),П (г)},{W]3),П ((.)} -  

реш ения периодических начально-краевы х задач в области Y  для f >0:

0 2 W (i)
Р( У) = V y •o f2

W (i)(y,0) = 0, Р( У)

(
Р1Х( У )V

0W (i)

y Of

(i)/

■+^1 (1 -  х ( У ) )V  y W (i)) - П (i )I V y • W (i) = 0 , (55)

0W (i; ( y ,0 )  

Of
= -е,- У е Y , (56)
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( ) a 2 w F ) _
р (У) ^2  = Vу •

dt2 у

(
PlX( У )V , + Л.1 (1 -  х(У)) V уW<F>) -  П Vу • W (i) = 0 , (57)

W F')(у ,0 )  = 0, р( у  )-

Таким образом,

W )(у , о)
dt

= - e i, У е  Г  .

—  = £  f  d W A W - l l  I  + f M W - %  x, t ,
dt i=1 о dt dxi i=10 dt

dw = £  | / d W ^  S p ^ d z + ^  j / M i \  F  (x, x)dx =

»  , t i a  d( A- S'.- £ 0 \  »  ly

t
= f  B(a)(^ i, ^ 1, t -  x) • V p(x, x)dx + f  (x, t) ,

(58)

где B ( a ) ( ^ 1, Xb t) = £ <
dW (i)

i=1 dt (t) ® ei (59)

3 t /  d W (i) '
f ( x, t) = —dt— ) (t - x ) F ( x, x )d x .

(60)

П олученны е соотнош ения даю т следую щ ее представление скорости смеси:

1) = f  B (a )( ^ 1, Хь  t -  x) • V p(x, x)dx + f  (x, t) .
dt 0

(61)

И з этого представления, уравнения неразры вности (50) и граничного условия (51) 
следую т уравнение (25) и граничное условие (27). □

Доказательство теоремы 4. Для этого случая скорость смеси задана формулами:

dW ( ̂  ̂  t ) = v ( у Л dw f  (x , 1) + ( 1 - у (  у) v )W (x ^ y 1t) dw = m ddWL  + dw (s)
d^ dt v ^ ,} dt ’ dt dt dt ’

w (s)(x, t) = f  (1 -  x (у ) ) d W (! ; У7 f]dy  ,
d t

y

которые вместе с (50) приводят к (31). И нтегральное тож дество (49) влечет уравнение 
динамики (32) для ж идкой компоненты. Ч тобы  получить представление (33), используем 
м икроскопическое уравнение динамики

Ps
d2 W ( s) 

d t2
W ( s) у V y П (s) V p , W (s) = (1 - x (  у ) )W
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для твердой компоненты, м икроскопическое уравнение неразрывности V • W ( s) = 0 в об

ласти Ys и соответствую щ ие граничны е и начальны е условия.

Если W (' ) = (1  -х (У ) )W  , то пара j w (s), П (' ) |  удовлетворяет уравнению

d2 W ( s) = Х1
' '  ^ 2  = 2  ~ у "  ' у"= ^ A yW (' ) - V уП (' ) - V p

д г

в области Ys х (0, T ) и начальны м условиям

( ) dW (s)W (s)(x,0 ,у) = ^ —  = 0, у  е  Ys . 
dt

(62)

(63)

В силу теорем ы  Н гуетсенга W (s) , д2W (' ) /  dt2 , Vу W (' ) е  L2 (Qt х Ys) . Эти условия вм е

сте с ф ормулой (56) обеспечиваю т граничное условие

W ( ' )(x, t, у  ) = w  f  (x, t) ,  (у , t) е  у х  (0, T ) .

Реш ения {W ( s), П ( s) } периодических начально-краевы х задач (62 )-(64 ) им ею т вид

(64)

3 t
W ( ' )(x , t ,у ) = w f  W i )(У, t - x )

i=1 0

^ dp( x, x) d 2w f (x, x) ̂
 ̂P 'dxi dt2

d x ,

3 t
П ('  >( x, t, у ) = £ | П  i ' ’(у , t - x )

i=1 0

^ d p ( x, x) d 2w f  ( x, x) ̂
 ̂p'

dxi dt2 d x .

(') (')
где {Wi , П i }, i = 1,2,3, в свою очередь, являю тся реш ениями периодических начально-

краевых задач

d2 W ( s) = А1
' '  = 2 ^ у " 1 ” у"

2 -  = ^  A „W<' ) -  V у П ^  -  V p , (у , t ) е  Y' х (0, T ),f( '  )
d t

Л(' ) = IW (' ) = ( 1 -  Х( у ) ) W ,(' ) , (у , t ) е  Y ' х (0, T ) ,

W / ' )(у ,0 )  = 0 ,  P'
d W (' }(у ,0 )

dt
= ei у  е  Y'

(65)

(66)

(67)

W (' )(у , t) = 0 , (у , t) е у  х (0, T ) .  (68)

О днозначная разреш имость задач (65 )-(68 ) следует из энергетического тож дества

i
dW<'  >( у , t )

dt
VW< s |( у , t) dr =

1 -  m

Задача (65 )-(68 ) для соленоидальны х ф ункций w / ' ) , равны х нулю на S (0) и при t=0, 

понимается как интегральное тож дество

'
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T (

J J
0 Ys

dW*(s)(y, t) 5ф
d -  -  A^VW/s)(y , t ) :  Уф dydt = J e* • ф(y , 0)dy

dt dt

для лю бой соленоидальной 1-периодической гладкой ф ункции ф , равной нулю на S (0) и 

при t=T. П о определению

dw (s)(x t) = j  5W ( S) (x^yLt)dy =

dt dt

= (i _  и )  d W ^  _ J  U  f j S W ^ ^ z D d y '  ^
dt

0 V * =11 Ys
dt

J

Vp( x, x) + p
d2 d f  ( x , X

V s d t2

= (1 -  m)^d f dtx^ l  - J  B ( s)(да, ^ i, t - ! )■  
dt 0

f

Vp( x, x) + p
d2 w  f  x, x) X 

s d t2
d  x .

где B ( 5)(да, Я,1, t - x )  = ^
i=1

J
V Ys

dW*( s}(y , t - x) 

dt
dy )e i •

dx  =

(69)

(70)

Доказательство теоремы 5. Здесь скорость смеси задана формулами

d W (x , y , t ) = ^ y ) d W (x , y , t ) + ^  -  x (y ) ) dw s (x , t) , d *  = dw(f } + (1 -  m ) dw 5

w

dt dt

( f ) (x, t) = J x (  y ) d W | y t d ,

dt ’ dt dt d t ’

которые вместе с (50) даю т (40). И нтегральное тож дество (49) влечет уравнение динам и
ки (41) для твердой компоненты. Д окаж ем  представление (42).

Если мы полож им W ( f ) = х ( y ) W , то  предельное интегральное тож дество для пары 

{W ( f ), П ( f ) } эквивалентно дифф еренциальном у уравнению

p d W ( /)  = PL д  (f ) -  V yn (f ) -  Vp
f  d t2 2 y y

(71)

в области Yf  x (0, T ) ,  начальны м  условиям

( f ) dW (f )
W ( f ) (x, 0, y )  = — ----- = 0, y  e  Yf

dt
(72)

и граничному условию

W ( f )(x, t, y ) = w  s (x, t) ,  (y, t) e y x  (0, T ) .

□

(73)
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Т.о., реш ение {W ( f  \  П ( f  ) } периодической начально-краевой задачи (71 )-(73 ) им еет вид

3 t
w ( f )(X,t, у ) = w  5 + X j  W (/) (У, t -  x)

i=10

f dp(X, т) | n a2w5 (X, т) Л
+ р  f ------ ;—

v axi at2
d x ,

J

3 t
П  (f )(X, t, у ) = X  j  П  T (У , t  -  x)

i=1 0

r dp(x  x) | р a2w5 (X, x) ̂
+ p f ------ ;------

dx; a t
d x .

r (f ) (f )
где {W, , П г- }, i=1,2,3, в свою очередь, есть реш ения следую щ их периодических на

чально-краевы х задач:

2 ( f  )
р f  a -Wh -  = 12LА yW <f  1 -  VуП<f ) -  V p , (у , t ) е  Yf  х (0, Г ),

at 2

W (f ) = (1 -  x (У)) W ( f ) , (у , t) е  Y f  X (0, T ),/(f )

W / f )(у ,0) = 0 , p f a w ( f }(у ,0 )  
at

= e,- у  е  Yf ,

W (f )(у , t) = 0 ,  (у ,  t) е у  x (0, T ) .  

П о определению

a w (f )( x , t) = j  a w (f  )( x , у , t =

at a t

= да

= да

aw 5 (X t)
at

f  3 f

X
, =1V v f

j
a w /  f} (у , t - x )

at
dy

\

® ei
f

J  J v

t 2aw s( x , t) f¥_( f v a  w s( x , x)
— - j  B (f  )(^ ,  p 1, t - x )  • V p( x , x) +  p f ------

at 0 V at

Vp ( X, x) + P f

d  x ,

a2 w (X, x )x

a t2

f
где B ( f  )( ^ ,  p 1, t - x )  = X

i =1
j

V Yf

aw ,( f }(у , t - x )  

at
dy )ei .

dx  =

□
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