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несколько задач со свободной границей, возникающих
в механике горных пород
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Аннотация. В этой статье мы рассматриваем несколько физических процессов в механике горных 
пород, которые описываются задачами со свободной границей. Некоторые из них известны (задачи 
Муската), другие совершенно новые (подземное выщелачивание и динамика трещин в подземных 
горных породах).
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1. Введение

Задачи со свободной границей являются подмножеством тех дифференциальных уравнений в 
частных производных, которые посвящены начально-краевым задачам в неизвестных областях для 
разных видов дифференциальных уравнений. Термин «неизвестная область» подразумевает, что 
требуется определить как область, в которой необходимо найти решение, так и некоторое решение 
задачи. Для определения этой свободной границы нам необходимо еще одно граничное условие 
для тех же дифференциальных уравнений, что и в обычной краевой задаче. Это условие обычно 
называется условием свободной границы. Систематическое изучение подобных задач для эллипти
ческих уравнений было начато В. Н. Монаховым в [28], и Л. И. Рубинштейном [3] для уравнения 
теплопроводности (задача Стефана). Позже появились несколько книг и статей, в большинстве 
своем посвященные задаче Стефана [14,22].

Задачи со свободной границей для уравнений Навье—Стокса интенсивно изучались В. А. Со- 
лонниковым [35,36].

Наиболее часто изучаемыми задачами со свободными границами являются задача Стефана, 
задача Хеле—Шоу и задача Муската. Причина заключается в том, что эти задачи возникают в 
физических процессах, которые очень важны с практической точки зрения. Например, задача Сте
фана описывает фазовые переходы в чистых материалах (плавление и кристаллизация) и имеет 
множество приложений в металлургии, а задача Хеле—Шоу и задача Муската описывают дви
жение подземных жидкостей и играют важную роль в гидрологии и нефтяной промышленности. 
Среди этих трех задач задача Стефана наиболее изучена. Это подтверждается тем, что из всех 
задач со свободной границей задаче Стефана посвящено наибольшее количество публикаций.

С другой стороны, с практической точки зрения существуют несколько очень важных физиче
ских процессов в механике горных пород, которые связаны со свободными границами и которые 
были изучены только инженерами, например, подземное выщелачивание и динамика трещин в 
подземных горных породах. Подземное выщелачивание предполагает высверливание отверстий в 
залежи руды, после которого взрывной или гидравлический разрыв пласта может быть использо
ван для создания открытых путей в залежи для проникновения туда выщелачивающего агента. 
Выщелачивающий агент закачивается в залежь, где он взаимодействует с рудой и частично ее
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растворяет. Далее, раствор с рудой выкачивается на поверхность и обрабатывается. Данный метод 
позволяет извлекать металлы и соли из руды, не применяя традиционных методов горной про
мышленности, включающих буровзрывные работы, открытую или подземную добычи. Но суще
ствующие математические описания данного процесса очень примитивны и используют несколько 
постулатов о растворении горных пород, которые не имеют прочной основы в классической меха
нике сплошных сред.

Последняя задача, которую мы здесь рассмотрим, возникает в моделировании трещин в подзем
ных горных породах. Д о сих пор математической модели динамики трещин в подземных горных 
породах не было. В металлах, например, этот процесс хорошо изучен [5]. Разумеется, все еще 
открытый вопрос — существует ли вообще движение трещин или нет? Если оно есть, то это может 
объяснить причины возникновения землетрясений [18]. В состоянии покоя одна трещина может 
быть представлена связной областью заполненных жидкостями пор. Под воздействием регулярных 
тепловых импульсов, идущих от ядра Земли, механическое напряжение на границе между жид
костью и твердым скелетом растет до некоторого предела. За этим пределом граница трещины 
начинает смещаться (движущаяся свободная граница) и создает мощные сейсмические волны.

Д ля задачи Муската мы сначала рассматриваем две разные жидкости в поровом пространстве 
твердого тела и доказываем существование и единственность классического решения. Далее, при 
ограничительном условии, что твердое тело имеет периодическую структуру, мы выявляем гомо
генизированную модель, которая также является задачей со свободной границей.

Ту же схему мы применяем для подземного выщелачивания и для динамики трещин. М ы снача
ла выводим математические модели, описывающие процессы на уровне пор (на микроскопическом 
уровне), и далее находим соответствующие гомогенизированные модели.

2. За д а ч а  М у с к а т а

Широко известно [33], что система фильтрации Дарси, описывающая макроскопическое течение 
несжимаемой вязкой жидкости — результат точной гомогенизации системы Стокса для несжима
емой вязкой жидкости, находящейся а периодическом поровом пространстве абсолютно жесткого 
твердого тела.

Более сложное макроскопическое движение двух несмешивающихся несжимаемых вязких жид
костей описывается задачей Муската. В данной модели требуется найти свободную границу 
r ( t ) с  Q, которая разделяет две области Q+ (t) С Q и Q- (t) С Q, Q+ (t ) U r( t)  и Q- (t ) =  Q, 
занятых разными жидкостями. В каждой области Q± (t ) движение жидкости описывается соб
ственной системой фильтрации Дарси, а у свободной границы нормальные скорости жидкостей 
совпадают с нормальной скоростью свободной границы.

Следовательно, как и в случае фильтрации одной жидкости, мы можем ожидать, что зада
ча Муската будет гомогенизацией начально-краевой задачи для системы Стокса с неоднородной 
жидкостью

д Д и£ +  gpee =  0, V - ue =  0, d .  =  о,

в периодическом поровом пространстве Qe абсолютно жесткого твердого тела Q со следующими 
граничным и начальным условиями

ue(x,t) =  0, x £ dQe, (2.1)

pe(x , 0) =  p0(x ), X £ Qe , (2.2)

где P0(x) =  p+ =  const, X £ Q+(0), p0(x) =  p-  =  const, x £ Q-(0), Q+(0) U Q - (0) =  Qe, g — это
вязкость и ge — ускорение свободного падения.

Из-за граничного условия (2.1) точки соприкосновения свободной границы и твердого скелета 
будут неизменно фиксированы в начальном положении. Численные расчеты предсказывают появ
ление водяного следа («язычка»), который будет расти со временем (см. рис. 2.1). Постепенный 
рост количества капилляров (рис. 2.2) приводит к гомогенизации движения жидкости. Область, 
занятая водяным «язычком» в фиксированный момент времени, размягчается при гомогенизации, 
где концентрация s воды варьируется от 1 до 0 (рис. 2.3 и рис. 2.4).
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Рис. 2.1. Численная симуляция: последовательные положения свободной границы 
в одном капилляре.

Ри с . 2.2. Численная гомогенизация при t =  5.5.

Возвращаясь к задаче Муската, мы можем заметить, что решение такой задачи, соответствую
щей совместному движению двух разных жидкостей, имеет очень простую структуру. Свободная 
граница разделяет две жидкости и перемещается с постоянной скоростью (рис. 2.5).

Следовательно, мы не можем получить задачу Муската для движения жидкости в поровом 
пространстве абсолютно жесткого тела как гомогенизацию соответствующей начально-краевой 
задачи для системы Стокса с неоднородной жидкостью.

Но, если мы будем искать движение неоднородной жидкости в упругом твердом теле, то ситуа
ция меняется. Точки соприкосновения свободной границы и твердого тела начинают смещаться, и 
гомогенизация сохраняет свободную границу, которая разделяет две жидкости [25].

Наш подход не зависит от размерности пространства Rn и геометрии областей в нем. Поэтому 
мы ограничимся рассмотрением пространства R2 с прямоугольными областями. В простейшем 
случае задача имеет следующую формулировку.

Пусть Qf С Q С R2, где Q — единичный куб Q =  { х  : —1 < Х{ < 1, i =  1, 2} , Qf =  {x : —1 <
x\ < 1, —1/ 2 < x2 < 1/ 2 } . В безразмерных переменных эволюция потока определяется входным
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Рис. 2.3. Гомогенизация посредством увеличения количества капилляров. Концен
трация воды s в течении времени (слева направо).

t

Ри с . 2.4. Предел строгого численного масштабирования.

Ри с . 2.5. Задач а Муската

давлением и силой притяжения. Точнее, в этой задаче требуется найти скорость u f (x,t), давление 
Pf (x,t), и плотность pf (x,t) неоднородной жидкости в Q f , смещение u s(x,t) и давление ps(x,t) 
упругого скелета в Qs =  Q\Qf  из следующей системы дифференциальных уравнений

Г V -P f  +  pf e =  0, V - u f =  0, x e Qf , 0 < t < T ,  (2 3 )
V- Ps +  pse =  0, V- u s =  0, x e Qs, 0 < t  < T ,  ( . )

dpf
dt Ж  +  V ( r> uf ) =  Ж  + uf V pf =  0, x e Qf , 0 < t  <T , (2.4)
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где Pf =  2 p D(uf ) — pf  I, D(uf ) =  2 (Vuf +  (Vuf )*), Ps =  2 AD(us) — ps I, p = const это вязкость 
жидкостей, A =  const — коэффициент Ламе, e — данный вектор, ps — плотность твердого тела и 
I — единичный тензор.

Законы сохранения массы и момента диктуют совпадение скоростей и нормальных напряжений 
жидких и твердых компонентов

d u s
u f =  — , Pf • n =  Ps • n (2.5)dt

на общей границе S = dQf  П dQs с единичным нормальным вектором n.
Граничное условие на Боковой стороне S0 = {x2 =  ±1} границы dQ для 0 < t < T  имеет форму

u s(x,t) =  0. (2.6)

У «входных» и «выходных» границ S± = {x £ dQ : x i = ^1}

( Ps • e i = —p+ (x )e i , x £ S+, Pf  • e i = —p+ (x)e i , x £ S+, 0 < t  <T ,
\  Ps • e i = 0 , x £ S- , Pf • e i = 0, x £ S- , 0 < t  < T ,  ( . )

где p+ (x) — заданная функция, S± =  S± П dQf , S± =  S± П dQs, и ei — единичный вектор оси Xi 
при i =  1, 2.

Д ля упрощения наших предположений мы переходим к однородным граничным условиям в S±

Pi • e i = 0, x £ S± , i =  f ,s,  0 < t  < T ,  (2.8)

введя новое давление

Pf ^  Pf — P0(x ) , p0(x ) =  2 p+(x )(1 — Xi ) .

С этим новым давлением динамические уравнения примут форму

f V^Pf  +  f +  pf e =  0, V^ u f =  0, x £ Qf, 0 < t < T ; 
\  V^ Ps +  f =  0, V^ u s =  0, x £ Qs, 0 < t  <T ,

где
f (x ) =  (1 — X(x ))pse +  Vp0(x ) , 

x (x ) =  1, для x £ Q f , и x (x ) =  0, для x £ Qs. Наконец,

u s(x, 0) =  0, x £ S0.

(2.9)

(210)

(2.11)

(2.12)

Начальные и граничные условия для плотности тождественны заданию поверхности Г0, которая 
разделяет две подобласти Q± (0), изначально занятые жидкостями. Д ля простоты предположим, 
что

Г(0) =  {x £ Qf  : x i =  h(x2), — 2 < X2 < 1 }, (2.13)

—1 +  5 < h (x2) < 1 — 6, для — 1 < x2 < 1 (2.14)

с некоторым 0 < 6 < 1.
Таким образом, мы можем ожидать, что свободная граница r ( t ) не соприкоснется с заданными 

границами S± хотя бы в течении некоторого времени 0 < t < T.
На границах S± для 0 < t < T  и в  начальный момент времени t =  0, плотность pf являет

ся кусочно-постоянной и принимает два положительных значения, характеризующие различимые 
фазы потока

pf (x , t ) =  p± =  const > 0, x £ S± , 0 < t < T ,  (2.15)

Pf (x, 0) =  p0(x ) , x £ Q f , (2.16)
где P0 (x ) =  p± для x £ Q± (0).

Д ля простоты предположим, что p 
тогда задача Коши

dx
dt

^  p0(x) ^  p+. Если скорость u f (x,t) достаточно гладка, 

u f (x ,t )  t > t0, x \t=ta =  С
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определяет отношение x =  7 (£, t ;u f ; t0), 7 : Qf ^  Q f . А именно, свободная граница r(t) 
определяется как множество r( t)  =  {x £ Qf : x  =  7 (£, t ; uf  ;0), £ £ Г(0)}, а подобласти 
Q±(t) = {x £ Qf : pf (x ,t) = p±} — как множества

Q±(t) =  {x £ Qf  : x =  j(£, t; uf ; 0), £ £ Q±(0)} n { x  £ Qf  : x =  y(£, t; uf ; to), £ £ S±, to > 0}.

М ы показали, что преобразование, описанное уравнениями выше, сохраняет существование и 
единственность двух подобластей Q± (t ) , каждая из которых занята одной из жидкостей, разде
ленных в момент времени t > 0 регулярной свободной границей r( t) . Следовательно, изучаемая 
задача равносильна нахождению {u, p f , w , ps} и движущейся границы r(t).

В этом разделе мы используем принятую запись функциональных пространств и норм (см. [2]). 
Следовательно, для 1 < q < ж

u £ Lq(Q) ||u ||q,n — ( I \u \ dx I < ^ , U £ Lo (Q) ||u ||o,n — lim ||u ||q,n < OO

u £ w 1(q) ^  iMiq,n = ( I \u \qdx) q( J w d x ) q +  £  ( J \ d - \ d x ) q < ж,
о i= 1 о

u £ W1 (Q) ^  u £ Wq*(Q), и u(x) =  0, x £ дQ,

Dmu =

u £ w q (Q) ^  11 u | = ( J  \ u \qdx) q +  ' f f  ( J  \ Dmu \qdx) q < ж, 

d lmlu

\u\qd x )q
n \m\=l n

dmi x 1 .. .  dmn xn m  =  ( m i , . . . ,  mn), mi ^  0, \ m \ =  mi +  .. .  +  mn.

n

Далее мы введем пространство функций с производными, не являющимися целыми числами. Для 
простоты мы рассмотрим полупространства R2 =  {x =  (x1,x 2) £ R2 : \x 1 \ < ж , x 2 > 1/2}, 

=  {x =  (x1,x 2) £ R2 : \x 1 \ < ж, x 2 < 1/2}, с границей R = {x £ R2 : \x 1 \ < ж, x 2 =  1/2}.
i—1 (i— 1)Пространство W2 2(R ) — это пространство всех функций v (x 1) с конечной нормой ||v||2r 2 =

СО ч 1 СО
J \£\21- 1 \Ч £)\2d£) 2, где v — это преобразование Фурье v: v(£) =  -^= J v (x 1)e- i x̂i dx1. В си

- С О  '  — СО

лу [2, гл. 2, теорема 2.3] получим ||v i(l 2) < c  iivii(l) < c  iivii(l 2)l2,R < C1 | v |2R2 < C2 IIv N2,R ,’ J 
(0)

j  =  f , s .
\(a)Для гладких функций мы определяем нормы \u\f  =  s up \u( x ) \, {u}f  =  s up |f (|XLyf ly) 1. М ы

xen xen 1 y|
говорим, что функция u( x ) принадлежит пространству Ca(Q), если \u\ =  \u\ +  {u}f  < ж,

к
функция u( x ) принадлежит пространству Cк(Q) ,  если \u\П̂  =  Е  \Dmu\ <  ж, и функция

к
Е

|m|=0
u

принадлежит пространству C k+a (Q), если \u\(к+а)
n

к
\ u \ n  +  Е  \ Dmu \ Па) < ж . Мы говорим, что

| m| =0
поверхность Г £ Q является Cк+а -регулярной, если в локальных координатах она представляется 
через Cк+а -регулярные функции.

т
Если u =  u(x, t) и u(x, t) £ B для всех 0 < t  < T ,  тогда u £ Lq ((0, T ); B) f  |u ( ., t ) |B dt < ж,

0
и для q =  ж  u £ L0  ((0,T); B) sup ||u (.,t) ||B < ж .

0<t<T
Наконец, u £ C2,1(QT), QT = Q x (0, T), если ^max  ̂(\u(., t)\П̂) + \df (., t)\П°)) < ж .

Для любой 0 < 5 < 1 мы полагаем Q(й) = {x £ Q : —1 +  S < x 1 < 1 — 5}, Qf  =  Q(s) П Qf ,
G(s) =  Q(s) x (0,T), Gf  =  Qf  x (0,T), Gf  =  Qf  x (0,T).

Наш основной результат — следующий:
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Теорема 2.1. При условиях

||f |U ,q = Co < ж, Г(0) е C 1+а, 0 < а  < 1,
задача (2.4)-(2.6), (2.8), (2.10), (2.12), (2.15), (2.16) имеет единственное решение на отрезке 
[0, Т) для некоторого T > 0. Компоненты этого решения имеют следующие свойства:

(i) Д ля любого 0 < 5 < 1, и 0 < а < 1, скорость u и давление p удовлетворяют услови
ям регулярности и е L (0,Т; Wi (Q(s))) П L (0,Т; C 1+a(Q(&'))) , p е L (0,Т; W2 (Q(S))) , 
уравнения (2.10) почти всюду в Q х (0,Т), граничные условия (2.6), (2.15), начальные 
условия (2.12) и (2.16) в обычном смысле, граничные условия (2.5) и (2.8) в смысле распре
делений, в качестве интегрального тождества /  (P(u(t),p(t)) : D(^) + f  • p)dx =  0 почти

Q
для всех 0 < t < Т и для любых гладких соленоидальных функций р, обращающихся в 
нуль в x е S0.

(ii) Свободная граница r( t)  является поверхностью класса C 1,а в каждый момент време
ни t е  [0,Т), а нормальная скорость Vn(x,t) свободной границы по направлению своей
нормали n в позиции x равномерна ограничена, sup \Vn(x,t)\ < ж.

te(o,T)
xer(t)

(iii) Плотность p имеет ограниченный вид, р е L^  (0,Т; BV(Q(s'))) П BV( Q(6) х (0,Т)), и удо
влетворяет уравнению переноса (2.4) в смысле распределений J  р ( д  +  и • Vip)dxdt =

Q T
— f  p0(x)^(x, 0)dx для любой гладкой функции ф, обращающейся в нуль при t =  Т и

Q
x е S±.

Время Т существования классического решения зависит от поведения свободной границы 
r(t).  А именно, пусть 5±(t) будет расстоянием от r( t)  до границы S± и 5(t) =  min(5- (t), 5+(t)). 
Тогда 5(t) > 0 для всех 0 < t  < Т  и 5(t) ^  0 при t ^  Т.

Теоремы о существовании обобщенных решений системы Навье—Стокса для неоднородных 
несжимаемых жидкостей были получены, например, в [1,2, 6, 8, 13, 15, 23, 31,33, 34] (без де
тального анализа множества, в котором плотность разрывна). Существование и единственность 
классического решения уравнений Стокса для неоднородной жидкости с граничными условиями 
Дирихле были доказаны в [7], а с граничными условиями Неймана — в [27]. Слабые решения зада
чи (2.3)-(2.16) на микроскопическом уровне для произвольного гладкого периодического порового 
пространства с последующей гомогенизацией были рассмотрены в [23]. Назовем полученную го- 
могенизированую задачу со свободной границей, описывающую движение двух несмешиваемых 
несжимаемых, вязких жидкостей на макроскопическом уровне, обобщенной задачей Муската.

3.1.

3. По д з е м н о е  в ы щ е л а ч и в а н и е  

Микроскопическое описание.

3.1.1. Математическая модель в дифференциальных уравнениях. В безразмерных переменных 
x t Т

x ^  L Т ’ v
p*p, где L — это характеристический размер рассматриваемой 

, Т  — характеристическое время процесса, поведение жидкости в поровом про-
L ^ , Р

области Q с
странстве (t) с  Q описывается динамическим уравнением Стокса

а^ Д v — V p =  0, (3.1)
для давления p и скорости v жидкости.

Возьмем уравнение неразрывности в обобщенной форме [37] как уравнение неразрывности обоб
щенного движения сплошной среды, содержащей твердый скелет Qs(t) с  Q, где v =  0, и поровую 
жидкость:

§  +  V ^ ( Qx v )  =  0, (3.2)

где х является характеристической функцией порового пространства: x(x, t)  =  1 в (t) и x(x, t)  =
0 в Qs(t), Q = (t) U r(t)  U Qs(t), r(t) =  (t) П Qs(t).
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Уравнение (3.2) интерпретируется в смысле распределений. Например, как интегральное тож
дество /  q (д  + Xv ' Vp)dxdt =  0 для плотности Q(x , t ) =  x (x , t ) Qf  + (1 — x (x , t ))Qs , которое

П t
соблюдается для любого гладкого p (x , t ) , обращающегося в нуль в S+, S - , t =  0 и t =  T.

В частности [37], (vn — dn) Qf  =  —dnQs , x £ r( t) , t > 0, или
vn =  —dn 6, x £ r ( t ) , t >  0, (3.3)

где dn — нормальная скорость r( t)  по направлению к внешней нормали Qf (t) n, и vn = v  • n — это 
нормальная скорость жидкости.

Наконец, уравнение неразрывности в дифференциальной форме в поровом пространстве Qf(t) 
для t > 0 принимает вид

V v  = 0. (3.4)
Концентрация c реагента определяется уравнением переноса

дс
dt

+ v •Vc = acAc, (3.5)

и концентрации ci, c2, . . . , c n продуктов химических реакций определяются уравнениями переноса
dci
dt

+ v • Vci =  0, i =  1,.. ,n

в Qf (t) для t > 0. 

В (3.1)-(3.6) а ц (Xc D T ,p* = Lg p°, 6 =  iQs Qf},

(3.6)

ц — это вязкость жидкости,
T Lg p V c L* - Qf

X(x , t ) — характеристическая функция порового пространства (х =  1 в Qf(t ) и x =  0 в Qs(t)), Qs 
и Qf  являются безразмерными плотностями твердого скелета и поровой жидкости соответственно, 
коррелирующие со средней плотностью воды p0, L — характеристический размер рассматриваемой 
области, T  — характеристическое время процесса, g — значение ускорения свободного падения, 
pc — плотность активного компонента и D — коэффициент диффузии.

Теперь мы попробуем сформулировать основные граничные условия для концентраций c, c1, 
c2, . . . , c n на свободной границе. Для начала выведем эти условия для одной пространственной 
переменной.

А именно, пусть поровое пространство задано как Qf (t ) =  {x : 0 < x < X (t)} и r( t)  =  {x : x =  
X (t ) } будет свободной границей (see Fig. 3.1).

Дано
f dv

= 0, 0 < x < X(t),  
dx
dc dc d2c

+ v =  Xc 2 , 0 < x  < X  (t), d X  dx dx2
dc

ac — v(t) c =  0 при x =  0,
dccidx dci

- +  v - =  0, 0 < x < X(t),  ci =  0 при x =  0, i =  1, 
dt dx

. . ,n.

(3.7)
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X(t) X(t)
Выражением M(t)  =  f  c(x,t)dx, Mi(t) =  J Oi(x,t)dx, i =  1 , . . . ,n  мы обозначаем суммар-

0 о
ные количества концентрации реагента c и концентраций ci, i =  1 , . . . , n ,  продуктов химических 
реакций в Q/(t).

Сначала мы рассчитываем скорость изменения этих значений во времени:

dM _  dX  
dt dt

X(t) X(t)
f dc dX f d dc

c (X (t ) , t ) +  J  — (x,t)dx =  - c ( X (t ) , t ) +  J  —  (acdx(x,t) -  v(t) c(x,t))dx

— X dc
= (~dkt (t) -  v(t)  ̂c(X( t ) , t )+  acd x (X(t) , t ) ’

x  (t) X (t)
dMi dX  , . . * f  d c  . . , dX  , . . ч f  , ,dci  , , ,
- Ж  = 4 i ci X + J  d t (x' t)—x = ! t ci{X -  J  v(t)d x ix’t)dx =

0 0
— v  n —X

= (~dt (t) -  v(t)) ci (X (t),t) =  ~dfci(X  (t),t), i =  1 , . . . , n .

Для вычисления интегралов мы использовали интегрирование по частям, отношение (3.3) и гра
ничные условия (3.7) при x =  0.

Следовательно,

—M  = (d £ - v)c +  a dc  -Mi  =  n±—X c. i =  1 n B x =  X(t)  (38)
dt = ( dt v)c +  ac d x ’ dt = nf d t c i , i  =  1, . . . , n ,B x = X (t). (38)

Последние отношения означают, что изменения в концентрациях продуктов химических реакций
r - M  -Mi .происходят только в L(t). Величины ——, —-—, i =  1 , . . . , n  называются скоростями химических

dt dt
реакций и также определяются по законам химической кинетики как:

М Т  =  - p c, —M  =  в  & c, i =  1, . . . , n ,

где в, e i , i =  1, . . . , n  — заданные константы.
С другой стороны, закон сохранения массы подразумевает

(3.9)

- X  - m  n  -Mi  
ns—  -  X —  =  L  ni~—f

i=ldt dt
(3.10)

где nc, n i , . . . ,  Пп — это безразмерные плотности реагента и продуктов химических реакций. 
Отношения (3.8)-(3.10) приводят к

- X , 
dt—г (t ) =  e i c ( X  (t ) ’t ’ c(X (t ) , t ) ( c i (X (t ) ,t) -  c0) = 0 , i =  1, . . . , n , (3.11)

(312)
п

где ns Y = nie i — nc, c0 =  , i =  1, . . . , n .  Возвращаясь к (3.4)-(3.6), мы заключаем, что в

— X dc
( - - - ( t ) +  в  -  v(t)) c(X(t), t)  +  a c ( t ) , t )  = 0,

i=l
общем случае законы сохранения массы для концентраций на свободной границе имеют форму

dc (3.13)

(3.14)

(3.15)
где dn — это нормальная скорость T( t ) по направлению к внешней нормали Q/ (t ) n, vn =  v • n —

dc
вязкость жидкости, а —  = Vc  • n — нормальная производная c в T( t) .

dn

(dn + в  -  vn) c +  ac dn  =  0, x e T(t),

c (ci -  c0) =  0, i =  1, . . . ,n,  x  e r(t),  

dn = в Y c, x  e r(t),

0 0
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Остается дополнить эти дифференциальные уравнения отсутствующими граничными условиями 
на известных границах S±, S0, dQ =  S+ US- US0 и на свободной границе r(t), а также начальными 
условиями.

На свободной границе r(t), касательная скорость поровых жидкостей обращается в нуль:
v — vn n =  0. (3.16)

На границах S±, которые моделируют закачные скважины (S+ ) и откачные скважины (S- ), мы 
предполагаем, что нормальное напряжение в жидкости пропорционально заданному давлению

(2 ам D(v) — p I) • n =  —p ±(x,t)n, (3.17)
где I — единичная матрица, p±(x, t)n — нормальное давление и

D(v) = 1(V v + Vv*).

В закачных скважинах S + концентрации реагента и продуктов химических реакций заданы вели
чинами:

c =  c+ (x,t), ci =  0, i =  1, . . . ,n.  (3.18)
В откачных скважинах S-

Vc • n =  0, (3.19)
а на границе проницаемости жидкости S0

v =  0, Vc • n =  0. (3.20)
Задача дополняется начальными условиями

Г(0) =  Го, c(x, 0) =  co (x), ci (x, 0) =  0, i =  l , . . . , n ,  x e Qo. (3.21)
Система дифференциальных уравнений (3.1), (3.4), (3.5), (3.6), дополненная граничными и на
чальными условиями (3.3), (3.13)-(3.21), дает желаемую математическую модель, описывающую 
выщелачивание на уровне пор.

Заметим, что задача (3.1), (3.3)-(3.5), (3.13), (3.15)-(3.18), (3.19)-(3.21) для скорости и дав
ления жидкости, концентрации активной примеси и свободной границы независима от зада
чи (3.6), (3.14), (3.18), (3.21) для концентраций продуктов химических реакций.

Ри с . 3.2. Одномерное движение

3.1.2. Численные расчеты. В случае с одной пространственной переменной (см. рис. 3.2), 
дифференциальные уравнения задачи (3.1)-(3.3), (3.21) для несжимаемой жидкости в области 
0 < х < X (t) для t > 0 принимают форму

dp
дх

= 0,

dv п 
дХ =  0,

dc dc д2 c
dt +  дх c дх2 '
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Граничные и начальные условия (3.13)-(3.21) преобразуются в

p(0,t) =  p+(t), c (0,t) =  c+(t), t >  0,
dX
dt

/3jc,  x

,dX dc
<-dt + в  -  v) c +  a ‘' oX

X(t),  t > 0,

: 0, x = X  (t), t > 0,

v (t)
d X  (t)

(Ps — Pf)
Pf ,

t > 0,

X (0) =  X 0, c(x, 0) =  c0(x), 0 < x < X 0.
Д ля y =  1, D =  2822 мкм2/ с, L =  50 мкм, T  =  1 с, и разных значений в  и c+ можно рассчитать 
концентрацию c реагента на свободной границе и положение этой границы (см. рис. 3.3-3.6).

Рис. 3.3. Расположение свободной границы для разных в

Рис. 3.4. Концентрация реагента на свободной границе для разных в

Д ля случая двух пространственных переменных система дифференциальных уравнений в обла
сти Q =  {0 < xi < L, 0 < x2 < H } (см. рис. 3.7) для скорости жидкости v, давления жидкости p 
и концентрации c реагента имеет вид

а^ Д  v — V p =  0,

dc
dt

V v  =  0,

+  v ■Vc = ac Д c

Она дополняется граничными условиями на свободной границе r ( t )  для t > 0:
dc

(dn +  в  — Vn) c +  ас = 0 , Vn = —dn S, v  — vn ■ n =  0, dn = e i c ,dn
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l-2ft

Рис. 3.5. Расположение свободной границы для разных с+

Рис. 3.6. Концентрация реагента на свободной границе для разных с+

S+

Рис. 3.7. Двумерная область

На границе S + , которая моделирует скважину:

(2 а^ D(v) — p I) • n =  —p+n,

На границе непроницаемости жидкости S0

v =  0,

Задача дополняется начальными условиями

дс
дп

с = с+.

Г(0) =  Го, с(х, у, 0) =  со(х, y), (x, у) е  Но.
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Рис. 3.8. Расположение свободной границы для разных в

Рис. 3.9. Расположение свободной границы для разных с+

length (micron)

Рис. 3.10. Концентрация реагента в момент t =  0,002 с

М ы рассчитали положение свободной границы и концентрацию реагента (см. рис. 3.10-3.11) 
при D =  2822 мкм2/с, L =  56 мкм, H  =  42 мкм, T  =  0,01 с, Го = 14 мкм, с0 =  0, р+ =  1000, 
Y =  1, и разных значений в  и с+ (см. рис. 3.8-3.9).

На рис. 3.8, черная полоса показывает начальное положение свободной границы, а цветные 
полосы показывают положение свободной границы в момент времени t =  0,01 с для разных в  = 
[0,1; 1; 5; 10].

На рис. 3.9 черная полоса показывает начальное положение свободной границы, а цветные 
полосы показывают положение свободной границы в момент времени t =  0,01 с для разных с+ = 
[0,1; 0,3; 0,5; 0,7].
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length (micron)

Рис. 3.11. Концентрация реагента в момент t =  0,0052 с

3.2. Макроскопическое описание.

3.2.1. Математическая модель как система интегральных тождеств. Пусть x(x ,t) будет 
характеристической функцией порового пространства: x  =  1 в Qf (t) и x  =  0 в Qs(t).

Сначала введем новое давление q = p — p°(x ,t), где p°(x ,t) =  p±(x ,t) при x £ S±. При этом 
новом давлении динамическое уравнение (3.1) и граничное условие (3.9) принимают форму

V • (ар D(v , x)) —V  q = f  = V  p°, x  £ Qf (t), 0 < t  < t 0, (3.22)
(a р D(v , x) — q l) • n =  0, x £ S ±, 0 < t  < t 0. (3.23)

Чтобы получить интегральное тождество для скорости, мы умножаем уравнение Стокса (3.22) на 
произвольную гладкую функцию p(x ,t), обращающуюся в нуль в r ( t) ,  и интегрируем в области 
Qf (t):

арD(v, x) : D(p, x) — q V^ p  +  f • p dx =  0. (3.24)
n f (t)

Здесь D (v,x)= 2  (V v+(V v)*), D j (v ,x )= 2 (
1 ( dvi dv

+ j ) , и D(v ,x):D(p,x)
dxj dxi

3
D ij(v ,x) Dj i(p, x).

i,j=l
Уравнение неразрывности (3.2) и граничное условие (3.3) равносильны интегральному тожде

ству

ntn
{xPf  + (1 — X)Ps)

dp
d t

+ pf  v  • V p dxdt 0, (3.25)

которое верно для произвольной гладкой функции р, обращающейся в нуль на границах S + и S -  
в моменты t =  0 и t =  t0. В (3.23) Qt0 = Q х (0,Т ) с  R4.

Уравнение диффузии (3.5) вместе с граничными условиями (3.13), (3.19) и начальным услови
ем (3.21) равносильно интегральному тождеству

J  x ((c +  1 )  — (ac V  c — v  c) • V i ) dxdt =  — J  x o(x ) (co (x ) +  ]-)£(x , 0)dx, (3.26)
П t Q П

которое верно для всех гладких функций £, равных нулю при t =  t0 и на границах S±.
Наконец, уравнения переноса (3.6) вместе с граничными и начальными условиями (3.14), (3.21) 

равносильны интегральным тождествам

/  x( c i  дф +  (ci — р р —гр)) )v  •Vi^jdxdt  =  0, i =  1 , . . . , n  (3.27)
ntQ

для произвольных гладких функций ф, обращающихся в нуль на границе S и в  момент t =  t0.
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Д ля проверки этих тождеств стоит просто снова проинтегрировать (3.26) и (3.27), используя 
теорему Стокса в виде

to

J  +  В ' V ^)dxdt = j  J  (Ад^  +  B ■V'l^jdxdt =
1to 0 П/(t)

toto to

J  J  ^(~dt +  V • B^ dxdt +  J  J  В  В ' n — Adnj  sin udodt.
0 П/(t) 0 r(t)

внешнейЗдесь A(x, 0) =  0, n — внешняя единичная нормаль Qf  (t) к r ( t ) в R3, u — угол между 
единичной нормалью v к r to =  |^J r ( t ) в R4 и осью времени t.

0<t<to
Например, чтобы вывести (3.27), мы умножаем дифференциальное уравнение (3.6) на про

извольные гладкие функции ф, обращающиеся в нуль на границе S -  и в  момент t = t0, 
интегрируем в области Qto, и используем теорему Стокса и граничные условия (3.3), (3.14)

Ps
(Ps -  Pf)

Действительно

rdci
I х ф Ч

Пг,

vn = vn — dn, и Ci = c0, когда мы получаем интеграл в области r ( t) .

to
,dd

0 =  J  хф  ( +  v • VCi)dxdt = J  J  ф ( d t  + v -Vci) dxdt =
0 П/(t)

to to
J  J  4  ~ot +  v ■V'lp ĵdxdt +  J  J  ф ф п — dn) sin udodt =
0 n f (t)
to

* (  d t  +  v • Vt^j dxdt +

0 r(t)
to

0 П/ (t) 
to-//

0 n f (t)
Ci( d t  +  v • Vi^jdxdt  +

0 r(t)
to

ф . °г Ps , vn sin u dodt =  
(Ps -  Pf)

ci 0 Ps

0 n f (t)
(Ps -  Pf)

v • Vtdxdt  —

to

0 П/(t)

дф (
Ci^U + \Ci — t \dt У (Ps -  Pf )

Ci Ps ) v • V ф]dxdt =  f  х (Ci ̂  +  (Ci -  Ci Ps ) v • V ф]dxdt.
) J \  dt (Ps -  Pf) )

nto
Система интегральных тождеств (3.24)-(3.27), дополненная граничными и начальными усло
виями (3.15), (3.16), (3.18), (3.20) и (3.21), равносильна начальной постановке (3.1), (3.3)- 
(3.6), (3.13)—(3.21) задачи в виде системы дифференциальных уравнений с соответствующими 
граничными и начальными условиями.

3.2.2. Гомогенизация, Широко известно [33], что некоторые из пределов в интегральном тожде
стве (3.24) следуют из закона Дарси

v =  -  —  B(Vq +  f ) , (3.28)
[Л\

где v (x ,t) = (V )y  = f  V (x , t , y )dy и B — это симметричная положительно определенная матрица. 
Y

В случае фильтрации жидкости закон Дарси обычно дополняется стандартным уравнением 
неразрывности V • v =  0. Д ля нашего физического процесса подземного выщелачивания закон 
Дарси может быть взят в том же виде, в то время как уравнение неразрывности должно также 
рассматривать растворение горных пород через выщелачивание. Поэтому мы избрали более точный 
путь от точного описания на поровом уровне к макроскопическому описанию через гомогенизацию.
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Все методы гомогенизации подразумевают присутствие малого параметра е > 0. Грубо говоря, 
сама гомогенизация состоит из двух частей: изучение семейства решений математической задачи 
в зависимости от параметра е и предельный переход при параметре е, стремящемся к нулю.

Любая физическая задача включает в себя безразмерные параметры (критерии), которые как-то 
характеризуют задачу. Некоторые из них могут быть малы, некоторые — велики, но все они фик
сированы и мы не можем их сделать переменными. С другой стороны, когда физическая задача 
уже сформулирована в виде математической задачи, мы можем рассмотреть семейство математи
ческих задач с малым переменным параметром и искать приблизительные математические модели 
(гомогенизация), когда этот параметр стремится к нулю.

Д ля всех физических задач в горных породах существует натуральный малый параметр, кото

рым является отношением ео у , где l средний размер поры. Следовательно, в нашей физиче
ской задаче, описывающей подземное выщелачивание, в качестве малого параметра мы рассмат
риваем именно этот критерий.

Далее, мы формулируем несколько предположений, которые позволяют нам получить математи
ческое описание подземного выщелачивания с малым параметром, и находим некоторую гомоге- 
низированую модель, описывающую эту процедуру на макроскопическом уровне.

Главное предположение — поведение безразмерных критериев

= ц.\ е2 +  о(е2), ас =  Do +  о(е), (3.29)

где у 1 и D0 — некоторые положительные константы.
Далее мы рассматриваем краевую задачу (3.24)-(3.27), (3.10)-(3.12) с данной функцией % =

x
Xe( x , t ) =  %( x , t, —) =  %( x , t, y ) , которая имеет период, равный 1, в у £ Y  =  (0, 1)3, характеризую-

е
щую сплошное поровое пространство Qf (t) , и пусть ve(x , t) , qe( x , t ) , ce( x , t ) и c£( x , t ) , i =  1, . . . ,n ,  
будут решением данной задачи.

Д ля заданной функции x ( x , t , y)  задача (3.24)-(3.27), (3.10)-(3.12) имеет единственное решение 
v e( x , t ) , qe( x , t ) , ce( x , t ) , и ce( x , t ) , i =  1, . . . , n .

Теперь, используя общеизвестную формулу (см. [4]) для функции Ф^ ^ , у)  с периодом 1 в у

lim ФЫА , ^  )dxdt =
е^о J е

Qj q  ^ tQ Y

которая выражает представление двумасштабной сходимости (см. [24,29, 30]), мы переходим к 
пределу при е -а  0 в интегральных тождествах (3.24)-(3.27).

Д ля этого мы выбираем некоторые подпоследовательности {vek( x , t ) }, [qek)}) , [cek( x , t ) } и 
{c£d ( x , t ) }, i =  1, . . . , n ,  двумасштабно сходящиеся при ек а  0 в следующем смысле:

x
v ek ( x , t ) =  V ( x , t , — ) +  о(ек) , qek ( x , t ) =  q( x , t ) +  о(ек) ,

ек
cek( x , t ) =  c( x , t ) +  о(ек) , cek( x , t ) =  a ( x , t ) +  о(ек) , (3.30)
V cek ( x , t ) =  V c( x , t ) +  Vy  C ( x ,t, — ) +  о(ек) .

ек
Здесь V ( x , t , y ) , C ( x , t , y)  — функции с периодом 1 в у .

•S>(x . t , y )dy)dxdt ,

3.2.3. Математическая модель в виде дифференциальных уравнений. Д ля простоты, в после
дующих записях мы опустим индекс к. x

Что6ы получить (328) мь в (324) вьбираем "роб"ь,е функции в виде ф = с(x , t ) M е ], где
p 0(y) — это соленоидальная гладкая функция, обращающаяся в нуль в y(t).

Здесь y (t) — это граница между «жидкими» и «твердыми» частями, Yf  =  {y £ Y  : %(x,t,y) =  1} 
и Ys = {y £ Y  : X(x, t ,y) =  0}.

Далее, используя представления (3.29) и (3.30), получаем интегральное тождество

0 /  С(x,t)Xe
о

x
а.у D(ve, x) : D(^o, x)) + (Vqe + f ) ■ <po(^ ))dxdt + о(е) =
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= J  Z(x,t)xe (е2 fY D (V (x,t, XX),x) : D(Z(x, t)po(X)) +  f • p o (^ ) ) dxdt +

Qto

+ J  Z(x,t)x£ Vq • Po(XX)dxdt +  о(е) =  I i +  / 2 +  о(е).

‘to

Легко заметить, что I i ^  /  Z (x , t ) ( f  (^ i B (^ o(y),y) : D  V ( x ,t ,y ) ,^  +  f • ^ o(y)) d y j dxdt и
y ,

to
I2 =  J  Zx£ V q • Po(x )dxdt =  j  J  Z V q • po(* )dxdt

Qt0 
to

o Qf (t)

J  J  q V  Z • <Po( xx )dxdt =  - j  x£q V  Z • <po(*)dxdt ^ - J  q V Z • ( J  x ( x , t , y ) po(y)dy)dxdt =
Qto Qto Y

= j  Z V  q • (J x ( x , t , y ) po(y)dy)dxdt =  j  Z ( J x(x , t , y )V  q • <po(y)dy)dxdt

Qf (t)

Y

при е 0.
Следовательно,

0 =  j  Z (x , t ) ^ j  x (x , t , y )(j n  D (po(y ) ,y) : D ( V (x , t , y ) ,y) +  (V q + f ) • <po(y)) dyj dxdt =
Qto Y

= f  Z (x , t ) (  /< М у) ( -  Л1 V y • D (V (x , t , y ) ,y) + V  q + f )  dyj dxdt =
Qto Vf

= f  Z (x , t ) (  /< М у) (  -  у  A y V(x , t , y )  +  V q +  f )  dyjdxdt =
Qto Yf

= j  Z (x , t ) ^ J  Po(y)( -  у  A y V (x , t , y ) +  V  q + f)  dyjdxdt = 0.

Из-за произвольного выбора Z(x,t) и p o(y) последнее тождество приводит к следующему диффе
ренциальному уравнению:

(3.31)—у  A y V  + V y Q + V q +  f  =  0

в области n f . Член V y Q(x, t , y)  в (3.31) появляется из-за ортогональности соленоидальных век
торов к градиентам скалярных функций.

Д ля решения этого уравнения нам нужны граничные условия для V на границе Y, разделяющей 
Yf и его открытое дополнение Ys в П: 7 =  ОТ7 Р| ДЛ, . Нам не нужно граничное условие для V в 
другой части OTf  из-за периодичности V в у.

Требуемое граничное условие
V = 0, y е Y (3.32)

следует из тождества V (x , t , y ) [ l  -  x(x, t , y) )  = 0 ,  у е Y, которое, в свою очередь, является
x

результатом двумасштабной сходимости в очевидном тождестве v £(x, t )[ l  -  x(x, t ,  —)) = 0 , x е Y.
Чтобы извлечь микроскопическое уравнение неразрывности, мы переходим к пределу при е 0x

в интегральном тождестве (3.25) с пробными функциями р = spo(x, t )pi (—), где po является
е

произвольной гладкой функцией переменных x и t, равная нулю при t =  0 и t =  T, а p i (y) — 
гладкая функция с периодом 1 в у, обращающаяся в нуль в 7 :

o

Qto Yo

Qto Yf
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0 = 1  ((x£pf  + (1 -  X£)ps) д  +  pf  v  • V x <p)dxdt =

= j  p 0(x,t)pf V(x, t ,^X)•Vy)idxdt  +  o(e) ^  j  ) 0( x , t ) (J pf V ( x , t ,y ) •VyPi dy)dxdt =  0.
QtQ QtQ Y

Произвольный выбор функций и ) l приводит к микроскопическому уравнению неразрывности

V - V  = 0 (3.33)

в Yf .
3

3.3. Закон Дарси. Пусть v(x, t )  =  (V) =  f  V(x, t , y , r )dy ,  и -2_(V q +  f ) =  ^  Zi(x,t)ei, где
Y 2 i=i

{ei, e2, e3} является стандартным прямоугольным декартовым базисом в R3.
Д ля нахождения представления (3.28) скорости жидкости v с точки зрения микроструктуры

3
мы решаем задачу (3.31), (3.32), (3.33), используя разложение V( x , t , y , r )  =  V i (y) zi(x,t).

i=l
Функции V i (y) и Qi (y) при i =  1,2,3 удовлетворяют в Yf следующим периодическим краевым 
задачам

- A y  V i +  Vy Qi +  ei = 0, y e Yf, (3.34)

V ^ V i =  0, y e Yf, (3.35)

V i = 0, y e y . (3.36)
Следовательно,

3 2 3
V =  E  V i(у) Zi = ----- C C  V i Y ê ) (V q +  f ). (3.37)

i=i V1 i=i
Здесь a Y b — матрица второго порядка, которая определена как (a Y b) • c =  a(b • c). Возвращаясь 
к (3.28), мы получаем

3 1
(3.38)v = 52( V i)Y Zi = -----в  • (V q +  f ),

i=i Vl
где

B = 2 5 2 (V i)y  Y e i .
i=l

(3.39)

Предел при e 0 в (3.25) с пробной функцией )(x, t ) ,  обращающейся в нуль на границах S+ 
и S - , а также при t =  0 и t =  t0, приводит к макроскопическому уравнению неразрывности:

д )
0 =  /  ( (x £pf  + (1 -  x£)ps) д ) + pf v£ • v y )  dxdt =

J  {(x(x , t , x )pf  + (1 -  x(x , t , x ))ps) д )  +  pf  V (x , t, x ) •Vi^jdxdt  +  o(e)
ItQ

> J  (m(x, t)(pf  -  ps) +  ps) д )  +  pf  v(x, t )  • Vpjdxdt  =  0,
QtQ

где m(x,t)  =  / x(x, t , y)dy  — пористость порового пространства Qf (t).
Y

В силу произвольности выбора ) (x , t )  последнее тождество равносильно желаемому дифферен
циальному уравнению в области QtQ:

dm pf
dt ps -  pf

v . (3.40)

q Q

q Q
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Как и прежде, мы просто переходим к пределу при е ^  0 в соответствующем интегральном тож
дестве (3.26) для концентрации кислоты с произвольными гладкими функциями t(x, t) ,  равными 
нулю при t =  t0 и на границах S±:

-  J  Хо(x) (co(x) +  1  ){o(x, 0)dx = J  Xs ((cs + 1 ) ^  -  (a  V  cs -  v s cs) • V£) dxdt =
H Hto

/ x д  ̂ x x
X(x,t, е ) ((c +  в ) d t  -  а Д V c +  V yC(x,t ,  е )) -  c V (x , t , j ) • Vt)dxdt  +  о(е)

Z‘0

J  m(x, t)((c +  —)^  -  (ac A • V c -  cv) • V£))dxdt.

d
Таким образом, — {m(c +  1 )) = V • (ac A •V c  -  cv),  где

A(x , t) =  m(x, t) I +  E v  yC(i)(x , t , y))yf ® ei. (3.41)
i=l

Функции C (i)(x , t , y ) определены как решения периодической краевой задачи (см. [24])

V y • (x(x , t , y) (VyC(i)(x , t , y ) +  e i^  = 0  , y e Y. (3.42)

Ht0

Для получения макроскопических уравнений переноса для концентраций продуктов химических 
реакций мы используем представления (3.30) и перейдем к пределу при е 0 в соответствующих 
интегральных тождествах для концентраций продуктов химических реакций

Is =±i — X
дф
~дЬ

ps ci

Ht0
(ps -  pf)

)v s -Vt^jdxdt  =  0, i =  l , . . . , n ,cS -i

которые верны для произвольных гладких функций ф, обращающихся в нуль на границе S и при 
t =  to.

Дано

J  (ciX(x, t ,x) ддф +  (ci -  p Ps- lpf) ) V(x, t, x ) • Vф^dxdt  +  o(e)

, Ps °г—- )v • V ^ d x d t =  0. 
(ps -  pfГ )m c  t  + (ci -  * ^

‘to
Следовательно,

/  ф ( ж (mci) +  V • ( (ci -  ф - Х ) H ) dxdt = 0
t0

или д t ( mc i ) + V• ( ( c - -  ps Ci v) = 0 . Используя уравнение неразрывности (3.40), мы получаем
(ps -  pf )

дci . ^  ps ( 0\уравнения переноса m —— + v • Vci =  — (ci -  c°) для концентраций продуктов химических реакций
дЬ pf

ci при i =  l , . . . , n  в области Qto.

si

3.3.1. Начально-краевая задана, описывающая подземное выщелачивание на макроскопиче
ском уровне. Собрав все эти соображения вместе, мы получаем итоговую систему дифферен
циальных уравнений, описывающую рассматриваемый физический процесс на макроскопическом 
уровне.



несколько  задач со свободной  границей , фигурирую щ их  в механике  горных  пород 117

Это система состоит из Закона Дарси
1

v =  — B(Vq + f )
Pi

и неоднородного уравнения неразрывности

V -v  = i % ,  i  = H— L,
dt Pf

для скорости и давления жидкости, уравнения диффузии-конвекции
д 1

m(c +  ) =  V  • (ас A • V c — c v) 
o t y y

для кислоты, и уравнении переноса

m А  + v -V,ci  = — (ci — c0) 
dt pf

(3.43)

(3.44)

(345)

(346)

для концентраций продуктов химических реакций ci, i =  1, . . . , n ,  в области Oto.
Задача дополняется следующими граничными и начальными условиями.
В откачных скважинах S + С дО при 0 < t < t 0 давление жидкости и концентрации кислоты и 

продуктов химических реакций являются известными функциями

P = P+ (x,t), (3.47)
ci =  0 , i = 1,. . . ,n,  c = c+ (x,t). (3.48)

В закачных скважинах S-  С дО для 0 < t < t0

P = P (x,t), (3.49)
c =  c+ (x,t). (3.50)

На границе непроницаемости S° С дО для 0 < t < t0
Vc • n =  0, (3.51)
v • n =  0. (3.52)

Матрица B в (3.43) определена в (3.34)-(3.39), и матрица A определена в (3.41)-(3.42).
В свою очередь, определения m, B и A содержат функцию x (x , t , y ) , и ее поведение при 0 < t  < 

to зависит от уравнения

d t  +  PYc(x, t ) \Vy х\ = 0  (3.53)

в области Y.
В начальный момент времени

c(x, 0) =  co(x), ci (x, 0) =  0, x e О, i =  1, . . . , n ,  (3.54)
x(x,  0, y) = xo(x , y ) , x e  О, y e Y. (3.55)

Ри с . 3.12. Структура порового пространства
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Рис. 3.13. Макроскопическая модель: концентрация продукта химической реакции 
в откачных скважинах для разных с+

Рис. 3.14. Макроскопическая модель: концентрация продукта химической реакции 
в откачных скважинах для разных Л

Рис. 3.15. Макроскопическая модель: концентрация кислоты в откачных скважи
нах для разных с+

3.3.2. Численные расчеты. Д ля случая одной пространственной переменной пусть поровое про
странство будет определено симметричными цилиндрами с радиусом r (см. рис. 3.12), Q =  {0 < 
x < 1}, S+ = {x =  0}, и S -  =  {x =  1}. Симметрия порового пространства Yf подразумевает 
диагональную форму матриц A и D: A =  diag(k) , D =  diag(D0) . Величины к и D0 почти не из
меняются для малых вариаций т, и мы можем предположить, что они являются константами. Из
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Рис. 3.16. Макроскопическая модель: концентрация кислоты в откачных скважи
нах для разных Л

этих предположений следует, что пористость m порового пространства — это известная функция

радиуса r: m = F(r) =  1 — (1 — mo) -  , где m0 и ro — заданные начальные значения пористости
ro

m и радиуса г, а система (3.43)-(3.55) принимает форму:

для к и р 1 в качестве констант,

к dp  
р 1 дх ’

dv  d m
дХ =

д_
dt

(m (c +  - ) )
Y

д ( dc
дх (Xc дх

vc),

де да f m
m д - + v - = — (5(ci — c0) +  c- ,

дх 

д-
д

3t

= Л^х,Ь),

p (0 , t ) =  p+(t), p(1,t) =  p (t), t >  0,

д c
c-(0, t) = 0 , i = 1, . . . ,n ,  c(0, t ) = c+(t) , дХ (1, t ) = 0,

( c(x, 0) =  co(x) , c-(x, 0) =  0, i = 1, . . . ,n ,  r (x, 0) =  ro(x) ,
\  m (x, 0) =  mo(x) & n ro2(x) +  2(ro2(x) — 2 n -q (x) ) .

При 5 = 1,5, y  = 1, cl = 0,001, ac = 0,0004, T = 6993 с, p+ = 1000, p-  =  0, co =  0, ro = 2-1 мы
рассчитываем концентрацию c1 первого продукта химических реакций в скважинах откачки для 
разных значений c+ = 0,1; 0,15; 0,2 с фиксированной Л = 1 и для разных значений Л =  0,1; 1; 10 
с фиксированным c+ = 0,2 (см. рис. 3.13—3.16).

Д ля случая двух пространственных переменных и системы дифференциальных уравнений в 
области Q = {0 < x 1 < L, 0 < x2 < H } (см. рис. 3.7) мы изучили начально-краевую задачу, 
описывающую подземное выщелачивание на макроскопическом уровне (3.43)-(3.55), и при 5 = 1,5, 
Y = 1, c1 = 0,01, ac = 0,004, p+ =  1000, p-  = 0, co =  0 мы рассчитали концентрацию c1 первого
продукта химических реакций в откачных скважинах в разные моменты времени с фиксированным 
c+ = 1 (см. рис. 3.17-3.18).
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Ри с . 3.17. Концентрация реагента при t =  360 дней.

Ри с . 3.18. Концентрация реагента при t =  720 дней.

4. Динамика трещин в подземных горных породах

4.1. Накопление энергии в трещине: микроскопический ( п о р о в ы й ) уровень. Пусть О0 — 
ограниченная область с непрерывной границей в C2 S = дО° и О =  R3\O 0. Предположим, что 
О — пороупругая среда, состоящая из твердого скелета 0 s и порового пространства Of , а О0 — 
трещина. Трещина О0 и поровое пространство Of заполнены одной и той же жидкостью.

x w t р
В безразмерных переменных x , w  , t —, р , эволюция смещений w, давления

L L т р0
р, и температуры t  твердого скелета определяется в 0 s для t > 0 неизотермическими уравнениями 
Ламе [24]

д 2w
dt2 V  • Ps,

а

а т Qs' 

др
ps dt  +  V ^  =  0,

д w
~Ot

d t = * * .

(41)

(4.2)

(4.3)

dw
Скорость v =  , давление p, и температура t  жидкости удовлетворяют системе Стокса для

вязкой сжимаемой терможидкости в Of и О0 при t > 0

а т Qf
д 2w 
dt2 = V - P f ,

др
apf  д  +  V

д w  
~6t

ж  = ^

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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На границах Sf  С S и Г между Qs и Q0, и Qs и Qf соответственно, смещения (скорости),
нормальные напряжения, температура, и тепловые потоки все непрерывны:

(4.7)lim w(x, t)
x^x°
xens

lim w(x,t),
x^x°
xen°

lim Ps(x,t) • n =  lim Pf (x , t ) n,
x^ x°xe n s

x^x°
xen°

lim w(x, t)
x^ x°
xe n s

lim w(x,t),.0 4 'x ^x
x€Qf

lim Ps(x,t) • n =  lim P f (x,t) n.

(4.8)

(4.9) 

(4.10)
x^x°xeQs x^x°

x€.Qf
Поверхность S \S f  является границей между жидкостью в Qf и жидкостью в Q0, на которой не 
требуется граничных условий, поскольку это одна и та же жидкость.

Задача дополняется начальными условиями
dw  о

w (x , 0) =  —  (x , 0) =  0 , x e R3,

$ (x, 0) =  $ 0(x), x e R3.

(4.11)

(4.12)
В (4.7)-(4.10) n — нормальный вектор к границе Г , P f = а^ В(ж, v) — (p + а  $ )I, Ps = а \  В(ж, w) —

(p +  а $ )1, В (ж, u) =  -  (Vu +  Vu*), aT = L
дт 2 a^ =

2ц
TL g p ° a \  =

2Л
LgP0' ap,f =

Lg

а■p,s
Lg

Qs c*

Qf  cf2

, L — характеристический размер рассматриваемой физической области, т — харак

теристическое время протекания физического процесса, р0 — средняя плотность воды, д — ускоре
ние свободного падения, Qf  и qs — средние безразмерные плотности жидкости в порах и твердом 
скелете соответственно, коррелирующие со средней плотностью воды р0, ц =  const — вязкость 
жидкости, Л = const — коэффициент Ламе для твердого скелета, а I — единичный тензор. Поло
жительные константы Cf  и cs являются скоростями распространения сжимающих звуковых волн 
в поровой жидкости и твердом скелете соответственно [24].

Функция $0 — бесконечно гладкая:
$0 e C~ (R 3) (4.13)

и имеет конечный носитель.
Безразмерные критерии а т , ац , а \  разные для разных физических процессов. Некоторые из 

них могут быть малы, другие могут быть велики. Накопление энергии в трещинах со временем 
является долгосрочным процессом. Следовательно, а т и ац достаточно малы, в то время как а \ 

близка к единице.
Очевидно, что математическая модель физического процесса должна быть как можно более 

проста, но в любом случае мы должны описать все его основные особенности. Вот почему мы ис
пользуем гомогенизацию для упрощения точных математических моделей на уровне пор. Заметим, 
что любой дополнительный член математической модели на уровне пор создает дополнительные 
технические проблемы при гомогенизации. Следовательно, мы должны провести все упрощения 
до гомогенизации.

Д ля совместного движения упругого скелета и жидкости в порах в случае, когда скорость 
акустических волн настолько велика, что они не играют значительной роли, часто пренебрегают

d2w
инерционным членом а т 2 в динамическом уравнении (4.1) для упругого скелета:

dt2
V^  Ps =  0, x e Qs, t > 0.

Вторым значительным упрощением является допущение

а^ ц е 2,

(4.14)

(4.15)
lгде е =  — является безразмерным размером поры и l — средний размер пор. 
L
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Это предположение для неподвижной системы Стокса приводит к известному закону Дарси для 
движения жидкости в порах абсолютно жесткого тела.

Но если мы рассмотрим совместное движение вязкой сжимаемой жидкости в порах и в резерву
аре, определяемое неподвижной системой Стокса в этом предположении, то после гомогенизации 
мы получим систему дифференциальных уравнений

V p +  f
dp
dt°  аР , П ^  +  V ' v 0

в резервуаре, которая не определяет движение внутри трещины.
Следовательно, соединив подвижные уравнения Ламе и систему Стокса (4.1) и (4.4), мы по

лучим наилучший метод описания совместного движения упругого скелета, жидкости в порах и 
жидкости в трещине.

д w
Д ля оценки смещений умножим уравнение (4.1) на и проинтегрируем результат умножения

д w
в области Qs . Далее, умножим уравнение (4.4) на ----  и, проинтегрировав результат умножения в

dt
областях Qf  и Q0 и просуммировав все, получим следующие выражения после интегрирования по 
частям:

Т d t j  ( ((1 -Х о)х  +  Xo)Qf +  (1 - x ^ s ) 1 д (x, t ) \2dx +

+ а  | / (1 -  Хо)(1 -  X)D(x, w(x , t ) ) : D(x, w(x, t ) )dx +
R3

/ д dw
((1 -  Xo)x£ +  Xo) D(x, -jdw(X’t)) : D x , -jdw(X’t))dx -

f  dw  f  dw  f  dw
— p(x ,t) V  ■ -d t  (x ,t)dx — p(x ,t) V  ■ -d t  (x ,t)dx = a I d(x , t ) V- (x ,t)dx.

Qs Qf uQ0 R3
Интегралы в области Г обращаются в нуль из-за граничных условий (4.7)-(4.10).

dwДалее, мы сокращаем V ■----  в трех последних членах с помощью уравнений (4.2) и (4.5) и
dt

интегрируем результат на отрезке (0, t0)

'Of  J  (X Qf  + (1 -  X)Qs) —w (x ,t)\2dx +  ^  J  \p(x ,t)\2dx +  J  \p(x ,t)\2dx +
R3 Qs Qf UQ0

+ - ^ — I  \V ■ w (x ,t)\2dx +  - 0 -— I  \V ■ w (x ,t)\2dx +  f  /  D(x, w (x ,t)) : D(x, w (x ,t))dx  +
p,s J P,f  ̂ •/Qf Q0

+ a  ̂ j  J  D(x , — - (x ,t)) : D(x , — - (x ,t))dxdt =
о Qf uQ0

to
= a J  d (x , t ) V ^ w (x , t )dx -  a j  J  —  (x , t ) V^ w (x , t )dxdt. (4.16)

R3 о R3

Температура d и ее производная от времени ^  ограничены и стремятся к нулю при t ^  ж .
Из соответствующих уравнений и граничных условий, а также из представления [2], следуют 
равенства

\x  -  y \-d(x , t) = \  з J  exp ( -
(4nt) 2 4t - ) My )d y (417)

R3
и (4.13). Следовательно,
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max0<t<o
dw  (x , t) i2 dx + 1

ns
D x , w(x, t)) : D x , w(x, t)) d ^  +

+ max0<t<o [p(x,t)l2dx +  max0<t<o IV ■ w(x,  t)l2dx +

СО
+ a^ j  J  D(x, ^dw(x,t)) : D (x , д - (x,t))dxdt  ^  C,

о nfun°

ddгде C зависит только от норм на интервале [0, те) функций d и — , заданных по формуле (4.17).
Пусть хо — характеристическая функция области П0, а х  — характеристическая функция обла

сти : xo(x) =  1 при x е П0 и xo(x) =  0 при x е R3\Q 0, x(x) =  1 при x е П  и x(x) =  0 при
x е ПО

Последние оценки показывают, что задача (4.1)-(4.5), (4.7), (4.8), (4.12)-(4.14) имеет един
ственное слабое решение в смысле распределений: функции w, p, и d удовлетворяют интеграль
ному тождеству

t°

-  ат J I  ( еf (х0 +  (1 -  х 0)х ) +  ds(1 -  x0)(1 -  t f )  ŵw ■ dt dxdt +
0 R3

t°
+ J J  ((1 -  хо)(х Pf +  (1 -  x)Ps) +  хоP f) : D(x,p)dxdt =  0 (4.18)

0 R3

для любых гладких функций р  с компактным носителем и уравнению неразрывности

(.x a P,f +  (1 -  x)ap,s)p +  V ■ w =  0 (4.19)

в обычном смысле в R3 на любом отрезке 0 < t < t0.
В (4.18), (4.19) х 0 — это характеристическая функция области П0, а х  — характеристическая 

функция области n f : xo(x) =  1 для x е П0 и x0(x) =  0 для x е R3\ n 0, x(x) =  1 для x е П  и
x(x) =  0 для x е n s.

Введем обозначение

П(П, t) =  f  a x(1 -  х0)(1 -  x)D(x, w(x, t)) : D(x, w(x, t))dx +
R3

+ /  (ap,f (x0 +  (1 -  x 0) x) +  (1 -  x0)(1 -  x)ap,s) lp(x , t ) fdx

для потенциальной энергии области П в момент времени t, а через n (n 0,t) =  J  apj  х 0 |p(x, t ) |2dx

обозначим потенциальную энергию трещины П0 в тот же момент t.
В состоянии покоя в момент t =  0 П(П, 0) =  П(П0, 0) =  0. Только отношения (4.16) характери

зуют поведение потенциальных энергий П(П,0) и П(П0,0) после теплового воздействия. Будут ли 
они положительными? И если да, то сохранят ли они свои строго положительные значения при
t0 ^  те?

Это безусловно означает накопление энергии в трещине во время теплового воздействия, если 
П(П,0) и П(П0,^  сохраняют свои строго положительные значения при t0 те. Но мы не мо-

СО
жем это уверенно утверждать из-за присутствия вязкой энергии 1О =  a^ f  f  D

0 R3

, д w  ч
(x , d t (x, t)) :

D  x,
д w
д

(x ,t) )dxdt. Она несомненно строго положительна и другой член в правой части (4.16)
может быть равен нулю на бесконечности.
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Поэтому мы будем изучать случай для гомогенизированной системы, предполагая, что ар ^  0 
при е ^  0.

4.2. Накопление энергии в трещине: макроскопическое описание. Пусть поровое простран-
f x

ство Qj описывается характеристической функцией x£(x) =  х(~)  с функцией с периодом 1 по у,
е

х(у), у е Y , Y  =  (0 ,1)3 е  R3, Yf =  {у е Y  : х(у) = 1} ,Уз =  {у  е Y  : х(у) =  0}. Граница у между
Yf и Ys должна быть непрерывной по Липшицу.

М ы ищем гомогенизированную систему при предположениях ар = /л3 е3, ат = т0, а \  = Х3 е3, 
где /л3, то, и Х3 не зависят от е.

Пусть для данного е > 0, функции w£, р£, и d£ будут решениями задачи (4.1)-(4.12). М ы 
предполагаем, что

( (̂0(x )w £(x , t) =  х0(x)wf (x , t) +  о(е),
{ (1 -  х0(x ))х£(x )w £(x , t) =  (1 -  х0^ ) )х £(x )w (x , t) +  о(е), (4.20)
[ (1 -  х0^ ) ) ^  -  х£(x))w £(x ,t) =  (1 -  х0^ ) ) ^  -  х£(x ))w (x ,t) +  о(е),

P£(x ,t) =  х 0Pf (x,t) +  (1 -  х 0)p(x ,t) +  о(е). (4.21)
Д ля выведения гомогенизированных динамических уравнений мы используем представле

ния (4.20)-(4.21) в интегральном тождестве (4.18) и оттуда перейдем к пределу при е 0

0 =  ат
0 R3

to

( f  ( (1 -  х 0 )х £ +  х 0 ) +  Qs (1 -  х 0)(1 -  х £)) • d t d x M  +

to
д w £

+ 1 1  (х0(Pf + а+ ) +  ( 1 - х °) ( р+а Р) ) V p d x d t - / / ар ((1-х0)х£+ х ^  В {х , — ): D(x,p) dxdt -

to
J  J  а\ (  1 -  х0)(1  -  х£) D(x, w£) : D(x,p) dxdt +  о(е) ^  I,
0 R3

0 0

to

Я д д д
{T0Q f + C( 1 -  х 0) -д̂ )  • -дрР +  (х° (Pf +  ad)  +  (1 -  х °)(р +  a d ) V  • p ) dxdt =  0,

0 R3
где q =  mQf  + (1 -  m) Qs .

Чтобы вывести макроскопическое уравнение неразрывности, мы рассмотрим соответствующий 
закон сохранения массы в виде интегрального тождества на микроскопическом уровне. Д ля этого 
умножим уравнения (4.2) и (4.5) на пробную функцию £ с компактным носителем, проинтегрируем 
по частям в соответствующих областях и просуммируем результаты:
toУ у ((ap,f (х0 P f + (1

0 R3
х0)х£ р) + ap,s (1 -  х 0)(1 -  х £) р)£ -  (х 0Wf + (1 -  х 0)w) • V^jdxdt о (е) .

После перехода к пределу при е 0 мы получим интегральное тождество
to

У  У  ( (ap,f (х 0Pf +  (1 -  х 0) mp) + ap,s (1 -  х 0)(1 -  m) р)£ -  R 0w f +  (1 -  х 0^ )  • V^jdxdt =  0,
0 R3

которое равносильно макроскопическому уравнению неразрывности

ср р +  V w  =  0

в Q для t > 0 (х0 =  0), где ср =  m a p j  +  (1 -  m) ap,s, и уравнение неразрывности

ар, f Pf +  V ^ wj =  0

в Q0 для t > 0 (х0 =  1).
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4.2.1. Совместное движение упругого тела и жидкости в трещине. Совместное движение 
описывается системой интегральных тождеств

to

j  J  (ro(ef Xo +  6(1 -  Xo)d ) • d t  +  (x0 (pf  +  а д ) +  ( 1 -  x0) (p +  a + )) V - ^  dxdt =  0, (4.22)
0 R3

to
J  J  ( (ap,f (X0Pf +  (1 -X 0) m p ) + ap,s ( l - X°)(1 - m)p)£-  (x0w f +  ( 1 - x 0)w) ■V^jdxdt =  0, (4.23)
0 R3

которые верны для всех гладких функций t  и £ с компактными носителями.
Оно содержит динамическое уравнение и уравнение неразрывности

dv
Т0 6 d t  +  V (p +  ад) = 0 , 

„ dp „
6  ^  +  V v  =  0

(4.24)

(4.25)

dw
для скорости v =  ---- и давления p пороупругой среды в области О для t > 0, динамическое

dt
dw f

уравнение и уравнение неразрывности для скорости жидкости v =  , и давления pf
dt

dv  f
T0 6f  -Qtf  + V  (pf  + а д ) =  0,

aP,f dpf  + V ' v f  = 0

в трещине О0 для t > 0, и граничные условия

(4.26)

(4.27)

p = pf , 
v  ■ n =  v f  ■ n

на границе S, где n — единичная нормаль к S.
Задача дополняется начальными условиями

v f  (x, 0) =  0, x е О0,

v(x, 0) =  0, x е О.
Заметим, что в (4.22)-(4.31), температура д задана (4.17).

(4.28)
(4.29)

(4.30)

(431)

4.2.2. Накопление энергии в одной трещине. Чтобы получить основное интегральное тожде
ство, мы умножаем уравнение (4.26) скорости жидкости в трещине на v f  и интегрируем по 
частям в области О0. Далее мы умножаем уравнение (4.24) на скорость v пороупругой среды, 
интегрируем по частям в области О и суммируем полученные равенства:

1 d
2 dt Т)(6f X01v f (x ,t ) \2 +  6(1 -  X0) lv ( x , t ) |2) +  (ap,fX° \pf (x ,t ) \2 +  6p(1 X0 )\pf  ( x , t ) \2))  dx =

d f  f  дд
= a dtt d {ap,f X0pf  (x , t ) + 6 p(1 -  X0 )pf  (x , t )) dx -  a ~ ^ ( aPtf  X°pf  (x ,t) +  cp (1 -  X°)pf  (x , t )) dx.

R3 R3

Интегрирование на отрезке (0, t0) дает

2  /  (т0 (6f X0\v f  (x , t 0 ) \2 +  6(1 -  X0 ) \v(x , t 0 ) \2) +  (ap,f x ° \pf  (x , t 0 ) \2 + Cp (1 -  X0) \p (x , t 0 ) \2))  dx =
R3

J  d(x , t )  (ap,f X0 pf  (x , t )  +  Cp (1 -  x 0) p(x , t 0 )) dx -a I d(x,
R3
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to
— а

dd
д (x , t) (ap,f х0 pf  ( x , t) + cp (1 -  x0) p (x , t)) dxdt. (4.32)

dd ddПредставление (4.17) подразумевает lim d (x , t0) =  lim (x , t0) =  0, (x , t ) < 0 для t > 0.
to^-ж t o dt dt

Следовательно,

a d (x , t ) (ap>f  x 0 Pf  (x , t ) + Cp (1 -  x°) p (x , h )) dx ^  0,
R3

to
dd

- а  —  ( x , t ) (ap,f x 0 Pf  ( x , t ) +  Cp (1 -  x°) p ( x , t )) dxdt ^  E* > 0
0 R3

n(Q°, t0) =  J  apj  X0 \Pf (x , p ) \2dx ^  П* > 0 =  n(Q 0, t )

0

при t0 ^  ж. Это и есть точное накопление энергии в трещине во время теплового воздействия.

4.3. Макроскопическая модель распространения трещины. М ы уже ранее показали, что 
потенциальная энергия n (Q 0, t 0) увеличивается со временем. Логично предположить, что для 
каждой трещины существует некоторый предел P* =  F*(Q°) для среднего давления P (t0) =

\pf ( x , t0) \dx в этом геологическом разломе Q0, такой, что в момент t *,
, t ) no

когда P (Q0, t*) =  P*, эта трещина начинает рушится.
М ы опишем движение трещины после этого конкретного момента t*, используя поток средней 

кривизны [12]
Dn =  a (P* -  P ) k, (4.33)

где Dn — скорость смещающейся (свободной) границы S =  OQ0 по направлению к внешней нор
мали n к S, а k — средняя кривизна S.

Точнее, этот механизм определяется правилом гистерезиса (см. рис. 4.1).

М

R

Р,
* Р

Р*

Рис. 4.1. Правило гистерезиса для распространения трещины.

Д ля состояния трещины существуют две позиции. Позиция М представляет движение трещины, 
а позиция R представляет состояние покоя. Если в состоянии покоя среднее давление P  достигает 
предельного значения P*, то состояние трещины меняется с R на М и она начинает смещаться. 
М ы предполагаем, что произведение среднего давления и объема трещины V неизменно во время 
движения:

P(t) ■ V (t) =  const. (4.34)
Следовательно, когда трещина распространяется и ее объем уменьшается, давление P(t) внутри 
трещины увеличивается до значения P*, после чего трещина возвращается в позицию R.
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Смещение поверхности земли (см)

Суммарное смещение (км)

Смещение поверхности земли (см)

Суммарное смещение (км)

t=15 t=50

Смещение поверхности земли (см)

Суммарное смещение (км)

Смещение поверхности земли (см)

Суммарное смещение (км)

t=70 t=100

Р и с . 4.2. Динамика трещины в горной породе.

Очевидно, что движение трещины создает сейсмические волны, которые могут достигать по
верхности Земли.

М ы можем описать эту стадию процесса системой упругости Ламе

д 2w
а т Qs dt2 V • (ал В(ж, w ) -  pi)

для смещений w и давления p горных пород в области Q, вместе с потоком средней кривиз
ны (4.33) для свободной границы S области П0. Задача дополняется постулатом (4.34), который 
дает граничные условия

(алВ (ж, w) — pi) • n =  —P(t) n

для уравнений Ламе на границе S. Соответствующие численные расчеты [26] подтверждают пред
ложенную модель (см. рис. 4.2).
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